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PREFAŢĂ LA EDIȚIA ÎNTÎI 


Frații A. M. Jaglom şi I. M. Iaglom, cunoscuți prin imporianiele lor cercelări în co- 
meniul malemaiicilor superioare, au scris lucrarea de faţă care arată cititorilor o aliă latură a preo- 
cupărilor lor și anume aceea de a introduce fapie şi idei noi în învălăminiul matematie, predat in 
şcoala medie. 

Feliz Klein, în prefața cunoscutului său iralat „Matematici elementare privite din punet 
de vedere superior“, vorbeșie de „o dublă discontinuitate“ în viața profesorului de liceu. Mai intti 
cu linăr student, de-abia intrat pe porțile facultăţii de matematică, el este pus în fafa unor proble-ne 
care nu-i mai reamintesc prin nimic de materia învățată în școala medie. După ce termină studiil- 
universitare şi ajunge profesor, nepulind face nici o legăiură între malemalicile superioare în: àjale 
în facultate și ceea ce predă elevilor săi, iniră repede pe făgașul tradiționalului învățămint al ma- 
temalicii din şcoala medie şi cunoștințele căpătate în timpul sludenției îi rămîn doar ca o amin: e 
care nu exercită nici o influiență asupra muncii sale didactice. 

Desigur că această dublă disconiinuilale, care se manifesta cu tărie la începutul secolului 
nostru cînd Felix Klein « scris celebrul său iraiat, este mult diminuată în condițiile învățămtniuh i 
de aslăzi. Dar ea nu pcale dispare total, datorită caracterului specific al matematicii, 

Spre deosebire de alle discipline predate în învăjămîntul mediu, pentru care este posibil su 
se aducă la cunoștința elevilor în mod elementar realizările imporianie ale științei şi culturii contem 
porane, înire matematica predată în şcoala medie şi malemalica modernă irebuie să eziste tn mo? 
fatal o mare dislanță, datorită caracierului deductiv al cercetării matematice și mulțimii de nopuu. 
și relații noi pe care ea o implică. 

Dacă învățămîntul oficial nu poate să se abală de la aceasiă regulă, el fiind obligat să înceup" 
de la aritmelică, algebră și geometrie, inergînd pină la un anumiti nivel, în schimb Societatea de ști- 
infe matematice și fizice din R.P.R. — care are o libertate mai mare de acțiune — este în măsură, 
prin diversele ei publicații, prin conferințele pe care le programează elc., să aducă nor puncte de 
contact inire matematica contemporană și malemalica elementară, fiind astfel de un r ul folos nu 
numai elevilor bine înzestrați pentru studiile ştiinţifice, dar şi profesorilor lor. Un pas înaint. in 
această direcție îl face Societatea prin publicarea tratatului „Probleme neelemeniare tratate elemen 
tar" de A. M. Iaglom și I. M. Iaglom. 

În aceuslă carte elevii găsesc probleme de calculul probabilităților, geometrie proiectivă, topo 
logie, calculul integral, teoria numerelor — discipline ştiinţifice predate în învățămintul superior — 
pe care le pot rezolva cu ajutorul matematicilor elementare, învățate în şcoala medie. 

Esie desigur inulil să mai atrag alenția asupra utilității rezolvării problemelor despre ca e 
s-a scris alit de muli în metodica predării învățămîntului matematic. S-ar mai putea încă adău a 
a observație specifică cărții de față. Problemele de calculul probabilităților, geometrie pro ecliv *, 
topologie, calculul integral, teoria numerelor, din această culegere, sini înir-adevăr rezolpate p in 
metode elementare. Elevul care s-a sirăduit să le rezolve va observa însă repede că numai prin aceste 
metode nu va fi în stare să generalizeze problemele, să facă noi reflexii și să găsească noi rezultate 
legale de ele. De pe băncile şcolii el capătă astfel convingerea că trebuie să-și însușească netntt -ict 
metodele de lucru ale matematicilor superioare pentru a putea rezolva probleme importante, al că: or 
conținul îl înțelege foarte bine. 

Problemele din această culegere stni foarte frumoase. Ele stni atractive nu numai pentru elevi, 
dar și pentru matematicieni versaţi, care vor fi în măsură să aprecieze totodată și grija autorilo : 
de a propune probleme care siau la baza unor teorii imporiante. 


Utilitatea folosirii acestei lucrări este altt de mare, încii recomandarea studierii capiloletor 
ei în seminarii organizale de către filialele Societăţii aproape că vine de la sine. 
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Cei doi autori, binecunoscuţi în cercurile noastre de specialitate peniru creația lor ştiinţifică, 
pol fi încredințați că această lucrare născută din dragostea pentru cultura ştiinţifică a tineretului 
va fi mult folosită și apreciată de cadrele didactice din țara noastră, 


Prof. GH. MIHOC 


Membru corespondent al Academiel 
R.P.R. 


DIN PREFAŢĂ LA EDIȚIA RUSĂ 


Așa cum a fost concepută inițial, această carte urma să constituie o continuare a culegerii 
„Probleme alese și teoreme de matematică elementară“, formată din primele numere ale „Biblio- 
tecii cercului de matematică“. În cursul elaborării s-a constatat insă că noua carle se deosebeşte 
mult 'de cele dinaintea ei şi că denumirea anterioară nu i s-ar mai potrivi. 

Deosebirea esenţială dintre această carte și primele numere ale „Bibliotecii“ constă în tema- 
tica problemelor. În timp ce în primele numere temele problemelor erau luate de regulă din domenii 
elementare ale matematicii, studiate la școala medie (aritmetica, algebra, geometria), în cartea 
de față o mare parte dintre probleme se referă de fapt la discipline matematice studiate numai in 
învățămintul superior şi anume la calculul probabilităților, geometrie proiectivă, topologie, cal- 
culul integral, teoria numerelor. Ar fi cam forțat să denumim toate aceste probleme „probleme și 
teoreme de matematică elementară“. Pe de altă parle, nici una dintre problemele culese aici nu cere 
pentru rezolvare cunoștințe care ies din cadrul cursului mediu de matematici (in afară de unele 
scurte explicații date in diferite locuri înaintea enunțurilor problemelor corespunzătoare). Atit ca 
formulare cit și ca melode de rezolvare, toate aceste probleme sint complet elementare, Cu alte cu- 
vinte, majoritatea problemelor adunate aici se referă la chestiuni elementare ale matematicii su- 
perioare („neelementare“ ) — și tocmai acest fapt il are în vedere titlul cărții. 

Scopul principal al cărții de faţă este de a-l face pe cititor să cunoască o serie de noi fapte, 
idei și metode matematice; forma culegerii de probleme a fost aleasă astfel ca prin intreg materialul 
tratat să fie stimulală munca aclivă creatoare. 

Înainte de a citi cartea, trebuie ca fiecare să cerceteze „Indicaţiile pentru folosirea cărţii“ 
(p. 7). Cartea este destinată elevilor iubitori de matematici din clasele superioare și studenților 
din *primii ani ai facultăților, profesorilor de matematică și, în general, tuturor celor pe care-i 
pasionează această ştiinţă; carlea poate fi utilizată în activitatea cercurilor de matematică 
ale elevilor și ale studenților. 

Prin scopul urmării, cele două părți ale cărții formează o unitate şi sint destinate aceluiași 
cilitor ; însă ele diferă mult prin caracterul lor. Partea intii „Probleme de analiză combinatorie 
şi de teoria probabilităților“ conține o sută de probleme care, deşi foarte diferite ca formulare şi 
ca melode de rezolvare, se aseamănă prin modul general de a pune problema. Toate aceste proble- 
me se referă la un domeniu al matematicii destul de restrins și anume la analiza combinatorie, care 
în cursul mediu este puțin studiat. Problemele din prima parte nu sint, de regulă, prea complicate 
şi sint destul de apropiate de problemele şcolare, cu excepția ultimului ciclu „Probleme de teoria 
probabilităților“ care conţine o serie de probleme destul de grele. 

Dimpolrivă, partea a doua „Probleme din diferile domenii ale matemalicii“ are un conținut 
foarte varial. Problemele cuprinse aici sint luale din diferite domenii ale matematicii, mai adesea 
din cea superioară — titlul cărții referindu-se, în primul rind, tocmai la această parte. În scur- 
tele introduceri la unele cicluri sint date indicaţii privind disciplinele matematice cărora le aparțin 
problemele considerate, precum și bibliografia suplimentară, necesară unei cunoașteri mai amă- 
nunțile a acestor discipline. În majoritatea cazurilor, aceste cicluri de probleme nu au legălură 
între ele. i 

Unele probleme sint consacrate teoremelor clasice care joacă un rol important în ştiinţa ac- 
tuală; alte probleme sint luate din importante reviste matematice, uneori din numere foarte recente. 
Unele dintre problemele date în carte au fost propuse la lucrările cercului de matematică al elevilor 
de pe lingă Universitatea de Stat din Moscova şi la olimpiadele elevilor din Moscova. 
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Prima parte a cărții a fost elaborată în mare de A. M. Iagicm, iar pariea a doua de cei 
doi autori impreună ; redactarea definitivă a întregii cărți a fost făcută de ambii autori. Unele pro- 
bleme au fost comunicate autorilor de către V. G. Bolleanski, E. B. Dinkin, M. I. Graev, S. L. 
Kamenomostskaia, N. I. Korobov, I. A. Smorodinski, V. A. Uspenski și N. N. Cenjov; acesta 
din urmă precum și G. M. Adelson-Velski și M. M. Bongard, au coniribuil de asemenea și la 
rezolvarea unora dinire probleme. O serie de observaļii, care au contribuit la imbunătăjirea cărții 
au fost aduse de A. Z. Rivkin. Autorii sint sincer recunoscători tuturor celor care i-au ajutai sub 
orice formă la elaborarea cărții. 


A. M. IAGLOM 
I. M. IAGLOM 


PREFAŢĂ LA EDIȚIA A DOUA ÎN LIMBA ROMÂNĂ 


Această carle a apărut în limba rusă în 1954; în anii 1961— 1963 a apărut traducerea ei 
în limba japoneză, iar în 1964— 1967, ediţia în limba engleză (Holden Day, San Francisco, S.U.A.). 
Ediţia întîi a acestei lucrări a apărut in Editura tehnică în 1962; ediția a doua diferă de prima 
numai prin modificări neesenţiale. 

Au trecut aproape 30 de ani de la apariția acestei lucrări în limba rusă. În acest răstimp 
s-au schimbat multe atit în matematica însăși, cît și în metodologia de predare a acesteia în învă- 
țămini. Astăzi, cum ni se pare, făcind abstracție de programa analitică a matematicii, peniru liceu, 
neulilizarea metodelor analizei diferenţiale și integrale la rezolvarea problemelor incluse în cartea 
noastră a căpătat valențe noi, deoarece în rezolvarea problemelor, în general, au fost întrebuințate 
metode finite, prin care se caracterizează matematica aplicală modernă. S-a intimplat asifel că 
lucrarea noasiră nu numai că nu s-a învechit, dar, într-un sens, a devenit mai actuală. Într-adevăr, 
prima parte a cărții este consacrată combinatoricii și teoriei probabilităților. Or matematica fi- 
nită, care nu este legală de funcții continue și treceri la limită, și, in particular, combinatorică, 
are în ultimele decenii o perioadă de inflorire fără precedent, cu posibilități nebănuit de mari în 
aplicaţii practice. A crescut și valoarea aplicativă a teoriei probabilităților, ceea ce ne permile a 
sublinia importanța rezultatelor acesteia în practică. 

Majoritatea temelor abordate în partea a doua a cărții par acum mai profunde şi mai puțin 
exotice. Astfel, problemele 101— 112 sint strins legale de matematica discretă modernă. De exemplu 
problemele 101— 103 se referă la geomeiria finită, care din matematica distractivă s-a transformat 
în ultima vreme într-o știință cu aplicații practice de interes major. Ciclul 4 este consacrat topo- 
logiei, a. cărei dezvoltare în ultimele decenii a fost în aşa fel, incit acum se spune că topologia a ieșit 
pe primul loc în întrecerea şliințifică cu „sora sa mai mare“ — geometria. Ciclul 6 se 
află la intersecția a două direcții actuale : teoria figurilor convexe (în particular, poligoane şi poli- 
edre convexe) și teoria optimizării. La cea din urmă se referă problemele din ciclul 10. Ciclurile 
7 și 6 sint dedicate matematicii finite, iar problema 126 este dintre cele caracteristice matematicii 
moderne aplicate. Actualitatea ciclului 9 a crescut prin aplicații ale sistemelor de numerație ne- 
zecimale în calculatoare electronice moderne etc. 

În bibliografie am trecut și unele lucrări apărute recent; trimiterile la bibliografie vor permite 
cititorului să adincească cunoșiințe în anumite domenii. 


moscova, octombrie 1981 
A. M. IAGLOM 


I. M. IAGLOM 
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INDICAȚII PENTRU FOLOSIREA CĂRȚII 


Cartea este alcătuită din enunțurile problemelor, rezolvări, răspunsuri și indicaţii. Penti u 
majoritatea problemelor, sfătuim pe cititor să încerce să găsească singur soluţiile. După ce a 
rezolvat problema, trebuie să se controleze uitindu-se la răspunsul corespunzător; dacă răs- 
punsurile nu coincid, trebuie să încerce să-şi găsească greşeala; dacă răspunsurile coincid, este 
util să compare rezolvarea găsită cu cea dată în carte. Dacă cititorul nu izbutește să găsească 
singur soluția, trebuie să se uite la indicaţia de la sfirșitul cărții (sau la răspuns, care, de ase- 
menea, poate ajuta la găsirea soluţiei). Dacă nici aceasta nu este de nici un folos, trebuie 
să cerceteze rezolvarea. Trebuie să se țină seama de faptul că incercarea de a rezolva problema 
este folositoare chiar şi atunci cînd nu duce la un rezultat: aceasta permite să se pătrundă mai 
adînc în esența problemei şi să se urmărească mai conștient rezolvarea dată în carte. 

Totuşi modul de folosire a cărţii indicat aici nu poate fi recornandat în toate ca uril’. 
Cartea “tine multe probleme grele, notate după gradul de dificultate cu unul, două sau trei 
* asteriscuri. +-roblemele notate cu două și trei asteriscuri sint deseori rezultate remarcablie ob- 
ținute de mari matematicieni (v. de exemplu, problemele 132 sau 1€6); este firesc să ne tndoim 
că cititorul va reuşi să obţină aceste rezultate numai el singur. De aceea, în cazul probl melor 
foarte grele îl sfătuim să consulte de la început indicația dată la siirșitul cărţii; chiar și după 
aceasta, rezolvarea problemei, cum este și firesc, va prezenta dificultăți însemnate. 

Această carte (mai ales partea a doua) poate fi folosită mai mult decit o simplă culegere 
de probleme ; ea poate fi considerată şi ca o culegere de propoziţii matematice — în medie mult 
mai complicate deci! «ele din excelenta carte a lui H. Steinhaus „Caleidoscop matematice Bu- 
curești, Edilura tehnică, 1961. — prezen.ată sub formă de probleme şi însoţite de soluții amă- 
nunţite. Privind cartea sub acest aspect, rezolvările problemelor trebuie cercetate imediat 
după citirea enunţului. Unele părţi ale cărţii sînt scrise astfel tucit -ste mult mai bine ca ele 
să fie citite numai în acest fel (ciclurile 12— 14 ale părții a doua, problemele 51—62, 81 82 
ale. primei părţi și, în general, majoritatea problemelor notate cu trei asteriscuri ; într-o mua ură 
mai mică, acest lucru rămîne valabil pentru ciclurile 6B şi 6C ale primei părţi sau pentr ciclui 
10 al părții a doua). 

Problemele a căror rezolvare nu cere cunoștințe ce les din cadrul programei an, litice 
a învățămintului mediu au fost nuincrotate cu cursive. 

Prima parte a cărţii este mai simplă decit a doua; de aceea se recomandă ca citit rul 
elev să înceapă cu aceasta. Este firesc ca problemele din partea înitii să fie rezolvate în ocat. ea 
în care au fost introduse în carte, trecînd pe rind de la un ciclu la altul (pot fi lăsate de o p:rte 
acele cicluri care-l vor interesa mai puțin pe cititor): bineînţeles, nu este obligatoriu să se re- 
zolve toate problemele dintr-un anumit ciclu, înainte de a se trece la următorul. Ultimul cicl 
al primei părţi conține citeva probleme a căror rezolvare se bazează pe propoziţii ce fa.. biec- 
tul unor probleme din partea a doua; toate aceste probleme sint notate cu trel aster scuri 
şi în indicaţiile corespunzătoare sint date trimiteri la rezultatele folosite în rezolvarea lor. 1 rima 
parte a cărţii poate sta la baza activităţii cercurilor de matematică ale elevilor sau st: den- 
ților interesaţi de analiza combinatorie și aplicaţiile ei la calculul probabilităților. În ac astă 
activitate se poate dovedi utilă bibliografia indicată în carte. Poate fi recomandat următ: rul 
mod de lucru în cercuri: problemele mai ușoare vor fi rezolvate de fiecare partici; ant, 
iar cele mai grele vor fi considerale ca „teorie“: rezolvările lor vor îi studiate după -arte 
și vor fi expuse ìn şedinţele cercului. 

Partea a doua a cărții este alcătuită după alt plan. Ciclurile conţin aici, de obicei, mult 
mai puţine probleme (uneori numai una); deseori diferite cicluri sint complet indepeaa nte 
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unul de altul. De asemenea, în cadrul fiecărui ciclu problemele nu depind de obicel una de alta 
numai în ciclurile 10— 14 rezolvările problemelor se bazează deseori pe rezultatele problemelor 
precedente. Unele probleme din partea a doua (de exemplu, problemele 102— 103, 105— 107, 
109, 111— 112, 115— 116, 117, 118, 122, 123— 124, 128— 129, 130— 135, 142— 145) pot servi 
ca o bună temă pentru referate într-un cerc de matematică al studenţilor. Un conducător cu 
experienţă poate folosi acest material și în activitatea unui cerc de elevi. În activitatea cer- 
cului va fi utilă și bibliografia suplimentară indicată. 

Un loc important îl ocupă în carte ultimele trei cicluri de probleme din partea a doua. 
Acestea sint strins legate între ele: rezolvările cîtorva probleme din ciclul 12 se bazează pe re- 
zultatele problemelor din ciclul 13 (toate aceste probleme sint însemnate cu un asterisc); toate 
problemele din ciclul 13 se rezolvă prin metodele geometrice dezvoltate în ciclul 12; soluţiile 
problemelor din ciclul 14 se bazează adesea pe rezultatele problemelor din cele două cicluri 
precedente. Astfel ciclurile 12—14 formează o unitate. Ele conţin o materie teoretică vastă 
și importantă privind problemele cele mai grele din carte şi pot face obiectul activității unul 
cerc special de matematică. 


` PROBLEME 


PARTEA ÎNTÎI 


PROBLEME DE ANALIZĂ COMBINATORIE ȘI DE TEORIA 
PROBABILITĂȚILOR 


Problemele din această parte se aseamănă prin modul în care este formulată întrebarea 
aproape în toate se cere să se răspundă la întrebarea „cite?“, „cîţi?“ sau „în cite moduri?“ 
Astiel de probleme se numesc de obicei probleme de analiză combinatorie (pro- 
bleme în care se determină numărul diferitelor combinări), iar ramura matematicii care se 
ocupă de rezolvarea lor se numește analiză combinatorie. Cunoștinţe sumare de 
analiză combinatorie sint prevăzute în programa clasei a X-a a liceului (rezolvarea unor pro- 
bleme în care intervine numărul a diferite permutări, aranjamente și combinări); în cea mai 
mare parte a problemelor date aici acest material teoretic nu este presupus cunoscut (cu ex- 
cepția problemelor 5—7, 29, 48, 49, 55—60, 66— 71, 77— 80). 

În afară de problemele care încep cu cuvintele „cite“, „ciţi“ și „în cite moduri“, în cule- 
gerea de faţă se află de asemenea citeva probleme consacrate preprietăţilor coeficienţilor bi- 
nomiali C7, care dau numărul combinărilor de n elemente luate cîte m (problemele din ci- 
clul 5), precum şi o serie de probleme de teoria probabilităților (ciclul 6). Acestea din urmă 
nu au pretenţia de a da cititorului o imagine a obiectului și a metodelor teoriei probabilităților, 
care apare în cartea de faţă nu ca o disciplină matematică independentă, ci numai ca un dome- 
niu în care calculele din analiza combinatorie își găsesc o aplicaţie importantă. Din această cauză 
ciclul 6 conţine numai probleme a căror rezolvare nu cere metode teoretice speciale din calculul 
probabilităților. 

Pentru a nu mări prea mult volumul lucrării, a trebuit să renunțăm la includerea în această 
carte a problemelor care utilizează cea mai importantă metodă generală a analizei combina- 
torii, așa-numita „metodă a funcțiilor generatoare“. Observăm, de altfel, că primele probleme 
din ciclul 5 conduc pe cititor foarte aproape de ideea de bază a acestei metode ((22], [52], [36)). 
Aplicațiile metodei funcțiilor generatoare în calculul probabilităților sint puse din evidență 
în [7], [23]. Mai recomandăm [58], [59], [62], [35] s.a. 


1. PROBLEME INTRODUCTIVE 


1. Se dau patru puncte în spaţiu, necoplanare. Cite plane pot fi duse 
la egală distanță de toate aceste puncte? 


2. Se dau cinci puncte în spaţiu, care nu sint situate pe o aceeaşi sferă 


(în acelaşi plan). Cite sfere (plane) se află la egală distanță de aceste cinci 
puncte? 


Distanța de la punctul M la sfera $, de centru O se numește lungimea cel. nai 
mic dintre segmentele MA şi MB, unde A și B sint punctele de intersecţie a dreptei MO cv 
sfera 31.) 


3. Cite sfere pot fi tangente la planele tuturor feţelor unui tetraedru 
dat T? 

4. În cite moduri diferite pot fi vopsite cu șase culori date feţele unui 
cub (fiecare față trebuie să fie vopsită în întregime cu o singură culoare), 
dacă se consideră ca fiind diferite doar acele moduri de vopsire în care fețele 
de aceeași culoare nu pot fi suprapuse prin rotația cubului? 

5. În cite moduri diferite pot fi formate din 30 muncitori trei brigăzi 
a cite 10 oameni fiecare? 

6. În cîte moduri diferite pot fi alese şase prăjituri de același fel sau 
diferite într-o cofetărie, unde există 11 sorturi diferite de prăjituri? 

7. U comisie este tormată din 11 persoane. Documentele cu care lucrează 
comisia sint păstrate într-o casă de fier. Cite lacăte trebuie să aibă casa de fier 
şi cite chei trebuie să aibă fiecare membru al comisiei pentru ca accesul la docu- 
mente să fie posibil cînd se întrunește majoritatea membrilor și să nu fie 
posibil cînd nu se întrunesc decît mai puţin de jumătate din membrii comisiei ? 

3. Numerele de la 1 la 1 000 sînt scrise unul după altul pe un cerc. Se taie 
numerele din 15 în 15, incepind cu primul (adică numerele 1, 16, 31 etc.); 
la o nouă parcurgere a cercului sint luate în considerare şi numerele tăiate 
inainte. Se continuă operaţia pină ce se constată că toate numerele care ar 
urma să fie tăiate au fost întilnite şi tăiate mai înainte. Cite numere rămîn 
netăiate? 

9. Toate numerele de la 1 la 10 000 000 000 sint scrise unul după altul. 
Dintre aceste numere care sint mai multe: cele care conțin printre cifrele lor 
pe sau cele în care nu figurează cifra 1? 

10. Toate numerele de la 1 la 222 222 222 sînt scrise unul după altul. 
De cite ori apare cifra 0 în scrierea acestor numere? 


2. DESCOMPUNEREA NUMERELOR ÎN PRODUSE DE FACTORI 
ȘI ÎN SUME DE TERMENI 


În rezolvarea unora dintre problemele ce urmează se dovedesc a fi utile 
notațiile de mai Jos. 

Cu semnul [x] (se citește „partea întreagă a lui x“) se notează cel mai 
mare dintre numerele întregi care nu sînt mai mari decit z. De exemplu 


=]= 1, [10,85] = 10, [5] = 5, [—82]= — 9 ete. 


(menţionăm că se va folosi semnul [z] numai în aplicațiile referitoare la nu- 
mere pozitive x). 


D Se poate demonstra că cel mai mic dintre segmentele MA şi MB este cel mai scurt 
dintre toate segmentele care unesc punctul M cu toate puncteie posibile ale sferei $. 
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Cu semnul (z) (se citeşte „cel mai apropiat număr întreg de z“) se notează 
numărul întreg, care este cel mai apropiat de numărul z. De exemplu 


(54) =5, (873)=9, (6)=6, (—28)=—3ete. 

Este clar că (z) va fi egal cu [x] sau cu [x] + 1 după cum diferența x — [z] 
va fi mai mică sau mai mare decit o doime. În cazul z — [x] = 1/2, putem 
lua drept (z) şi [x] și [xz] + 1; în acest caz, convenim să con iderăm (z) = [z] 
(observăm, de altfel, că aici semnul (x) va fi folosit doar în cazurile în care 
x — [x] # 1/2, astfel că nu vor apărea nedumeriri în ceea ce priveşte consi- 
derarea lui (x) egal cu [x] sau cu [z] + 1). 

În toate problemele următoare, în al căror enunţ intervine numărul n, 
acest număr va fi considerat ca un număr întreg pozitiv. 

11. a) Cite dintre numerele întregi, mai mici decit 1 000, nu sint divizibile 
nici cu 5, nici cu 7? 

b) Cite dintre aceste numere întregi nu sint divizibile nici cu 3, nici cu 5, 
nici cu 7? 


12*. Cite dintre numerele întregi, mai mici decit 56 700 000, sint prime 
cu acest număr? 


13. Cite dintre numerele întregi pozitive z, mai mici decit 10 000, sint 
astfel încît diferenţa 2x — z? nu se divide cu 7? 


14. Cite perechi diferite de numere întregi x, y, cuprinse între 1 şi 1 000, 
sînt astfel încît, z? + y? se divide cu 49? 


15*. În cîte moduri poate fi descompuns un milion în produse de trei 
factori? Descompunerile care diferă numai prin ordinea factorilor se consideră 
ca fiind identice. 


16*. Ciţi divizori diferiţi are numărul 86 400 000 (inclusiv 1 şi numărul 
86 400 000)» Să se determine suma tuturor acestor divizori. 


17. Cite perechi diferite de numere întregi A, B sint astfel încit cel mai 
mic multiplu comun al lor este egal cu 59 400 000? 


18. Să se determine coeficienţii lui x!” şi al lui z18 după desfacerea paran- 
tezei şi reducerea termenilor asemenea în expresia 


(1 + z? + 279%, 

19. În cite moduri se pot schimba 20 copeici în monede de 5 copeici, 
2 copeici şi 1 copeică? 

20. În cîte moduri se pot obţine n copeici din monede în valoare de 4 
copeică şi 2 copeici? 

21**. În cîte moduri se pot obține n copeici din monede: 

a) în valoare de 1 copeică, 2 copeici și 3 copeici? 

b) în valoare de 1 copeică, 2 copeici şi 5 copeici? 
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22**. În cîte moduri poate fi obținută o rublă din monede în valoare 
de 1, 2, 5, 10, 20 şi 50 copeici? 


23. În cîte moduri poate îi reprezentat numărul n sub forma unei sume 
de două numere întregi pozitive, dacă reprezentările care diferă doar prin 
ordinea termenilor sint considerate identice? 


24. Cite soluţii în numere întregi are inegalitatea 
Iz] + yl < 1002 
Se va considera că pentru x # y soluțiile z, y și y, x sint diferite. 


25. În cite moduri poate fi reprezentat numărul n sub forma unei sume 
de trei numere întregi pozitive, dacă reprezentările care diferă prin ordinea 
termenilor sint considerate ca fiind diferite ? 


26**. În cîte moduri poate fi reprezentat numărul z sub forma unei sume 
de trei numere întregi pozitive, dacă reprezentările care diferă numai prin 
ordinea termenilor sînt considerate identice? 

27*. Se consideră ecuaţia 

z+y-+z=n, 
care verifică inegalitățile 
zZSy+z, ysz+z, zsz+g. 
Cite soluţii în numere întregi pozitive admite această ecuaţie? 

28**. Cite triunghiuri diferite, de perimetru n, au laturile de lungimi 
ce pot fi exprimate prin numere întregi? 

29*. a) Cite soluţii diferite în numere întregi pozitive admite ecuaţia 


Ti + Ta + 23 +.. FH Ep = n? 
b) Cite soluții în numere întregi nenegative are ecuația 


Tı F T2 + Ta +... F Im = n? 


Observație. Un caz particular al problemei 29, a) (care corespunde la m = 3) este 
problema 25. 


În încheierea acestei serii de probleme se vor da citeva teoreme generale 
referitoare la descoinpunerea numerelor în sume de termeni. Primele trei se 
datoresc marelui matematician elveţian al;secolului al XVIII-lea Leonhardt 
Euler (1707—1783), care a obţinut multe rezultate importante în cele mai 
diferite domenii ale matematicii ”. Euler își demonstrează teoremele [22] 
printr-o metodă generală foarte interesantă (metoda funcțiilor generatoare); 
aceste demonstraţii diferă de demonstrațiile mult mai elementare, date în car- 
tea de faţă ca rezolvări ale problemelor 30 şi 31. 


1) Unele dintre rezultatele lui Euler sint conţinute în problemele 51, b), 143, 162. 
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În problemele 30 și 31 reprezentările unui număr sub forma unor sume 
de termeni, diferite numai prin ordinea termenilor, sint considerate identice. 


30*. a) Să se demonstreze că numărul reprezentărilor numărului n sub 
forma unor sume de m numere întregi pozitive egale sau diferite este egal 
cu numărul reprezentărilor numărului n — m sub forma unor sume de termeni 
care iau valorile 1, 2,..., m. 

Astfel, numărul 8 poate fi reprezentat sub forma unor sume de trei ter- 
meni în următoarele cinci moduri: 


1+1+6, 1+2+5, 14+3+4, 
2+2+4, 2+3+3. 


Există, de asemenea, cinci reprezentări ale numărului 5 = 8 — 3 sub 
forma unor sume de termeni, care iau valorile 1, 2, 3 şi anume 


1+1+1+1+1, 1+1+1+} 
14+1+3, 1+2+2, 2423. 


b) Să se demonstreze că numărul reprezentărilor numărului n sub forma 
unor sume de m numere întregi pozitive diferite este egal cu numărul repre- 
zentărilor numărului 


m(m + 1) 
' 2 
sub forma unor sume de termeni care iau valorile 1, 2, ..., m. 


Astfel, numărul 10 poate fi reprezentat sub forma unor sume de trei ter- 
meni diferiți în următoarele patru moduri: 


1424+47, 1+3+6, 1+4+5, 2+3+5. 
Există de asemenea, exact patru reprezentări ale numărului. 
4 = 10 — 2a 
2 


sub forma unor sume de termeni care iau valorile 1, 2 şi 3: 


1+1+4+14+141, 1+1+2, 1+3; 2+2. 


Din problemele-teoreme 30, a) și b) rezultă că numărul reprezentărilor numărului n sub 
forma unor sume de m termeni egali sau diferiți este egal cu numărul reprezentărilor lut 


PTR. (m— 1) 


numărul reprezentărilor lui n— m sub forma unor sume de termeni care iau valorile 1, 2, ..., m). 


sub forma unor sume de m termeni diferiți (ambele aceste numere sint egale cu 


31*. a) Să se demonstreze că numărul reprezentărilor numărului n sub 
forma unor sume de numere întregi pozitive diferite este egal cu numărul 
reprezentărilor aceluiași număr sub forma unor sume de numere întregi pozi- 
tive impare, egale sau diferite. 
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Astfel, numărul 6 poate fi reprezentat în patru moduri, sub forma unor 
sume de termeni neegali: 


6, 1+5, 2+4, 1+2+3. 


În tot atitea moduri poate îi reprezentat numărul 6 sub forma unor sume 
de termeni impari, egali sau diferiți: 


1+5, 3+3, 1 +1+1+3, 1+14+141+1+1+4+4. 


b) Să se demonstreze că numărul reprezentărilor numărului n sub forma 
unor sume de numere intregi, pozitive, dintre care nici unul nu se repetă 
mai des decit de k — 1 ori, este egal cu numărul reprezentărilor aceluiași 
număr sub forma unor sume de termeni dintre care nici unul nu se divide 
cu &. 

Astfel, numărul 6 poate fi reprezentat în şapte moduri diferite sub forma 
unor sume de termeni, dintre care nici unul nu se repetă mai mult decit de 
două ori: 


6, 3+3, 442, 5+1, 3+2—1, 
2+241=+1, 4+1+41. 


În tot atitea moduri poate fi reprezentat numărul 6 sub forma unor sume 
de termeni primi cu 3: i 


5+4, 4+2, 4+1+1, 2+2+2, 242+1+1, 
Doze d di ate 1+14+14+1+i+41. 


Se vor mai da, fără demonstraţie, următoarele : ‘opoziții, analoage problemelor-teoreme 
81, a) și b) (dintre care, evident, prima este un caz par :ular al celei de-a doua). 

Numărul reprezentărilor numărului n sub forma unor sume de numere întregi pozitive, in 
sare fiecare număr a nu se repelă mai des decit a — 1 ori (respectiv nu mai des decit de a¥-1 — 1 
ori), este egal cu numărul reprezentărilcr aceluiași număr sub forma unor sume de termeni, dintre 
sare nici unul nu este pălrai perfect (respectiv o putere de exponent k) al unui număr întreg. 

Astfel există opt reprezentări ale numărului 10 sub forma unor sume de termeni în care 
1 nu apare deloc, 2 apare nu mai des decit o dată, 3 nu mai des decit de irei ori etc.: 


10, 8+2, 7+3, 6+4, 
5+5, 5+3+2, 4+4+2, 4434+43. 
și există tot atitea reprezentări ale aceluiași număr sub forma unor sume de termeni printre 
care nu figurează 1 și 4 (acestea sint pătrate): 
10, 8+2, 7+3, 6+2+2,5+5, 


3+3+2, 34834272, 24242422, 


3. PROBLEME DE ANALIZĂ COMBINATORIE PE O TABLĂ DE ŞAH 


Problemele din ciclul de față se referă la diferitele configurații ale figu- 
rilor pe o tablă de şah. Cu acest prilej, pe lingă tabla de şah obișnuită for- 
mată din 8 rînduri orizontale de pătrate („orizontalele“ tablei) şi din 8 rînduri 
verticale (.„verticalele“), adică pe lingă tablele care conțin 64 pătrate („pătra- 
tele“ tablei) vom mai considera și tabla de șah cu n? pătrate conţinind n 
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orizontale și n verticale. Pen- 
tru înțelegerea acestor proble- 
me trebuie să se ştie că: 


a) turnul ţine sub ame- i e A HA 
. $ l A KA 4 d MA fA 
ieare toate paratei bi ee | IA, 
a K „P aceeaşi ă i A VA | j OZAZE 
cu el*; A p Hz Z A A 

b) nebunul ţine sub ame- A YA Y 7 A A | 
nințare toate pătratele tablei 
aflate pe aceeaşi diagonală 
cu el”; 

c) regina ține sub amenințare toate pătratele tablei aflate pe aceeași ori- 
zontală, pe aceeaşi verticală sau pe aceeași diagonală cu ea 1; 

d) regele ţine sub ameninţare pătratele tablei învecinate cu pătratul pe 
care stă (v. fig. 1, a, unde sint notate cu cruciulițe toate pătratele pe care le 
ţine sub amenințare regele, acesta stind pe pătratul notat printr-un cerc); 

e) calul ține sub ameninţare pătratele tablei aflate la intersecţia dintre 
orizontala, al cărei număr diferă cu 1 sau cu 2 de numărul orizontalei ocupate 
de el, şi verticala al cărei număr diferă cu 2 sau 1 de numărul verticalei ocu- 
pate de cal (v. fig. 1, b, unde sint notate cu cruciulițe toate pătratele pe care 
le ţine sub ameninţare calul aflat pe pătratul notat cu un cerc). 

Pentru înțelegerea și rezolverea acestor probleme nu este necesar nimic 
altceva referitor la jocul de șah (nici măcar cunoaşterea jocului). 


32. a) Care este cel mai mare număr de turnuri care pot fi aşezate pe 
o tablă de ei cu n? pătrate, astfel ca să nu existe două turnuri care să se 
amenințe? În cite moduri diferite se poate obține o astfel de așezare? 

b) Care este cel mai mic număr de turnuri care pot fi așezate pe o tablă 
de șah cu n? pătrate, astfel ca ele să ţină sub amenințare toate pătratele 
tablei? În cite moduri diferite se poate obţine această condiţie? 


33. a) Care este numărul maxim de nebuni care pot fi așezați pe o tablă 
de șah obişnuită (cu 64 pătrate), astfel încît nici o pereche de nebuni să nu 
se amenințe? Să se rezolve aceeaşi problemă pentru o tablă de șah cu n? 

ătrate. 
i b) Care este cel mai mie număr de nebuni care pot fi aşezaţi pe o tablă 
de şah cu 64 pătrate, astfel încît ei să țină sub ameninţare toate pătratele 
tablei? Să se rezolve aceeași problemă pentru tabla de șah cu n? pătrate. 


34. Să se demonstreze că pentru n par sint pătrate perfecte: 
a) numărul configurațiilor diferite pe o tablă de șah cu n? pătrate, for- 
mate cu cel mai mare număr posibil de nebuni care nu se ameninţă; 


Fig. 1. 


DÐ Se consideră că, printre pătratele pe care le ține sub ameninţare turnul, nebunul saa 
regina se află şi pătratul ocupat de figura respectivă. În literatura șahistă se convine ca pă- 
tratul ocupat de o figură să nu fie considerat printre cele care se află sub ameninţare. Într-o 
astfel de accepţiune, în enunţurile problemelor 32, b), 33, b), 34, b) și 38 expresia „toate pă- 
tratele tablei“ ar îi urmat să fie inlocuită cu „toate pătratele tablei neocupate de figuri“ (com- 
pară cu enunţul problemei 38). 


]% 


b) numărul configuraţiilor diferite pe o tablă de șah cu n? pătrate, for- 
mate cu cel mai mic număr posibil de nebuni care ţin sub amenințare toate 
pătratele tablei. 


35*. a) Să se demonstreze <ã, dacă pe o tablă de șah cu n? pătrate se 
aşază cel mai mare număr posibil de nebuni în așa fel ca să nu existe doi 
nebuni care să se amenințe, atunci toţi nebunii în mod obligatoriu sînt situaţi 
pe pătratele marginale ale tablei. l 

b)** Să se determine numărul configurațiilor diferite pe o tablă de şah 
cu n? pătrate formate cu numărul maxim posibil de nebuni, care nu se ame- 
ninţă. i 

36*. a) Să se determine numărul configurațiilor diferite formate cu ne- 
buni pe o tablă de şah cu 64 pătrate, astfel încit aceşti nebuni să țină sub 
amenințare toate pătratele tablei, iar numărul lor să fie cît mai mic posibil. 

b) Aceeași problemă pentru o tablă de şah cu 100 pătrate. 

c) Aceeaşi problemă pentru o tablă de şah cu 81 pătrate. 

d) Aceeaşi problemă pentru o tablă de şah cu n? pătrate. 


37. a) Care este numărul maxim de regi care pot fi aşezaţi pe o tablă 
de șah cu 64 pătrate, astfel încit să nu se amenințe doi cite doi? 


b) Aceeași problemă pentru o tablă de şah cu n? pătrate. 


38. a) Care este cel mai mic număr de regi care pot fi aşezaţi pe o tablă 
de şah cu 64 pătrate, astfel încit să ţină sub ameninţare toate pătratele tablei 
neocupate de figuri? 


b) Aceeași problemă pentru o tablă de şah cu n? pătrate. 


39. a) Care este cel mai mare număr de regine care pot fi aşezate pe 
o tablă de şah cu 64 pătrate, astfel încît să nu se amenințe? 


b)*** Aceeaşi problemă pentru o tablă de șah cu n? pătrate. 


40. a) Care este numărul maxim de cai care pot fi așezați pe o tablă 
de șah cu 64 pătrate, astfel încit să nu se amenințe? 

h)** Să se determine numărul contiguraţiilor diferite formate cu numărul 
maxim posibil de cai astfel ca să nu se amenințe. 


Alte probleme de analiză combinatorie, legate de poziţia figurilor pe tabla de șah, pot 
fi găsite în [8], [29] ş.a. 


4. PROBLEME DE ANALIZĂ COMBINATORIE ÎN GEOMETRIE 


41. a) Două virfuri ale unui triunghi sînt unite prin drepte cu cîte n 
puncte situate pe latura opusă fiecăruia. În cîte părți este împărţit triu nghiul 
prin aceste drepte? 

b) Cele trei virturi ale unui triunghi sînt unite prin drepte cu cite n 
puncte situate pe laturile opuse fiecăruia. În cite părți este împărțit triunghiul 
de aceste drepte, dacă nici un grup de trei dintre ele nu sînt concurente? 
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42*. Care este numărul maxim de 
părţi în care poate fi împărţit planul prin: 
a) n drepte? b) n cercuri? 


43**, Care este numărul maxim de 
părţi în care poate fi împărțit spaţiu prin: 
a) n plane? b) n sfere? a b 


44*. În cite puncte se intersectează Fig. 2 
diagonalele unui poligon convex cu n 
laturi, dacă nici un grup de trei dintre ele nu sînt concurente? 


45*. În cite părți este împărţit un poligon convex cu n laturi prin dia- 
gonalele sale, dacă nici un grup de trei dintre ele nu sint concurente? 


46. a) Cite dreptunghiuri diferite ca mărime. sau ca poziție, formate 
dintr-un număr întreg de pătrate, pot fi trasate pe o tablă de șah cu 64 pătrate? 


b) Aceeași problemă pentru o tablă de șah cu n2 pătrate. 


47. a) Cite pătrate diferite ca mărime sau ca poziţie, formate dintr-un 
număr întreg de pătrate, pot fi trasate pe o tablă de şah cu 64 pătrate? 


b) Aceeaşi problemă pentru o tablă de șah cu n? pătrate. 


48*. Nici un grup de trei dintre diagonalele unui poligon convex cu n 
laturi nu sînt concurente. Cite triunghiuri diferite ca mărime sau ca poziţie 
pot fi trasate astfel ca toate laturile lor să fie situate pe laturile sau pe dia- 
gonalele acestui poligon? 


49**. Problema lui Cayley!). Cite poligoane convexe cu k 
laturi există, astfel înctt virfurile lor să coincidă cu virfurile unui poligon 
convex cu n laturi dat, iar toate laturile lor să fie diagonale ale acestuia? 


50. Un poligon convex cu n laturi poate îi împărțit în triunghiuri în mai 
multe moduri diferite cu ajutorul diagonalelor care nu se intersectează în inte- 
riorul poligonului (v. fig. 2, unde sînt indicate două moduri posibile de tmpăr- 
tire a octogonului). 

a) Să se demonstreze că numărul triunghiurilor obţinute printr-o astfel 
de împărţire nu depinde de modul de împărţire și să se determine acest număr. 

b) Să se demonstreze că numărul diagonalelor care fac parte dintr-o 
astiel de diviziune nu depinde de modul de împărţire și să se determine acest 
număr. 


51*. a) În cîte moduri diferite poate fi împărţit octogonul convex în tri- 


unghiuri, prin diagonalele care nu se intersectează în interiorul octogonului ? 
b)*** Problema lui Euler. În cîte moduri poate fi împărţit 
poligonul convex cu n laturi în triunghiuri, prin diagonalele care nu se inter- 
sectează în interiorul poligonului? 
1) Arthur Cayley (1821—1895) — cunoscut matematician englez. 
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52*. a) Pe un cerc sint însemnate 


20 puncte. În cîte moduri diferite pot 

fi unite aceste puncte două cite două, prin 

zece coarde care nu se intersectează în in- 
a b 


teriorul cercului? 


b)*** Pe un cerc sint însemnate 2n 
Fig. 3 puncte. În cîte moduri diferite pot fi unite 


aceste puncte două cite două, prin n coarde 
care nu se intersectează în interiorul cercului ? 


Problemele 51, b) și 52,.b) vor fi repetate mai departe în alte ordine de idei [v. problema 
82, a)]. Acolo vor fi date citeva probleme înrudite (problemele 82, b) şi c); rezultate mai gene- 
rale v. în observaţia de la sfirșitul soluţiei problemei 82, c). 


53. a) Un cerc este împărţit în p sectoare egale, unde p este un număr 
prim. În cite moduri diferite pot fi vopsite aceste p sectoare în n culori, 
dacă este permisă vopsirea mai multor sectoare (sau chiar a tuturor) cu 
o aceeași culoare și dacă două astfel de moduri de vopsire se consideră dife- 
rite doar atunci cind nu se pot suprapune prin rotirea cercului? 

b) Să se utilizeze rezultatul problemei a) pentru demonstrarea urmă- 
toarei teoreme a lui Fermat: dacă p este un număr prim, atunci 


n? — n, pentru orice n, se divide cu p. 
Alte demonstraţii ale teoremei lui Fermat vezi, de exemplu, in (53], (56), [17]. 


54*. a) Un cerc este împărțit în p părţi efale prin punctele Aa, Az, ... Ap, 
p fiind un număr prim impar. Cite poligoane stelate diferite cu p laturi au 
viriurile în aceste puncte, dacă se consideră ca fiind diferite doar acele poli- 
goane care nu pot fi suprapuse prin rotația cercului? (Se numește poligon 
stelat poligonul ale cărui laturi nevecine se intersectează; v. de exemplu, 
poligoanele reprezentate în fig. 3.) 


b) Să se utilizeze rezultatul problemei a) pentru demonstrarea următoarei 


teoreme a lui Wilson”: dacă p este un număr prim, atunci 
(p— 1)1+1 se divide cu p. 


5. PROBLEME REFERITOARE LA COEFICIENȚII BINOMIALI 


Problemele următoare vor fi consacrate unor proprietăţi ale numerelor 
E n! . * 
”  ki(n—k)i ( 


În cursul de algebră se demonstrează că aceste numere sint coeficienţii 
dezvoltării 


(1 + x)” = C} + Clr + Cir? 4... + Caz 


Ð Pierre Fermat (1601—1665)— mare matematician francez, unul din creatorii 
geometriei analitice; s-a ocupat mult de teoria numerelor. 


2 John Wilson (1741— 1793) — matematician englez. 
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(teorema binomului lui Newton). În legătură cu aceasta, numerele CE se nu- 
mesce coeficienţi binomiali. Folosind teorema binomului lui 
Newton, se pot demonstra o serie de relaţii între coeficienţii C%; demonstrarea 
directă a acestor relații cu ajutorul formulei (*) deseori se dovedește a fi mult 
mai complicată decît demonstrarea lor cu ajutorul binomului lui Newton. 


55. Să se aplice teorema binomului lui Newton la determinarea valorii 
următoarelor sume: 


a) CO CIC +...+ Ca, NOOO a (— ce, 

b) Ch— Ci t+ Ci. g) Ch + Cha + Che t e + Chem 
(= IC, h) CRC a Coast (= 105, 

e) C? +204 ci Tori i) Ch + 20h + 4Co ue 2001, 

4 Í) (C8 + (Ca + (CE + -+ (Ca, 
ogi k) (C9? — (CH? + (C3)? — 

d) C} + 202 + 3C3 +... + nC”, s + (> 1)” (C), 

e) C} — 2C? + 303 — 1) CAR + CRCR? + CRCR H... 
-+ (— Da nC}, + CECH, 


Unele dintre sumele cuprinse in această problemă vor mai fi întilnite cu alte prilejuri, 
uneori sub o formă mult mai generală. Astfel, suma de la 1) va fi calculată altfel în soluțiile 
problemelor 58, a), 59, c) și 70, b). Rezultatul de la e) va fi generalizat în soluția problemei 
79, c). Suma de la i) va fi determinată astfel în soluția problemei 71, b). 


56. Să se aplice teorema binomului lui Newton la determinarea valorilor 
următoarelor sume (punctele de la sfirşitul acestor sume înseamnă că suma 
se prelungește atita timp cit termenii ei nu-și pierd sensul, adică atîta timp 
cît indicele superior nu devine mai mare decit cel inferior): 


a) Ch + Cat Car Car. f) C3 + C3 + ON CB... 
Pfa Gif Ga paie EEE OPO E p 


c) Ca + Cite. 
d) CL + CSH CH CBH m 
e) COLI CRI CU, it CEH OSHC ACH. 


h)* Ch + Cit Cah tHE Hon 


57. Teorema binomului factorial. Se va introduce notația 
a(a — h) (a — 2h) ... [a — (n — 1) h] = a”™”, 
astfel, în particular, a?! = a”, a!" = a. Să se demonstreze că are loc egalitatea 
(a + b)” = a” + Cia” t> b p Căan-2hp2h a be, 
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A 


VAS 


Fig. 4 Fig. 5 


Teorema exprimată de această ultimă egalitate se numeşte teorema 
binomului factorial. Este clar că ea conţine drept caz particular 
(pentru h = 0) teorema obişnuită a binomului lui Newton. 


58. Să se utilizeze teorema binomului factorial la calculul valorilor urmă- 
doarelor sume: 


a) CCS + CCHI + CECR +. + CACI; 
b) CUCS — Cali + Cali — „me H (— 1) Cha CS. 


Uneori pentru stabilirea relaţiilor dintre coeficienții binomiali este util să se țină seama 
de faptul că CE este egal cu numărul combinărilor de n elemente luate cite k. Pentru a ilustra 
aceste procedee, este comod să fie folosită următoarea schemă geometrică. Presupunind că 
ne aflăm într-un oraș ale cărui străzi sint dispuse după două direcţii perpendiculare (v. fig. 4, 
unde toate străzile orașului considerat sint reprezentate prin drepte orizontale și verticale), 
se vor numerota străzile paralele cu 0, 1, 2, 3 etc., iar intersecțiile prin două „coordonate“ 
(m, n), unde m este numărul străzii „verticale“, care trece prin această intersecţie, iar n este 
numărul străzii „orizontale“ (în fig. 4 intersecțiile sint însemnate prin puncte). Se presupune 
acum că trebuie să trecem de la casa care se află în intersecţia (0, 0) la aceea de la intersecţia 
(m, n). În acest caz, vor exista Chan drumuri care sint cele mai gcurte, de lungime egală și legind 
cele două case. Într-adevăr, fiecare dintre aceste cele mai scurte drumuri conține m + n car- 
tiere 1) şi dintre acestea n cartiere sint „verticale“. Aceste n cartiere „verticale“ pot îi distri- 
buite printre cele m + n cartiere în Chan moduri. Împărţind mai departe mulțimea celor mal 
scurte drumuri într-o serie de clase după anumite criterii, se pot, cu ajutorul acestei scheme, 
obţine unele relaţii interesante între coeficienţii binomiali. i 


59. a) Să se utilizeze schema geometrică descrisă pentru demonstrarea 
relației 
Ca + Cai + Ca + -e + Chm = Cr 
b) Să se demonstreze următoarea generalizare a relației precedente: 
CRCR -H Cozi Ciu H CORC he + o +H Ca-mC btm = Cater 
c) Să se calculeze suma 
CaCa H CCa H Calm T e H CiO 
60. a) Fie o rețea de drumuri (fig. 5). Din punctul A pleacă 2 1%% per- 
soane. Jumătate din ele merg în direcția 7, iar cealaltă jumătate în direcția m. 


1) S-a adoptat termenul „cartier“ pentru cuvintul rus „kBapTan“ care în sensul de aici 
înseamnă porțiunea dintr-o stradă, cuprinsă între două străzi consecutive care o intersectează 
(N. R). 
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Ajungind la prima intersecţie, fiecare grup se împarte: jumătate pleacă în 
direcţia Z, iar cealaltă jumătate în direcția m. O astfel de împărțire se produce 
la fiecare intersecţie. Cite persoane vor ajunge la cele trei intersecţii periferice 
de la stinga B,, Be şi Ba aflate în rindul de intersecţii de rangul o mie? 

b) Să se rezolve această problemă pentru toate iritersecţiile din rîndul 
de rang o mie. s 


Se consideră următorul triunghi de numere: 


1 
1 1 1 
1 2 3 2 1 
1 3 6 7 6 3 1 


1 4 10 16 19 16 10 4 1 


În rindul de sus (de rang zero) al triunghiului stă un unu, iar numerele din 
celelalte rînduri sint scrise după următoarea regulă: fiecare număr este suma 
a trei numere din rindul precedent, care sînt cele mai apropiate de el (adică 
este suma dintre numărul situat imediat deasupra lui și cele două numere 
vecine cu acesta); în cazul în care unele dintre aceste trei numere lipsesc 
(cum se întimplă pentru cele două numere periferice de ambele părţi ale fie- 
cărui rînd), termenii corespunzători se consideră egali cu zero. În rindul de 
rang n al acestui triunghi se vor afla 2n + 1 numere, se vor nota aceste numere 
cu BO, Bi, B?,..., B2. 


61*. Să se demonstreze că 

a) B3 + Ba + Bit o + BP = 3P; 

b) B? — B} + B} — ... + B= 1; 

c) (B3)? + (Bi)? + (B3)? + a. + (Br) = Bim 


Orice cititor după ce a rezolvat problema 61 va putea să formeze alte relații intre nu- 
merele Bă. 


6. PROBLEME DE TEORIA PROBABILITĂȚILOR 


O clasă foarte importantă de probleme de analiză combinatorie o consti- 
tuie problemele de teoria probabilităților. Acum se va trece la acest gen de 
probleme; mai întîi, însă, vor fi expuse cîteva noțiuni teoretice necesare 
pentru înţelegerea celor ce urmează. 

În practică se găsesc deseori experimente (altfel spus, probe, observaţii, 
încercări, procese), care pot să dea rezultate diferite după împrejurări pe care 
nu le cunoaştem sau nu știm să le apreciem influenţa. Astfel, la aruncarea 
cu zarul (un cub ale cărui fețe sint numerotate cu cifrele de la 1 la 6) nu putem 
şti dinainte care dintre feţe va ieși deasupra, deoarece aceasta depinde de 
foarte multe imprejurări necunoscute nouă (abilitatea cu care se mișcă mina 
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la aruncarea zarului, poziţia zarului în momentul aruncării, particularitățile 
suprafeţei pe care cade zarul etc.). De asemenea, nu se poate prevedea care 
dintre obligaţiile unui împrumut vor ieşi cîștigătoare (numerele obligaţiilor 
ciștigătoare se obţin „extrăgind cîteva bilete dintr-o urnă care conţine, bine 
amestecate, bileţele cu numerele tuturor obligaţiilor). La măsurarea oricărei 
mărimi fizice, obţinem totdeauna rezultatul cu o anumită eroare care depinde 
atit de persoana care face măsurarea cît și de particularităţile instrumentului 
cu care se măsoară; la producţia în masă articolele produse diferă totdeauna 
între ele într-o oarecare măsură (de exemplu, în producţia becurilor electrice, 
durata de ardere a becului este diferită pentru becuri diferite); la tragerea 
la ţintă, glontele nu va nimeri totdeauna exact în mijlocul țintei; în toate 
aceste cazuri, de asemenea, nu putem prevedea dinainte rezultatul experimen- 
tului (adică nu putem spune dinainte care va fi eroarea în măsurarea dată; 
cît de repede va arde becul electric dat; cu cît va devia glontele de la centrul 
țintei). Se poate da, desigur, un număr oricît de mare de astfel de exemple. 

Utilizarea matematicii la studiul fenomenelor de o asemenea natură 
se bazează pe faptul că, în multe cazuri, probabilitatea apariţiei 
unuia saualtuia dintre rezultatele experimentului 
poate fi evaluată cantitativ, adică poate fi exprimată prin- 
tr-un număr p. Existenţa unei probabilităţi determinate p pentru rezultatul 
experimentului se dovedeşte prin aceea că la repetarea de un mare număr 
de ori a experimentului în aceleași condiţii, frecvenţa apariţiei rezultatului 
considerat (adică raportul dintre numărul de încercări în care se constată 
acest rezultat şi numărul total al încercărilor efectuate) rămîne aproape tot 
timpul aproximativ aceeaşi, apropiată de o valoare constantă p. Astfel, se știe 
că frecvența nimeririi centrului țintei este aproape totdeauna aproximativ 
aceeași pentru un trăgător dat şi în condiţii de tragere date, abătindu-se doar 
rareori ceva mai mult de o anumită valoare medie (această valoare medie 
poate, bineînțeles, să varieze în timp — în astfel de cazuri se spune că trăgă- 
torul se perfecționează sau, dimpotrivă, pierde din îndeminare). De asemenea, 
frecvența apariţiei feței șase la aruncarea cu zarul sau procentul de obiecte 
rebutate în condiții de producţie date se modifică, de obicei, puţin la o repe- 
tare în masă a „experimentelor“ corespunzătoare (aruncarea zarului, fabri- 
carea obiectelor date). Plecînd de la aceste fapte se conchide că măsura posi- 
bilităţii de a nimeri în centrul țintei, de a cădea şase la aruncarea cu zarul, 
de a apărea un obiect rebutat într-o serie de obiecte fabricate etc. poate 
fi exprimată printr-un număr. Acest număr se numește probabilitatea 
evenimentului considerat ; în vecinătatea lui se va afla frecvența medie a rezul- 
tatului obținut într-un lung șir de „experimente“. În mod analog se definește 
probabilitatea şi într-o altă serie de probleme, referitoare la cele mai diferite 
domenii: tehnică, mecanică, fizică. 

Din însăşi definiţia probabilității rezultă că aceasta este un număr pozitiv, 
care nu este mai mare decit unu. Probabilitatea evenimentelor certe se con- 
sideră egală cu unu; astfel, se poate spune „cu probabilitate egală cu unu“ 
că ziua care vine după simbătă va fi duminică. Probabilitatea evenimentelor 
care nu se pot produce se consideră egală cu zero; astfel probabilitatea ca ziua 
care urmează după simbătă să fie luni este egală cu zero. 
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Studiul problemelor în care se consideră probabilitățile a diferite eve- 
nimente face obiectul unei discipline matematice independente — teoria 
probabilităților. Din păcate, nu este posibil să dăm aici o prezentare 
(nici măcar în liniile cele mai generale) a obiectului acestei ştiinţe; aceasta ar 
necesita o creștere considerabilă a volumului cărții şi, pe de altă parte, majori- 
tatea problemelor din teoria probabilităților cer pentru rezolvare utilizarea 
unor metode care ies din cadrul matematicii elementare. Aici ne vom opri 
numai asupra celei mai simple probleme legate de probabilităţi, anume asupra 
problemei calculării probabilității unuia sau altuia dintre rezultatele experimen- 
tului. 


S-a arătat mai înainte că probabilitatea poate fi evaluată aproximativ cu 
ajutorul rezultatelor obţinute într-o serie lungă de experimente. Bineînţeles, 
însă, că existenţa probabilității este independentă de efectuarea experimente- 
lor. De aceea ne putem întreba dacă probabilitățile nu pot fi calculate și fără 
a se efectua vreun experiment. Se constată că într-o serie de cazuri acest lucru 
se poate face, plecind direct de la natura experimentului considerat. Deseori, 
probabilitatea poate fi calculată direct, dacă obiectul experimentului prezintă 
o anumită simetrie; în aceste cazuri, calculul probabilității se bazează de obicei 
pe consideraţii de analiză combinatorie, deseori destul de complexe şi foarte 
frumoase. În cele ce urmează vor fi examinate numai astfel de exemple. 
Se mai observă că, în aplicaţiile practice ale teoriei probabilităților, raționa- 
mentele de analiză combinatorie se asociază deseori cu unele raționamente 
de natură neelementară; faptul că multe dintre exemplele ce urmează au 
un caracter artificial, de multe ori, chiar un caracter „distractiv“, se explică 
prin aceea că ne-am străduit să dăm aici din problemă numai partea de analiză 
combinatorie pură. : 


A. Cazul experimentului cu un număr finit de rezultate posibile 


Să examinăm, ca un prim exemplu, cel mai simplu experiment care poate 
să ne dea un rezultat sau altul depinzind de intimplare şi anume aruncarea 
cu zarul. Acest experiment poate avea șase rezultate diferite: deasupra poate 
ieși oricare dintre cele șase fețe ale zarului. Dată fiind simetria zarului, este 
firesc să ne așteptăm ca, într-o serie lungă de aruncări cu zarul, fiecare față 
să iasă deasupra de aproximativ tot atitea ori cît oricare alta, adică fiecare 
faţă să cadă deasupra aproximativ în a şasea parte din numărul total de arun- 
cări. Într-adevăr, experimentul confirmă această presupunere (dacă, bineinţeles 
zarul este „corect“, adică are exact forma unui cub și este făcut dintr-un 
material omogen). Astfel, pentru fiecare față a unui zar „corect“, probabili- 
tatea ca să cadă deasupra este egală cu 1/6. 

În mod analog, la aruncarea monedei, căderea „stemei“ sau a „banului“, 
se produce aproximativ tot atit de des; această împrejurare, de asemenea, 
putea fi prevăzută, ţinind seama de simetria monedei. În cazul extragerii la 
întîmplare a unei bile dintr-o urnă conținind 100 bile identice, bine amestecate, 
dacă operaţia va fi repetată de un număr mare de ori, fiecare bilă va fi extrasă 
aproximativ tot atît de des ca şi oricare alta (adică aproximativ în a suta 
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parte din totalul extracţiilor), — aici poate servi ca explicaţie „simetria“ 
celor 100 rezultate diferite ale experimentului. 

Aşadar, vedem că într-o serie de cazuri, datorită unei anumite simetrii 
care există în condiţiile exptrimentului se poate susține că toate rezultatele 
posibile ale experimentului se vor repeta aproximativ tot atit de des, adică 
toate aceste rezultate sînt egal posibile. Dacă numărul total al unor 
astfel de rezultate egal posibile este egal cu n, probabilitatea fiecărui rezultat 
în parte va fi exprimată prin numărul (/n; se poate ajunge la această concluzie 
fără a efectua un șir lung de experienţe. 

Să examinăm acum o problemă ceva mai complicată. 

Să admitem că se dă o urnă în care se află n + m bile amestecate, care 
se deosebesc numai prin culoare: n albe și m negre. Din urmă se extrage la 
la întimplare o bilă: care este probabilitatea ca această bilă să fie albă? 

Cele n + m rezultate diferite ale experimentului vor fi de asemenea, 
egal posibile și fiecare dintre ele va avea probablitatea 1/(n + m). Însă eveni- 
mentul care ne interesează — apariţia unei bile albe — va avea loc numai 
pentru n rezultate din aceste n + m rezultate egal posibile. Este deci clar că, 
într-o îndelungată repetare a experimentului, acest eveniment se va produce 
aproximativ de n/(n + m) ori din numărul total al extracţiilor: de fapt, extrăc- 
ţia fiecărei bile albe în parte se va produce aproximativ de 1/(n + m) ori din 
numărul total al extragerilor. Așadar, putem caracteriza probabilitatea extra- 
gerii unei bile albe în experiment considerată prin numărul n/(n + m). 

În cele ce urmează, se dau o serie de probleme care se referă la cazuri 
cu totul analoage acestui ultim exemplu. Anume, în toate aceste cazuri ne vom 
ocupa de experimente care pot conduce la un număr finit de rezultate egal 
posibile. După ce a fost stabilită această împărţire a rezultatelor posibile în 
rezultate egal posibile, probabilitatea oricărui eveniment, definit ca rezultat 
al experimentului, va fi egală cu raportul dinire numărul rezultatelor, în care 
acest eveniment se poale realiza, şi numărul total al rezultaielor egal posibile. 
Cu alte cuvinte, aceasta se poate formula astfel: probabilitatea unui eveniment 
este egală cu raportul dintre numărul rezultatelor egal posibile favorabile eve- 
nimentului considerat și numărul total al rezultatelor egal posibile. 

Pentru înţelegerea enunțurilor și pentru rezolvarea problemelor ce urmează 
(62— 83) nu sint necesare alte cunoștințe din teoria probabilităților în afară 
de aceea a definiţiei probabilității scrise în cursive. Observăm, însă, că deter- 
minarea numărului total al evenimentelor egal posibile, care figurează în 
această definiție, nu este totdeauna la fel de simplă ca în cazul pe care l-am 
examinat — al extragerii unei bile dintr-o urnă: adeseori determinarea acestui 
număr poate prezenta dificultăţi însemnate. Se va da aici încă un exemplu, 
cit se poate de simplu, dar instructiv. 


Exemplu. Care este probabilitatea ca în două aruncări ale monedei 
să iasă de două ori stema? 


Rezolvare. În acest caz, experimentul constă în a arunca moneda de două 
ori și a nota de fiecare dată ce față a monedei a căzut deasupra. Acest expe- 
riment poate să conducă la următoarele trei rezultate: sau în amhele cazuri 
va ieși deasupra stema sau va ieși de două ori banul sau va ieși o dată stema 


24 


şi o dată banul. Evident, numărul rezultatelor favorabile este aici egal cu 1; 
am putea deci să credem că probabilitatea căutată este egală cu 1/3. Se con- 
stată însă că această concluzie este falsă: se poate verifica că într-un şir lung 
de cite două aruncări ale monedei frecvenţa de apariţie a stemei în ambele 
aruncări este apropiată de 1/4 şi nu de 1/3. Greşeala provine din faptul că 
cele trei rezultate stabilite nu au fost egal posibile: numai primele două au fost 
egal posibile: însă nu avem nici un motiv să afirmăm că al treilea rezultat este 
egal posibil cu primele două (al treilea rezultat corespunde căderii a două 
fețe diferite ale monedei în prima şi în a doua aruncare, iar primele 
două căderi — unei aceleiași fețe). Într-adevăr, experienţa arată că al treilea 
dintre aceste rezultate apare de două ori mai des decit primele două. 


Raționamentul corect în acest caz va fi următorul. În prima aruncare 
a monedei poate ieși deasupra, sau stema sau banul; ambele rezultate sînt, 
evident, egal posibile, deoarece moneda este simetrică. La a doua aruncare, 
de asemenea, poate ieși deasupra sau stema sau banul. Combinind cele două 
rezultate posibile ale primei aruncări cu cele două rezultate posibile ale celei 
de-a doua aruncări, vom obţine în total patru rezultate diferite și anume: 
stemă-stemă, stemă-ban, ban-stemă, ban-ban. Aceste patru rezultate sînt 
egal posibile: fiecare dintre ele corespunde unui anumit rezultat al primei 
aruncări şi unui anumit rezultat al celei de-a doua aruncări, fără a interesa 
anume despre care rezultat al unei aruncări sau alteia este vorba, deoarece 
apariția fiecărei fețe a monedei este egal posibilă. Rezultă deci că probabili- 
tatea căutată este egală cu 1/4; mai înainte am obţinut un rezultat incorect, 
deoarece nu am făcut deosebire în ce privește ordinea în care au ieșit stema 
şi banul şi am considerat două rezultate egal posibile (stemă-ban și ban-stemă) 
ca Sul şi acelaşi, ceea ce a denaturat proprietatea, de egală posibilitate a rezul- 
tatelor. 


Astfel, probabilitatea ca la două aruncări să iasă de fiecare 
dată stema este egală cu pătratul probabilității dea obţine 


stema într-o singură aruncare aits 22 « Acest rezultat este un caz 
4 2 


particular al unei reguli generale denumite teorema probabilităților compuse. 
Iată în ce constă această teoremă. Să presupunem că se dau două evenimente A și B, fiecare 
în parte fiind definit ca rezultatul unui experiment. Să presupunem că evenimentele A și B 
sint independente, adică rezultatul fiecăruia dintre încercări nu apare în nici un fel 
in condiţiile celei de-a doua (indiferent, desigur, dacă experimentele sint efectuate simultan 
sau succesiv). Se cere probabilitatea de a se produce amindouă evenimentele A și B. 

Pentru a răspunde la această întrebare vom presupune că primul experiment poate avea, 
n, rezultate egale posibile, dintre care m, favorabile evenimentului A; al doilea experiment 
poate avea n; rezultate egal posibile, dintre care ma favorabile evenimentului B. În acest caz, 
probabilitatea evenimentului A este egală cu m,/nu, iar probabilitatea evenimentului B este egală 
cu M/N Se va examina acum experimentul complex care constă in producerea ambelor eveni- 
mente. Evident acest experiment complex va avea nın, rezultate egal posibile care se obţin 
prin asocierea celor n, rezultate ale primului experiment cu cele n, rezultate ale celui de -a 
doilea experiment. Din aceste nı: n, rezultate egal posibile, pentru evenimentul care constă 
in producerea evenimentelor A și B, vor îi favorabile mı’ my rezultate (aceste m,- mą rezultate 
se obţin asociind cele m; rezultate favorabile lui A cu cele m, rezultate favorabile lui B). Deci 
TM Ma 


ning 


probabilitatea producerii ambelor evenimente A şi B este egală cu , adică este egală cu 
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mm 
produsul probabilităților evenimentelor A și B | căci mure = —A.— |]. Cu alte cuvinte, pro- 


nn M R 
babilitatea de a se produce două cvenimenie independenie este egală cu produsul probabilităților 
acestor două evenimente, aceasta este teorema probabilităților compuse. 

Teorema probabilităților compuse poate fi generalizată; în particular, ea poate li extinsă 
ja cazul a mai mult de două evenimente şi la cazul în care evenimentele nu sint independente 
(v., de exemplu, rezolvarea problemei 63). Aici, însă, nu ne vom ocupa de stabilirea regulilor 
generale, ci vom trece direct la exemple concrete din teoria probabilităților. Se poate ca citi- 
torul, după ce va cunoaște aceste exemple, să formuleze singur unele reguli. 


62. Într-un oraş se află 10 000 biciclete purtind toate numerele pusibile 
de la 1 la 10 000. Care este probabilitatea ca numărul primei biciclete întilnite 
să nu conţină cilra 8? 


63. a) Se formează cuvîntul „renova“ din litere tăiate din alfabet. După 
aceea, fişele cu literele acestui cuvînt se amestecă bine şi apoi se extrag la 
intimplare patru dintre ele și se așază una după alta în ordinea extragerii. 
Cu ce probabilitate se va obţine cuvintul „nora“? 

b) Se face o operație asemănătoare cu literele care au format la început 


cuvintul „mamaia“. Cu ce probabilitate se va obţine în acest fel cuvintul 
„mama“ ? 


64*. Într-o urnă se află bilete cu cifrele 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 ṣi 9. Se ex- 
trag la întîmplare cinci bilete și se așază unul după altul în ordinea extra- 
gerii. Care este probabilitatea ca numărul format să fie divizibil cu 396? 


65. Presupunem că aţi uitat una dintre cifrele unui număr de telefon 
de care aveți nevoie și o formaţi la întîmplare. Care este probabilitatea să 
nu faceţi mai mult de două apeluri? 


66. Probabilitatea ca ziua de naștere a unei persoane să cadă într-o 
anumită lună a anului poate fi considerată aproximativ aceeași pentru oricare 
dintre cele 12 luni. Care este probabilitatea ca: 

a) Într-o grupă de 12 persoane, toate cele 12 zile de naștere să cadă 
în luni diferite? 


b) Într-o grupă de 6 persoane, toate cele 6 zile de naștere să cadă în 
două luni anumite? 


67. În trei vagoane ale unui tramvai s-au suit nouă călători. Fiecare 
călător se urcă în vagon la intimplare. Care este probabilitatea ca: 

a) în primul vagon să se afle trei persoane? 

b) în fiecare vagon să se afle cite trei persoane? 

c) în unul dintre vagoane să se afle patru, în altul trei şi în al treilea 
două persoane? - 


68. La campionatele de fotbal din U.R.S.S., după jocurile de selecționare, 
echipele se împart prin tragere la sorți în două grupe cu un număr egal de 
echipe. În fiecare grupă se selecționează echipa cîştigătoare și cele două echipe 
se întîlnesc în finală. Să presupunem că numărul total de echipe care au 
mai rămas după jocurile de selecţionare este egal cu 20. 

a) Care este probabilitatea ca două dintre echipele cele mai tari să facă 
parte din grupe diferite? 
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b) Care este probabilitatea ca patru din cele mai tari echipe să facă 
parte din aceeaşi grupă? Ca timp de doi ani consecutiv patru dintre cele mai 
tari echipe să facă parte din aceeaşi grupă? 

c) Care este probabilitatea ca patru dintre cele mai tari echipe să facă 
parte două cite două din grupe diferite? 


69. Faţă de un adversar la fel de tare, ce este mai probabil să se cîştige: 
trei partide din patru sau cinci partide din opt? 


70. a) Dintr-o urnă în care se află n bile albe și m negre se extrag la 
intimplare k bile. Care este probabilitatea ca printre bilele extrase să se ob- 
țină r bile albe? 

b) Utilizind rezultatul de la a), să se determine valoarea sumei 


Calu + CC H Cali? t sua H CC. 


Observaţie. Alte procedee pentru determinarea acestei sume v. în rezolvările pro- 
blemelor 55, 1), 58, a), 59, c). $ 


71*.a)Problema lui Banach ®. O persoană a cumpărat două 
cutii de chibrituri şi le-a pus în buzunar. Apoi, ori de cite ori a avut nevoie 
să aprindă un chibrit a folosit la intimplare o cutie sau alta. După cttva timp, 
scoțind una dintre cutii, a constatat că este goală. Care este probabilitatea 
ca în acest moment cea de-a doua cutie să mai conțină k chibrituri, dacă 
numărul chibriturilor într-o cutie neîncepută este egal cu n? 

b) Utilizind rezultatul de la a) să se determine cu cît este egală suma 


Ca + 2CZa-1 + 4C n-a + ... + 2"C7, 


Observaţie. Unalt procedeu pentru determinarea acestei sume v. în rezolvarea pro- 
blemei 55, i); 


72*. Doi vinători A și B au plecat la vinătoare de rațe. Se presupune 
că fiecare dintre ei, ochind o rață, o poate nimeri cu aceleași șanse cu care 
o poate rata. În timpul vinătorii, vinătorul A a tras în 50 rațe, iar B în 51 
rațe. Care este probabilitatea ca vinătorul B să fi împuşcat mai multe rațe 
decit vinătorul A? 


73. a) Doi vinători au văzut în acelaşi timp o vulpe și au tras simultan 
in ea. Se presupune că, la distanţa respectivă, fiecare dintre ei nimereşte de 
obicei în vulpe şi o ucide o dată la trei trageri. Care este probabilitatea ca 
vulpea să fie ucisă? | 

b) Să se rezolve aceeaşi problemă pentru trei vînători, considerînd că 
precizia acestor vinători este aceeaşi ca şi în problema a). 

c) Să se rezolve aceeași problemă în cazul a n vinători. 


74. Un vinător trage primul foc într-o vulpe care fuge la o distanță 
de 100 m de el; se admite că în ceea ce priveşte probabilitatea de a nimeri la 
această distanță este 1/2 (adică la distanța de 100 m vinătorul are tot atitea 


ƏD Ştefan Banach (1892—1945) — cunoscut matematician polonez. 
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şanse de a nimeri o vulpe care fuge, cit are de a o rata). Dacă ratează, 
vinătorul reîncarcă arma și trage din nou, dar în acest timp vulpea reuşeşte 
să se mai îndepărteze cu 50 m. Dacă ratează iarăși, vinătorul reîncarcă arma 
şi trage a treia (şi ultima) oară; în acest timp, vulpea se mai îndepărtează 
cu 50 m. Presupunind că probabilitatea de a nimeri este invers proporţională 
S dl distanţei, să se calculeze probabilitatea ca vinătorul să nimerească 
vulpea. 


75**. Problema celor patru mincinoşi. Se știe despre 
patru persoane A, B, C şi D că fiecare spune adevărul doar o dată din trei 
cazuri. Dacă A declară că B neagă că C susţine că D minte, care este pro- 
babilitatea ca D să fi spus totuşi adevărul? 


Observaţie. În problemă se presupune firește că C știe precis dacă D a spus ade- 
vărul sau a minţit şi că, dacă A sau B spun neadevărul, aceasta înseamnă că B, respectiv C, 
a afirmat tocmai contrariul celor ce îi atribuie A sau B. 


Această problemă mai poate fi formulată și în modul următor. Presupunem că D scrie 
pe hirtie semnul „plus“ sau „minus“ și îl arată de departe lui C; C transcrie semnul şi îl arată 
lui B; B transcrie semnul și-l arată lui A ; în sfirșit A transcrie semnul arătat de B. Se ştie că 
D scrie semnul „plus“ numai o dată din trei cazuri; mai departe, pentru C, B și A probabili- 
tatea de a nu greși la transcriere este egală cu 1/3 (adică, ei transcriu exact doar o dată din 
trei«cazuri). Admiţind că semnul transcris de A este semnul „plus“, care este probabilitatea 
ca și D să fi scris semnul „plus“ 1)? 


Acest gen de probleme joacă un rol important în unele aplicaţii tehnice; ele sint legate, 
de asemenea, de o importantă ramură actuală a teoriei probabilităților (așa-numita teorie 
a lanțurilor Markov; v. observaţia la finele rezolvării problemei). 


76. a) În unele sate ale Rusiei exista cîndva următoarea metodă de 
ghicire. O fată ţine în mină şase fire de iarbă, astfel ca virfurile lor să rămînă 
libere; o prietenă leagă firele de iarbă două cite două și la capetele de sus 
şi la cele de jos. Dacă, după aceasta, toate cele şase fire de iarbă se gă- 
seau legate într-un inel, aceasta însemna că fata avea să se mărite în curs 
de un an. Se întreabă care este probabilitatea ca filrele de iarbă legate la 
întîmplare să formeze un inel? 


b) Să se rezolve aceeași problemă în cazul a 2n fire de iarbă. 


77*. a) O urnă conţine 2n bile bine amestecate: n albe și n negre. Dacă 
n persoane extrag din urnă, la întimplare, cîte o pereche de bile, care este 
probabilitatea ‘ca fiecare dintre ele să scoată bile de culori diferite (bilele 
extrase nu se reintroduce în urnă)? 

b) În condiţiile problemei precedente, care este probabilitatea ca fiecare 
dintre cele n persoane să scoată bile de aceeași culoare? 


78***, a) Cineva a scris n scrisori și le-a închis în plicuri fără a scrie, 
mai înainte, adresele. După aceasta, nu mai ştie fiecare scrisoare în care plic 


1) Problema 75 poate fi formulată și astfel: „Dacă A declară că B susţine că C susține 
că D a spus adevărul, care este probabilitatea ca aceasta să fie într-adevăr așa?“ Cu alte cu- 
vinte, în condiţiile problemei se spune că A, încredinţindu-se în E și C, susține că D a spus 
adevărul; în noua formulare, aceasta înseamnă că A a scris semnul „plus“ ca rezultat al tran- 
scrierii succesive. 
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se află şi scrie la intimplare pe plicuri cele n adrese. Care este probabilitatea 
ca cel puţin unul dintre destinatari să primească scrisoarea destinată lui? 
b) Către ce limită tinde probabilitatea din problema a), cind n — co? 


79**. a) Un tren este format din n vagoane. Fiecare dintre k călători 
își alege vagonul la întîmplare. Care este probabilitatea ca în fiecare vagon 
să se afle cel puţin cîte un călător? 

b) În condiţiile problemei a), care este probabilitatea ca să fie ocupate r 
vagoane ale trenului? 


c) Utilizind rezultatul problemei a), să se determine valoarea sumei 
101 — 2:02 + 803 — e (—11nkC1, 
unde k este un număr întreg pozitiv, nu mai mare decit n. 


Observaţie. Problema 79, b) este echivalentă cu următoarea problemă care pre- 
zintă interes pentru fizică: un fascicol format din k particule este captat de un sistem de n con- 
tori (aparate fizice speciale pentru înregistrarea particulelor, dispuse unul lingă altul). Fiecare 
particulă nimereşte cu aceeași probabilitate în oricare dintre contori. Cu ce probabilitate pre- 
zenţa particulelor va fi înregistrată de r contori? Soluţia acestei probleme, formulată așa cum 
s-a arătat, a fost publicată în 1951 într-o importantă revistă de fizică. 


Calculul sumei din problema 79, c) pentru cazul particular k = 1 face obiectul proble- 
me! 55, e). 


50**. 20 de litere a, b, c, d, e, f, g, h, i, j; A, B, C, D, E, F, G, 
H, 1, J sînt scrise pe bilete diferite; aceste bilete se aşază pe un cerc într-o 
ordine întimplătoare, însă astfel ca literele mari să alterneze de fiecare dată 
cu cele mici. Care este probabilitatea ca nici una dintre cele două litere iden- 
tice (mare și mică) să nu fie alături? 


61***. a) La o casă de bilete stau la rînd n + m oameni; n dintre ei au 
monede de cite cinci lei, iar ceilalți m au numai monede de cite zece lei. Bi- 
letul costă cinci lei. La începutul vinzării casa nu are bani. Care este probabili- 
tatea ca nici unul din cumpărători să nu fie nevoit să aștepte restul? 

b) Să se rezolve aceeași problemă dacă se presupune că la începutul 
vinzării casa avea p monede de cite cinci lei. 

c) La o casă de bilete stau la rind n + m oameni; n dintre ei au monede 
de cîte un leu, iar ceilalți m au numai monede in] valoarea de trei lei. Un 
bilet. costă un leu. La începutul vinzării la casă nu este nici un ban. Care 
este fosta cata ca nici unul din cumpărători să nu fie nevoit să aștepte 
restul : 


Observație. Problemele 81, a) — c), indiferent de enunţurile lor artificiale, pre- 
zintă un mare interes în practică; la astfel de scheme se reduc și unele probleme importante 
din fizică și din teoria controlului statistic al producţiei. 


62***, a) Din rezultatele problemei 81, a) să se deducă o nouă rezolvare 
a problemelor 51, b) şi 52, b). 

b) Pe un cerc sint dispuse 3n puncte. În cite moduri diferite pot fi îm- 
părțite aceste puncte în n grupuri de cite trei, astfel ca laturile celor n tri- 
unghiuri înscrise, cu viriurile în cele n grupuri de trei puncte, să nu se in- 
tersecteze? 
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c) În cîte moduri poate fi împărţit un poligon ” convex cu 2n laturi 
în patrulatere ducind diagonale care nu se intersectează în interiorul poli- 
gonului? 


B. Cazul experimentului cu un număr infinit de rezultate posibile 


În problemele precedente a fost mereu folosită definiția probabilității 
unui eveniment ca raportul dintre numărul rezultatelor experimentului fa- 
vorabile acestui eveniment și numărul total al rezultatelor egal posibile. 
Există însă cazuri în care numărul rezultatelor egal posibile ale experimentului 
nu este finit şi nici numărul rezultatelor favorabile nu este finit, dar se poate 
da totuşi definiţiei probabilității un sens determinat, care să permită calculul 
ei pe baza unor consideraţii de analiză combinatorie. Astfel, nu se poate 
vorbi despre numărul numerelor întregi pozitive, deoarece există o infini- 
tate de astfel de numere. Însă dacă ne întrebăm care este probabilitatea 
ca un număr luat la intimplare să fie divizibil cu 5, această întrebare este 
corectă: probabil că oricare dintre cititori va răspunde că această probabilitate 
este egală cu 1/5, deşi nu am dat pină acum o definiţie a probabilității utilă 
în acest caz. 

Pentru a formula o astfel de definiție, se va examina o problemă mai 
generală. Se consideră un șir de numere 


Ga, a2, Ga, a., Op... 


şi se pune problema determinării probabilității ca un număr luat la întimplare 
din acest șir să aibă o proprietate dată. Este firesc să se dea noţiunii de pro- 
babilitate următorul sens. Se consideră, în primul rind, primii N termeni 
din şirul dat: 


G ai, A2, a... Ay. 


Se vor scrie aceste V numere pe i bilete, pe care le vom amesteca bine şi 
apoi vom scoate la întîmplare unul din ele. Această experiență are V rezul- 
tate egal posibile; dacă se va nota cu g(N) numărul acelora dintre numerele 
ai, Go, 03, ...,. dy Care au proprietatea considerată, probabilitatea ca pe bi- 
letul scos să fie scris un număr care are această proprietate va fi egală cu 
q(N)/N. Să presupunem că pentru N — co raportul q(N)|N tinde către o limită 
determinată; atunci această limită se numeşte probabilitatea ca numărul luat 
la întîmplare din întregul şir să aibă proprietatea cerută. 

În cazul în care şirul este format din toate numerele întregi pozitive, 
iar proprietatea considerată este divizibilitatea numărului cu 5, definiţia 
dată aici conduce, bineînţeles, la răspunsul căutat 1/5. Într-adevăr, aici 


P N uită N 
evident, g(A) = Bi adică este egal cu partea întreagă a numara 


D Nu este greu de văzut că un poligon cu un număr impar de laturi nu poate îi împărţit 
în patrulatere în modul indicat in problemă. 
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Însă orice număr |N poate îi reprezentat sub forma N = 5g +r, unde q = 


N] 4 SE . 
= zh iar r este restul împărţirii lui N prin 5, egal cu 0, 1, 2, 3 sau 4. 


De aici rezultă că 


N r r 
[3] q (+4)-4 1 F 1 r 


N 


5 5(5g+r) 5 5N 


N 
tim LS = dim — =t 

N 5 5N) 5 

În felul acesta, probabilitatea ca numărul luat la intimplare din numărul 
primelor -V numere întregi (unde N este mare, însă finit) să fie divizibil cu 5 
este totdeauna apropiată de 1/5. De exemplu, probabilitatea ca numărul 
de pe o bancnută de 10 lei luată la intimplare să fie divizibil cu 5 poate fi 
considerată egală cu 1/5 (deoarece numărul total al bancnotelor de 10 lei 
este foarte mare); în acest caz, nici nu trebuie să cunoaştem numărul exact 
al bancnotelor de zece lei care există. Un sens analog îl vor avea şi răspunsurile 
date la problemele 83—91. Enunţurile tuturor acestor probleme au un as- 
pect artificial; există însă probleme mai complexe de acelaşi tip, a căror re- 
zolvare prezintă importanţă practică. 


N>% N-a 


83. Care este probabilitatea ca un număr întreg pozitiv luat la întîmplare 


să fie prim cu 6? Ca cel puţin unul din două numere luate la întîmplare să 
fie prim cu 6? 


84. a) Care este probabilitatea ca pătratul unui număr întreg luat la 
intimplare să se termine cu cifra 1? Cubul unui număr luat la intimplare 
să se termine cu 11? 


h) Care este probabilitatea ca puterea a zecea a unui număr întreg luat 
la intimplare să se termine cu cifra 6? Ca puterea a douăzecea a unui număr 
luat la intimplare să se termine cu cifra 6? 


55. Care este posibilitatea ca C}, unde n este un număr întreg luat la 
intimplare, mai mare decit șapte, să se dividă cu 7? Ca C3 să se dividă cu 12? 


86. Care este probabilitatea ca 2”, unde n este un număr întreg pozitiv 
luat la intimplare, să se termine cu cifra 2? Ca 2” să se termine cu cifrele 12? 


87*. Care este probabilitatea ca 2” să aibă ca primă cifră 1? 


68***. a) Să se demonstreze că 2” poate să înceapă cu orice combinaţie 
de cifre. 


b) Fie M un număr de k cifre. Care este probabilitatea ca primele k 
cifre ale numărului 2" să formeze numărul M? 


Observaţie. Problema 87 este, evident, un caz particular al problemei 88, b). 
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ta 89**. a) Să se calculeze cu o eroare 


E de0,1 probabilitatea ca două numere întregi; 

4 Mi o N 8 luate la intimplare, să fie prime între ele. 
4 b) Să se calculeze cu o eroare de 0,05 
Fig. 6. probabilitatea ca patru numere intregi, 


luate la intimplare, să aibă un divizor comun. 

90***. a) Problema lui Cebișev ”. Să se arate că probabilitatea 

ca două numere întregi luate la întîmplare să fie prime între ele este egală 

cu 6/72, unde m = 3,14 este raportul dintre lungimea cercului şi diametrul său. 

b) Să se demonstreze că probabilitatea ca patru numere întregi, luate la 
"întîmplare, să aibă un divizor comun este egală cu 1 — 90/74, 


91***. Care este probabilitatea ca un număr întreg n, luat la întîmplare, 
să aibă un divizor prim mai mare decit rădăcina sa pătrată? 


C. Cazul experimentului cu o mulţime continuă de rezultate posibile 


În incheierea acestei părţi se vor mai examina cîteva probleme de calculul 
probabilităților, referitoare la experimente ale căror rezultate pot fi reprezen- 
tate sub forma unor mulțimi de puncte ale unui segment sau ale ariei unei 
figuri sau ale unui corp din spaţiu. Se înțelege de la sine că nici în astfel de 
experimente nu se poate vorbi despre numărul rezultatelor egal posibile ale 
experimentului şi despre numărul rezultatelor favorabile ale evenimentului 
dat; totuși, în multe probleme de acest fel, calculul probabilităților este 
deplin posibil şi nu prezintă dificultăţi. Modul de aplicare a unui astfel de 
calcul poate fi explicat cel mai simplu pe exemple concrete. 


Exemplul 1. O bară de lungime ? este frintă într-un punct luat la 
întimplare. Care este probabilitatea ca cea mai mică dintre bucățile astfel 
obținute din bară să aibă o lungime mai mare decit 1/4? 

Toate rezultatele experimentului considerat în acesată problemă se deter- 
mină prin alegerea pe bară a punctului de fringere, adică mulțimea rezultate- 
lor este formată aici din mulțimea punctelor de pe segmentul AB de lungime 
l (fig. 6). 

În rezolvarea problemei, trebuie mai întîi să definim precis ce înţelegem 
prin condiţia că punctul de îrîngere este luat „la întîmplare“. Aici nu se poate 
admite că această expresie ar însemna că toate rezultatele reprezentate prin 
diferitele puncte ale segmentului AB sint egal posibile: deoarece numărul 
total al evenimentelor este infinit, ultima afirmaţie înseamnă numai că pro- 
babilitatea fiecărui eveniment în parte este egală cu zero şi nu dă nimic pentru 
calculul probabilităților. În locul probabilității fiecărui rezultat, este util 


D Pafnuti Lvovici Cebişev (1821—1894), ilustru matematician rus este 
fondatorul și cel mai strălucit reprezentant al şcolii matematice din Petersburg. Cele mai im- 
portante lucrări ale lui Cebișev se referă la teoria numerelor, teoria probabilităților, teoria 
aproximării funcţiilor și teoria mecanismelor. V. mai departe, în legătură cu aceasta, proble- 
mele 132 şi a 166. i 
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gă se consi ere aici probabilitatea ca punctul de fringere să se afle în interiorul 
anui mic segment al barei; în felul acesta expresia „la întîmplare“ va fi accep- 
tată în sensul că probabilitatea ca punctul de fringere să fie cuprins în inte- 
riorul unui mic segment depinde numai de lungimea acestui segment, dar 
nu depinde de poziţia acestui segment pe bară. Cu acest sens al expresiei 
„la întimplare“, rezolvarea problemei: poate fi uşor găsită. 

Într-adevăr, din faptul că probabilitatea ca punctul de frîngere să se afle 
în interiorul unui segment este aceeaşi pentru toate segmentele de lungime 
egală, rezultă că probabilitatea ca punctul de frîngere să se afle în interiorul 
oricărui segment de lungime 1/n este egală cu 1/nP. Însă lungimea celei mai 
mici dintre cele două bucăţi ale barei va fi mai mare decit 1/4, dacă punctul 
da îringere se va afla în interiorul segmentului MN de lungime 1/2 și simetric 
faţă de mijlocul barei (v. fig. 6); în caz contrar, lungimea celei mai mici bu- 
căți va fi mai mică decit 1/4. De aici rezultă imediat că probabilitatea cău- 
tată este egală cu 


Exemplul 2. Pe parchet este aruncată la întîmplare o monedă de 
diametru d. Parchetul este format din pătrate cu latura a > d. Care este 
probabilitatea ca moneda să nu cadă pe nici una dintre laturile pătratelor 
de pe parchet? 

Toate rezultatele posibile ale experimentului considerat în această pro- 
blemă se determină prin poziția centrului monedei aruncate. Deoarece toate 
pătratele parchetului sînt la fel de corecte, ne putem mărgini la cercetarea 
pătratului în interiorul căruia a căzut centrul monedei; în acest caz, mulţimea 
tuturor rezultatelor va fi reprezentată prin mulțimea punctelor pătratului 
ABCD de latură a. 

Prin expresia „la întimplare“ din enunţul acestei probleme trebuie să se 
ințeleagă că probabilitatea ca centrul monedei să cadă în interiorul unui 
dreptunghi mic oarecare depinde numai de suprafața acestui dreptunghi și 
nu de poziţia acestui dreptunghi în interiorul pătratului ABCD. Cu alte 
cuvinte, această expresie arată că probabilitatea ca centrul monedei să cadă 
în interiorul unei părţi a pătratului este egală cu raportul dintre aria acestei 
părți și aria întregului pătrat (compară cu nota de picior). Însă este ugor 
de văzut că moneda nu va cădea pe laturile pătratelor parchetului dacă 
centrul ei se va afla în interiorul pătratului MN PỌ, a cărui latură este egală 
cu a — d şi avind centrul în centrul pătratului ABCD (fig. 7). 


1) Deoarece orice segment comensurabil cu lungimea întregii bare poate îi reprezentat 
sub forma unei sume de segmente de lungime ljn, rezultă că probabilitatea ca punctul de frin- 
gere să se afle în interiorul oricărui astfel de segment este egală cu raportul dintre lungimea 
acestui segment şi lungimea î,.tregii bare. Deoarece orice segment incomensurabil cu lun- 
gimea întregii bare este limita segmentelor comensurabile, probabilitatea ca punctul de fringere 
să se afle în interiorul oricărui segment va fi, de asemenea, egală cu raportul dintre lungimea 
segmentului și lungimea barei. În legătura cu aceasta, în cele ce urmează, în probleme analoage, 
expresia „la intimplare“ va avea de la început sensul de probabilitate ca un punct să se afls 
în interiorul unui segment este proporțională ca lungimea acestui segment. 
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Rezultă deci că probabilitatea căutată este egală cu 


aria MNPQ (a— d} ( -2). 


aria ABCD © æ a 


Se observă că în ambele exemple considerate soluția problemei a depins 
în esență de sensul expresiei „la tottmplare“. În toate cazurile în care poate 
apărea vreo îndoială asupra sensului acestei expresii este necesar ca în textul 
problemei să fie date explicații corespunzătoare; altfel, nu se prate găsi o 
soluție unică a problemei (v. textul de mai jos). În preblemele cs urmează 
este puțin probabil să mai apară astfel de îndoieli, in special după analiza 
celor două exemple de mai sus; ținind seama de aceasta, în enunţul lor ex- 
presia „la intimplare“ va fi folosită fără altă explicație. 


Un exemplu clasic de problemă care nu are sens dacă nu se explică precis ce se înțelege 
prin expresia „la întimplare“ este următoarea j 


„Care este probabilitatea ca o co wdă luată la intimplare într-un cerc să fie mai mare decit 
patura unui triunghi regulat înscris în cerc?“ 


Înţelegind expresia „la întimplare“ fı diferite feluri, se pot obţine aici răspunsuri cu 
totul diferite. Astfel, din consideraţii de simetrie, ne putem mărgini la considerarea coar- 
delor paralele cu o direcţie dată, atribuind expresiei „la întimplare“ sensul că probabilitatea 
ca punctul de intersecție a coardei cu diametrul perpendicular pe ea să se afle în interiorul unui 
segment al acestui diametru este proporţională cu lungimea segmentului; în acest caz, ob- 
ținem pentru probabilitatea căutată valoarea 1/2 (v. fig. 8, a). Pe de altă parte, tot din consi- 
deraţii de simetrie, pot fi considerate numai coardele care trec doar printr-un punct dat A de 
pe cerc (fig. 8, b); deoarece toate coardele sint situate în interiorul unuia dintre cele două un- 
ghiuri drepte formate de tangenta în punctul A și rază şi deoarece coardele mai mari decit la- 
tura unui triunghi regulat inscris în cerc trebuie să se afle în interiorul unuia dintre cele două 

o 

unghiuri de 30°, ar rezulta de aici că probabilitatea căutată este egală cu = L. În 
sfirşit, se poate, de asemenea, considera că expresia „la intimplare“ inseamnă că probabili- 
tatea ca mijlocul coardei să se afle în interiorul unei părți oarecare a cercului este proporțio- 
nală cu aria acestei părți; deoarece tn. general, mijlocul coardei poate fi orice punct al cercului 
şi deoarece mijloacele coardelor mai mari decit latura triunghiului regulat înscris în cerc aco- 
peră un cerc de rază de două ori mai mică, r/2 (fig. 8, c), atunci în r-un astfel d sens al expre- 
m(r/2) 1 


siei „la intimplare“ se obţine, pentru probabilitatea căutată, valoarea 


ar? 4 
Este ușor de înţeles cum se explică o astfel de nedeterminare a răspunsului în problema 
considerată. Termenul „probabilitate“, prin însuși sensul său, presupune prezenţa unei anu- 
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mite experienţe la care el se referă (v. introducerea generală în ce priveşte problemele de teo- 
Tia probabilităților de la p. 21). Expresia „la întimplare“ trebuie înţeleasă ca indicare a me- 
todei de efectuare a experimentului considerat. În exemplele analizate mai înainte, fringerea 
barei și aruncarea monedei, ca şi în problemele următoare 92— 100, sensul acestei expresii re- 
iese din enunţul problemei. În cazul coardei luate „la intimplare“ într-un cerc, fără alte expli- 
caţii, nu este deloc clar cum se ia această coardă, iar expresia „la intimplare “ în sine nu spune 
mai nimic. Astfel, dacă vom desena cercul pe o foaie mare de hirtie și apoi vom arunca pe ea 
un ac, iar prin punctul în care cade viriul acului (în cazurile în care acest punct se va găsi în 
interiorul cercului) vom duce coardele perpendiculare pe raza care trece prin punctul obținut, 
atunci va fi valabilă cea de-a treia soluţie găsită mai sus şi probabilitatea căutată va îi egală 
cu 1/4. Dacă vom alege un punct pe cerc şi în acest punct vom fixa o bară căreia îi vom 
da un impuls ca să se rotească în jurul punctului fix, iar apoi vom aștepta pînă ce se va opri, 
atunci pentru coardele duse în direcţia barei va fi valabilă a doua soluţie, iar probabilitatea 
căutată va fi egală cu 1/3. În sfirșit, nu este greu de arătat că, pentru majoritatea procedeelor 
mult mai firești de luare a coardei „la întîmplare“ (aruncarea unui disc pe un p'an pe care s-au 
trasat drepte; aruncarea unei Lare pe un plan pe care s-a trasat un cerc; studiul traiectoriilor 
stelelor care intersectează discul Lunii sau al traiectoriilor unor particule care se mișcă liniar 
în cimpul vizual circular al unei lupe, al unui microscop sau al unui telescop) va fi valabilă 
prima soluţie a problemei, iar probabilitatea căutată va fi egală cu 1/2; în acest sens, prima 
dintre cele trei rezolvări date va fi „cea mai corectă“. 


92. Problema întiîlnirii. Două persoane au convenit să se in- 
tilnească într-un „numit loc între orele 12 și 13. Conform înţelegerii, primul sosit 
aşteaptă pe al doilea timp de 15 minute, după care pleccă. Care este proba- 
bilitatea ca cele două persoane să se întilnească dacă pentru fiecare dintre ele 
momentul sosirii la locul convenit este luat la intimplare între orele 12 şi13? 


93. O bară este frintă în trei bucăţi; cele două locuri de fringere sint 
luate la întimplare. Care este probabilitatea ca din cele trei bucăţi obţinute 
să se poată forma un triunghi? 


94*. O bară de lungime 1 este frintă în trei bucăţi în două locuri luate 
la întimplare. Care este probabilitatea ca lungimea nici uneia dintre bucăţile 
obținute să nu fie mai mare decit o mărime dată a? 


95. Pe un cerc sînt luate la întimplare trei puncte A, B și C. Care este 
probabilitatea ca triunghiul ABC să fie ascuţitunghic? 


96*. Din trei bare identice se rupe cite o bucată; locurile în care sint 
frînte cele trei bare au fost luate la întîmplare. Care este probabilitatea ca 
din cele trei bucăţi obţinute să se poată forma un triunghi? 


97**. Din trei bare identice se rupe la intimplare cite o bucată. Care 
este probabilitatea ca din aceste trei bucăţi să poată fi format un triunghi 
ascuţitunghic ? 


98***. O bară este frîntă în trei părţi; cele două puncte de fringere sînt, 
luate la întimplare. Care este probabilitatea ca din cele trei bucăţi obţinute 
să se poată forma un triunghi ascuţitunghic? 


99***. O bară este frintă în două părţi într-un punct luat la întimplare. 
Apoi cea mai mare dintre cele două bucăţi formate este frintă din nou în 
două bucăţi într-un punct luat la întîmplare. Care este probabilitatea că 
din cele trei bucăţi astfel obţinute să poată fi format un triunghi? 
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100***. Problema lui Buffon”. Pe o suprafață se trasează 
drepte paralele situate la distanța 2a una de alta. Pe suprafață se aruncă le 
întîmplare un ac subţire a cărui lungime este egală tot cu 2a. Să se arate că 
probabilitatea ca acul să intersecteze una dintre drepte este egală cu 2/r = 
2 0,637 (m = 3,14... este raportul dintre lungimea cercului şi diametru). 


Observaţie. Rezultatul acestei probleme permite să se determine numărul m, îs 
mod experimental, aruncind de mai multe ori un ac pe o hirtie liniată și însemnind numărat 
de cazuri în care acul intersectează liniile trasate (amintim că frecvenţa de apariţie a event- 
mentului dat este aproximativ egală cu probabilitatea lui). Astfel, prin 5 000 de aruncări r- 
petate ale actului s-a obţinut pentru + valoarea ræ 3,159 (o exactitate mai mare în determi- 
narea lui m cu acest procedeu. este greu de obținut, deoarece ar trebui efectuate extres 
de multe aruncări). Vă mai recomandăm cărțile [12], (32) şi [42]. 


Cu acestea încheiem seria de probleme consacrate calculului probabilităților. 
Subliniem că problemele date aici se referă de fapt la „preistoria“ teoriei 
probabilităților: de rezolvarea unor astfel de probleme este legată, în secolul 
al XVII-lea, apariția acestei discipline matematice în lucrările lui Pascal, 
Fermat şi Huygens. Dezvoltarea ulterioară a teoriei probabilităților în secolul 
al XVIII-lea şi la inceputul secolului al XIX-lea este legată de numele lui 
J.. Bernoulli, Laplace și Gauss; în lucrările acestor savanţi au fost analizate 
multe probleme teoretico-probabiliste și, pentru prima oară, au fost schițats 
căile de aplicare a noii discipline la probleme de științe naturale și de tehnică, 
Însă constituirea definitivă a teoriei probabilităților într-o ştiinţă mare, inda- 
pendentă, profundă și foarte importantă pentru practică, cu metode specifice 
de cercetare, s-a produs abia în a doua jumătate a secolului al XIX-lea şi ie 
inceputul secolului al XX-lea; un rol deosebit au avut lucrările iluştrilur 
savanți ruşi P.L. Cebișev, A.A. Markov şi A.M. Leapunov. 


D Georges Buffon (1707—1788) — ilustru cercetător francez al ştiinţelor natarti, 


ARTEA A DOUA 
PROBLEME DIN DIFERITE DOMENII ALE MATEMATICII 


1. PROBLEME REFERITOARE LA CONFIGURAŢII DE PUNCTE ŞI DREPTE 


Problemele 101— 107 se referă la acea parte a geometriei în care se cercetează numai 
poziţia reciprocă a punctelor și dreptelor în plan, fără a se lua în consideraţie distanțele dintre 
puncte sau unghiurile formate de drepte. Această parte a geometriei s-a dezvoltat în secolui 
si NIX-lea ca o disciplină importantă, care a primit denumirea de geometrie pro- 
tectivă. Chestiunile atinse în problemele 101— 107 se referă la un domeniu relativ restrins 
al geometriei proiective, anume la aşa-numita teorie a configurației [38], [65], 
4a.), această teorie are o mare importanță în matematica modernă (de aceasta ţine şi te- 
eria algebrică a planelor proiective). 


101. Este posibil să se creeze o reţea urbană de autobuze, formată din 
10 trasee, astfel ca în cazul suspendării oricăruia dintre aceste trasee să rămînă 
posibilitatea de a călători din fiecare staţie existentă de autobuz la oricare 
alta (se admite ca pe parcurs să se schimbe autobuzul), iar în cazul suspendă- 
zii a două trasee oarecare să existe staţii care să nu fie legate cu o altă staţie? 


102. Să se arate că o rețea urbană de autobuze poate fi astfel alcătuită, 
incit fiecare traseu să aibă exact trei staţii, oricare două trasee să aibă o staţie 
comună (în care se poate schimba autobuzul) şi din orice stație să se poată 
călători la alta fără a se schimba autobuzul. 


103*. O reţea urbană de autobuze, formată din mai multe trasee (mai 
mult decit două), este organizată astfel încît: 

1° fiecare traseu are nu mai puţin de trei stații; 

2° dintr-o staţie în alta se poate ajunge fără schimbarea autobuzului; 


3° pentru orice pereche de trasee există o staţie (şi numai una) în care 
se poate schimba autobuzul de pe un traseu pe altul. 

a) Să se arate că fiecare traseu de autobuze are acelaşi număr de stații 
şi că prin fiecare staţie trece același număr de trasee (egal cu numărul de 
stații ale fiecărui traseu). 


b) Să se găsească numărul de staţii de pe fiecare traseu de autobuze, 
dacă numărul total de trasee din oraș este egal cu 57. 
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104. a) Să se dispună în plan nouă drepte şi nouă puncte astfel incit prin 
fiecare punct să treacă cite trei drepte și pe fiecare dreaptă să fie situate rite 
trei puncte. 

b) Să se demonstreze că nu se pot dispune în plan șapte drepte și șapte 
puncte, astfel încît prin fiecare punct să treacă trei drepte și pe fiecare dreaptă 
să se afle trei puncte. 


105*. Într-un plan sînt date n drepte care nu sînt paralele două cite două 
şi sînt astfel situate, încît prin fiecare punct de intersecție a două dintre ele 
să mai treacă şi o a treia dreaptă din cele n considerate. Să se demonstreze 
că toate cele n drepte se intersectează într-un acelaşi punct. 


106** (Problema lui J. Sylvester!)). Într-un plan sînt date n puncte 
astfel dispuse încît pe fiecare dreaptă care uneşte două din aceste puncte 
mai este situat cel puţin încă unul. Să se demonstreze că toate cele n puncte 
sint coliniare (se află pe o aceeaşi dreaptă). 


Observaţie. Cu ajutorul principiului dualității din geometria proicctivă se poate 
demonstra că problemele 105 și 106 rezultă una din cealaltă. 


107**. Într-un plan sînt date n puncte, care nu sint toate situate pe 


aceeaşi dreaptă (necoliniare). Să se demonstreze că printre dreptele care unesc 
toate perechile posibile de astfel de puncte vor exista cel puţin n drepte diferite 


2. ÎNCĂ DOUĂ PROBLEME REFERITOARE LA POZIȚIA PUNCTELOR ÎN PLAN 


108. a) Să se determine toate poziţiile posibile a patru puncte în plan 
pentru care distanţele a două cite două dintre ele pot lua numai două valori 
diferite a şi b. Să se calculeze toate valorile raportului b/a pentru care sînt 
posibile astfel de distribuții. 

b) Să se determine toate poziţiile a n puncte în plan, astfel încît toate 
distanţele a două cite două dintre ele să ia una dintre cele două valori a sau b. 
Pentru care valori ale lui n există astfel de distribuții? 


109*. a) Să se demonstreze că într-un plan pot fi găsite oricît de multe 
puncte necoliniare astfel încît distanțele dintre două oarecare astfel de puncte 
să fie exprimate prin numere întregi. 

b)** Să se demonstreze că în plan nu poate fi indicată o infinitate de 
puncte care să verifice condiţiile problemei a). 


3. REŢELE PLANE DE PUNCTE 


Problemele 110— 112 sint consacrate rețelelor plane de puncte, adică sistemelor de puncte 
reprezentate de virfurile unei reţele de pătrate din plan, asemănătoare celei de pe paginile 
caietelor „de aritmetică“, Rețelele de puncte de acest gen joacă un rol important in matemati- 


D J. Sylvester (1814—1897) — matematician englez. 
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ca modernă (teoria numerelor) și în alte științe (cristalograiia); este deosebit de importantă 
teorema lui Minkowski (v. problema 111), care are multe aplicaţii în teoria numerelor 


(45), [38)). 


NN | Zi 
(0 CE EP ae 


a 
Fig. 9 Fig. 10 


110*. a) Pe o foaie de aritmetică este desenat un paralelogram ale 
cărui virfuri se află în noduri ale rețelei de pătrate, iar pe laturi și în inte- 
riorul lui nu se află alte noduri ale acestei rețele (fig. 9,a) Să se demonstreze 
că aria acestui paralelogram este egală cu aria unui pătrat al reţelei. 

b) Pe o foaie de aritmetică este desenat un poligon, ale cărui virfuri 
se află în noduri ale unei reţele de pătrate (fig. 9,b). Să se demonstreze că aria 
S a acestui poligon poate fi calculată cu ajutorul formulei 


k 
SN, 
+3 


unde A este numărul de noduri ale reţelei de pătrate situate in interiorul 
acestui poligon, iar k este numărul de noduri ale acestei rețele situate pe latu- 


rile lui; ca unitate de arie se ia aici aria unui pătrat al reţelei [astfel, aria 
poligonului reprezentat în fig. 9,b este egală cu a4 r= a). 


Evident că problema a) este un caz particular al problemei b). 


111**. Teorema lui Minkowski!. Pe o foaie de aritmeti- 
că este desenat un poligon convex simetric față de centru, centrul său de si- 
metrie fiind unul din nodurile rețelei de pătrate. Să se demonstreze că, dacă 
în afară de centrul de simetrie în interiorul poligonului nu mai există alte 
noduri ale rețelei, atunci aria poligonului nu poate fi mai mare decit 4 (ca 
unitate de arie se consideră aria unui pătrat al rețelei). 


112**. Fie o grădină rotundă de rază 50, în care copacii sint aşezaţi 
în nodurile rețelei de pătrate de latură 1; în centrul grădinii se află un chioşe 
B (fig. 10). Atita timp cit ccpacii rămîn destul de subțiri (îi considerăm ro- 


» Hermann Minkowski (1864—1909) — cunoscut matematician german. 
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tunzi şi de aceeași grosime), ei nu acoperă vederea din chioșc (adică există 
raze duse din centrul grădinii care nu intilnesc nici un copac); cind însă ce- 
pacii vor creşte, ei vor acoperi total vederea din chioșc. Să se demonstreze 


că, atita timp cit raza tuturor copacilor rămîne mai mică decit DT =: 


mw 
tad 


» vederea din chiosc nu va fi acoperită, însă atunci cînd această 


1 
50,01 
rază va creşte peste 1/50, vederea din chioșc va fi desigur complet acoperită, 


4. PROBLEME DE TOPOLOGIE 


Topologie se numește ramura matematicii care studiază proprietățile cele mal gene- 
rale, pur calitative, ale figurilor geometrice. Topologia a apărut ca știință independentă reits 
recent (abia în secolul al XX-lea). În prezent, aceasta este una dintre ştiinţele matematice 
importante, cu importante aplicaţii în multe alte ramuri ale matematicii ((2), [38], [17], (+38. 


113. Într-un plan sînt duse n drepte. Să se demonstreze că domeniile 
în care este împărțit planul prin aceste drepte pot fi vopsite cu două culori 
astfel ca nici un grup de două domenii vecine (adică domenii adiacente pe 
un segment) să nu fie vopsite cu aceeași culoare (fig.11). 

Problema 113 poate îi formulată și în modul următor: o hartă geogra- 
fică, formată de n drepte duse în plan, poate fi vopsită cu două culori asttei 
încît nici un grup de două țări vecine să nu fie vopsite cu aceeași culoare. î 
această formă, problema considerată se prezintă ca un caz particular gi 
următoarei probleme generale: care este numărul minim de culori cu care 
poate fi vopsită o hartă geografică oarecare astfel încît nici un grup de două 
ţări vecine să nu fie vopsite cu aceeaşi culoare? Această problemă este 
recent rezolvată (numărul culorilor este egal cu patru), deși ea preocupa 
pe matematicieni de peste o sută de ani. Problema vopsirii liniilor reţelei 
(problema 114) şi aceea a vopsirii nodurilor rețelei (v. observaţia la proble- 
ma 116) sînt şi ele legate de această problemă a vopsirii ţărilor de pe o hartă 


geografică. 


114**. Într-un plan este dusă o reţea de linii astfel incit în fiecare nod 
al ei se să întilnească nu mai mult de 10 linii (se numeşte nod un punct în 
care se întilnesc trei sau mai multe linii). Liniile se vopsesc cu culori diferite 
astfel ca nici un grup de două linii vecine (linii care se intilnesc tn acelagi 
nod) să nu fie vopsite cu aceeaşi culoare. Să se demonstreze că se poate realiza 
totdeauna un astfel de mod de vopsire dacă folosim 15 culori diferita; in 
anumite cazuri însă 14 culori pot fi prea puţine. 


Observaţie. Un mod de vopsire a reţelelor ce linii, analog celui din problemă, este 
întiinit uneori în practică. Anume, în cazul circuitelor electrice complexe, ca să nu se încazta 
firele la conectare, este comod să folosim fire de culori diferite (sau fire ale căror capete sin 
însemnate cu panglici de diferite culori); în acest caz, clemele aparatelor sint vopsite în ars- 
leaşi culori ca și firele. 

Binetnţeles că, în acest caz, nici un grup de două fire, prinse de un aparat, nu trebuie 
să fie de aceeaşi culoare. Aparatele electrice joacă, în acest caz, rolul de noduri ale rețelei dia 
problema noastră, iar firele rolul de linii ale rețelei. 
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115**. a) Un triunghi este împărțit în triunghiuri mai mici care nu se 
acoperă, astfel încît oricare două triunghiuri ale descompunerii sau nu au nici 
un punct comun, sau au un virf comun, sau au o latură comună (adică nici un 
grup de două triunghiuri ale descompunerii nu sînt alipite numai pe o por- 


ţiune din latura comună). Cele trei viriuri ale triunghiului mare sînt numero- 
tate cu cifrele 7, 2 și 3. Virturile triunghiurilor din descompunere sînt nume- 
rotate cu aceleași cifre 7, 2 și 3 astfel incit toate virfurile situate pe latura 72 
a triunghiului mare să fie notate cu cifrele 7 sau 2, toate virfurile situate pe 
latura 13 — cu cifrele 1 sau 3 și toate virfurile situate pe latura 23 — cu 
cifrele 2 sau 3, restul fiind cu totul arbitrar (fig. 12). Să se demonstreze că 
printre triunghiurile din descompunere se va găsi cel puţin unul, ale cărui 
virturi sint numerotate cu cele trei cifre diferite 1, 2 și 3. 

b) Să se formuleze și să se demonstreze teorema descompunerii tetra- 
edrului în tetraedre mai mici, analoagă teoremei din problema a). 


116*. Un triunghi este împărțit în triunghiuri mai mici în condiţiile date 
în problema 115, a). Să se demonstreze că, dacă în fiecare virf al descompu- 
nerii se întilnește un număr par de triunghiuri, toate virturile pot fi nume- 
rotate cu cifrele 7, 2 și 3 astfel încit virfurile fiecărui triunghi al descompunerii 
să fie numerotate cu trei cifre diferite (fig. 13). 


Există ipoteza că în toate cazurile (adică chiar dacă condiţia de paritate a nu- 
mărului de triunghiuri care se intilnesc în fiecare virf nu are loc) viriurile descompunerii pot 
îi numerotate cu patru cifre 1, 2, 3 şi 4 astfel încit virfurile fiecărui triunghi al descompunerii 
să fie numerotate cu trei ciire diferite. 

Vom observa că problema 116 poate fi formulată în modul următor: dacă triunghiul 
este împărțit în triunghiuri mai mici în condiţiile date în problema 115,2) și în ficcare virf ai 
descompunerii se întilnește un număr par de triunghiuri, atunci toate viriurile descompunerii 
se întilnește un număr par de triunghiuri, atunci toate virfurile descompunerii pot fi vopsite 
cu trei culori, astfel incit nici un grup de două virfuri vecine (adică virturi care aparțin acelu- 
iaşi triunghi) să nu fic vopsite cu aceeași culoare (compară cu problemele 113 şi 114). 


117***. Problema vecinilor. Un pătrat de latură 1 este 
împărţit în poligoane mai mici (pot fi şi concave; fig. 14). Să se demonstreze 
că, dacă toate aceste poligoane sint suficient de mici (de exemplu dacă fie- 
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care dintre ele poate fi cuprins în interiorul unui cerc de diametru 1/30), 
atunci se va găsi cel puţin un poligon al descompunerii care are nu mai puţin 
de șase vecini (adică poligoane care se ating cu alte poligoane date cel puţin 
într-un punct; v. fig. 14). i 


5. O PROPRIETATE A INVERSELOR NUMERELOR ÎNTREGI 


118***. Fie a un număr invers al unui număr întreg: a = 1/n, unde n 
este un număr întreg pozitiv. Să se demonstreze că orice curbă continuă care 
unește punctele A și B, a căror distanţă este egală cu 1, are o coardă! pa- 
ralelă cu AB, de lungime a. Dacă însă numărul a nu este inversul unui număr 
întreg, atunci va exista o curbă continuă care unește punctele A și B și care 
nu are nici o coardă paralelă cu AB, de lungime a. 


6. TREI PROBLEME REFERITOARE LA POLIGOANE CONVEXE 


Problemele 119— 121 sînt probleme de maxim și minim, legate de poligoane convexe, 
Aceste probleme mai pot fi generalizate, înlocuind în enunţul lor poligonul convex cu o fi- 
gură convexă oarecare (adică cu o figură în care se poate duce in orice punct de pe fron- 
tieră o dreaptă care să nu intersecieze figura; această condiţie înseamnă că figura nu are 
„intrinduri“), În acest caz, aproape că nici nu trebuie să modificăm rezolvările problemelor 


119— 121. 
Teoria figurilor convexe este o ramură importantă a geometriei, cu multiple aplicaţii 
în alte ramuri ale matematicii și în științele naturii (vezi [45], [40]: 143), [6], [19], [61], ş.a.). 
119. a) Să se demonstreze că orice poligon convex de arie egală cu 1 


poate fi inclus într-un paralelogram de arie 2. 
b) Să se demonstreze că un triunghi de arie 1 nu poate fi inclus într-un 


paralelogram de arie mai mică decit 2. 


1] Coardă a unei curbe oarecare se numeşte orice segment de dreaptă ale cărui capete 
se află pe curbă. 
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120. a) Să se demonstreze că orice poligon convex de arie 1 poate fi 
inclus într-un triunghi de arie 2. 


b)** Să se demonstreze că un paralelogram de arie 1 nu poate fi inclus 
într-un triunghi de arie mai mică decit 2. 


121*.a) Fie M un poligon convex şi 1 o dreaptă oarecare. Să se demon- 
streze că în M poate fi înscris un triunghi cu o latură paralelă cu 7 şi a cărui 
arie nu este mai mică decit 3/8 din aria lui M. 

b) Fie M un hexagon regulat și o dreaptă paralelă cu una dintre la- 
turile sale. Să se demonstreze că în M nu poate fi înscris un triunghi cu o 
latură paralelă cu 1 și de arie mai mare decit 3/8 din aria lui M. 


7. CÎTEVA PROPRIETĂȚI ALE ȘIRURILOR DE NUMERE 


122**. a) Să se demonstreze că, dacă orice grup de două din n pro- 
gresii aritmetice de numere întregi (adică progresii aritmetice cu toţi termenii 
numere întregi) infinite în ambele sensuri au un termen comun, atunci şi toate 
cele n progresii au un termen comun. Să se demonstreze că, pentru progresii 
care nu sînt formate din numere întregi, această proprietate poate să nu fie 
adevărată. 

b) Să se demonstreze că, dacă orice grup de trei din n progresii aritme- 


tice date infinite în ambele sensuri au un termen comun, atunci şi toate cele 
n progresii au un termen comun. 


Observaţie. Este interesant să observăm analogia dintre forma în care este enunțată 
această problemă şi aceea a următoarei teoreme geometrice: Dacă „orice grup de trei n figuri 
convexe date au un punct comun, atunci și toate aceste n figuri au un punct comun“ (vezi 


(40). 


123. a) Să se demonstreze că un şir compus dintr-un număr oarecare 
(mai mare decit treil) de cifre 1 şi 2 dispuse într-o ordine oarecare conține 
o cifră sau un grup de cifre care se repetă succesiv de două ori. 

b)** Să se demonstreze că există şiruri oricît de lungi formate din cifrele 
1 şi 2 în care nici o cifră sau grup de cifre nu se repetă succesiv de trei ori. 


124***. a) Să se demonstreze că există șiruri oricît de lungi formate 
din cifrele 0, 1, 2 şi 3, în care nici o cifră sau grup de cifre nu se repetă suc- 
cesiv de două ori. 

b) Să se demonstreze că există şiruri oricît de lungi formate din cifrele 
1, 2 şi 3, în care nici o cifră sau grup de cifre nu se repetă succesiv de două ori. 


Observaţie. Teorema din problema a) este o consecinţă a teoremei din problema 
b), deoarece orice șir format din cifrele 1, 2 și 3 poate fi considerat ca un şir format din cifrele 
0, 1,2 și 3 în care nu figurează cifra 0. Însă am dat aici separat problema a), deoarece rezolvarea 
ei este ceva mai simplă decit rezolvarea problemei b). 


125**. Fie T un număr întreg pozitiv oarecare format din N zerouri și 
unități. Să considerăm toate numerele de n cifre, unde n<W, formate din n 
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cifre consecutive oarecare ale numărului T; aceste numere vor fi în număr 
de N — n + 1 [ele vor începe cu a 1-a, a 2-a, a 3-a,...,a(N—n+i)-a 
cifră a numărului 71). 

Să se demonstreze că numărul de cifre N și însuşi numărul T poate fi 
astfel alese ca numerele de n cifre obţinute din 7 prin procedeul indicat să 
fie toate diferite şi ca printre ele să existe toate numerele posibile de n cifre 
formate din zerouri şi unități. 


8. PROBLEMA DISTRIBUȚIEI OBIECTELOR 


Problema prezentată aici are o formulare artificială, însă chestiunea pusă se referă în 
realitate la proprietăţile cele mai generale ale distribuţiei diferitelor obiecte (prăjituri“) după 
două criterii („sortul“ și „numărul cartonului “). Teorema din problema 126 și uncle generalizări 
ale ei sint esențiale pentru o serie de probleme din matematica modernă. 


126*. 20 sorturi de prăjituri cu cite 10 prăjituri de fiecare sort sînt îm- 
pachetate într-un mod oarecare în 20 cartoane (cîte 10 prăjituri în fiecare 
carton). Să se demonstreze că oricare ar fi distribuţia prăjiturilor în cartoane, 
este totdeauna posibil să obținem 20 de prăjituri din cele douăzeci de sorturi 
diferite, luind cîte o prăjitură din fiecare carton. 


9. PROBLEME REFERITOARE LA SISTEME DE NUMERAȚIE DIFERITE 
DE CEL ÎN BAZA ZECE 


Următoarele trei probleme sînt înrudite prin faptul că în seluţiile lor se folosesc sisteme 
de numerație diferite de cel în baza zece. 


127%***. Pătratele unei table infinite de gah se numerotează succesiv 
în modul următor: în pătratul din colţ se pune numărul O, iar după aceea 
în fiecare pătrat se inscrie cel mai mic număr posibil care nu a fost încă fo- 
losst la numerotarea pătratelor precedente de pe aceeași orizontală sau de pe 
aceeaşi verticală (fig. 15). Ce număr va căpăta, în acest caz, pătratul de la 
intersecția orizontalei a 100-a cu verticala a 1 000-a? 


128**. Jocul „nim“. Se iau trei grămezi formate fiecare din cîte un 
număr oarecare de chibrituri. Doi jucători iau alternativ chibrituri din ele, 
fiecare jucător putind lua orice număr de chibrituri din orice grămadă (însă 
numai din una). Se consideră că a ciștigat cel care ia ultimul chibrit. 

Să se determine în ce condiţii iniţiale jucătorul care începe jocul poate să 
cîştige sigur şi în care nu, şi să se găsească metoda jocului corect în primul 
caz. 


Observaţie. În loc de trei grămezi de chibrituri se poate juca desenind o tablă din 
trei șiruri de pătrate şi punind în aceste trei șiruri cîte o damă (fig. 16). Jucătorii mută alter- 


» Astfel, din numărul de cinci cifre 10 010 vom obține în modul indicat nrmătoarele 
patru numere de două cifre: 10, 00, 01 și din nou 10. 
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nativ cite una din dame cu orice număr de pătrate la dreapta şi se consideră că a cîştigat cel 
care face ultima mutare. Sub această formă, jocul poate fi jucat foarte comod pe o tablă neagră, 
cu o cretă şi un burete. 

O observaţie analoagă poate fi făcută şi în problema următoare. 


129***. Jocul „ţzianșiţzi“. În două grămezi se află cite un 
anumit număr de chibrituri. Doi jucători, care joacă alternatiy, iau chibrituri 
din aceste grămezi, încit la fiecare mișcare jucătorul poate lua sau nu număr 
oarecare de chibrituri din una dintre grămezi sau un număr egal din amindouă. 
Se consideră că a cîștigat cel care va lua ultimul chibrit. 

Să se determine în ce situaţii inițiale primul jucător poate cîştiga neapărat 
şi în care nu, şi să se determine metoda jocului corect în primul caz. 


10. POLINOAMELE CU CEA MAI MICĂ ADATERE DE LA ZERO 
(POLINOAMELE LUI CEBIŞEV) 


Problemele 130— 135 sint consacrate teoremei clasice a lui P. L. Cebișev referitoare la 
polinoamele cu cea mai mică abatere de la zero (v. problema 132) și la rezultatele legate de 
această teoremă. Acest ciclu de probleme joacă în matematica modernă un rol important. 


Abaterea funcţiei f(x) de la zero pe un segment oareare 
se numeşte cea mai mare valoare pe care o ia modulul funcției pe acest seg- 
ment; astfel abaterea de la zero, pe segmentul AB, a funcţiei y = f(x), al 
cărei grafic este dat în fig. 17, este egală 
cu lungimea segmentului MP. J 


130. Pulinoamele lui Cebîşev. M 
Să se demonstreze că pentru ze[—1, 1] 
expresia 


T„(z) = cos(n arccos z) 


reprezintă un polinom în z de gradul n, 
cu coeficientul dominant egal cu 27-1, Să 
se determine toate rădăcinile polinomului 


D „Nim“ și „zianșiţzi“ sint jocuri populare din China („ţzianşițzt“ în traducere în limba 
română înseamnă „alegerea pietrelor“; bineînţeles că înlocuirea chibriturilor prin pietre în 
enunţul jocului nu il modifică cu nimic). 
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T„(7) = 0 şi toate valorile lui z e [—1, 1] pentru care polinomul 7„() ia cea 
mai mare și cea mai mică valoare. 


131. Să se determine trinomul de gradul al doilea 
i z? + pr+q, 
a cărui abatere de la zero pe segmentul [—1, 1] are cea mai mică valoare 
posibilă. 
132 **. Să se demonstreze că abaterea de la zero a polinomului 
L” agati + aat? + i. H apa + a 


de gradul n, cu coeficientul dominant egal cu 1, nu poate fi mai mică decit 
1/2*-1 pe segmentul [—1, 1] şi este egală cu 1/2*1 numai pentru polinomul 


T„(z) (+. problema 130). 


2a- 


133*, Să se determine toate polinoamele cu coeficientul dominant egal 
cu 1, a căror abatere de la zero pe segmentul [—2 ,2] are cea mai mică valoare 
posibilă. 

134**. Să se determine polinomul de gradul n cu coeficientul dominant 
egal cu 1, a cărui abatere de la z`ro în sistemul de n + puncte x = 0, 
1, 2, ..., n are cea mai mică valoare posibilă (abaterea de la zero a funcţiei f(x) 
în sistemul de puncte z = q, x = b, x = c, ..., T = l se numeşte cel mai 
mare dintre modulele valorilor funcției în aceste puncte, adică cel mai 
mare dintre numerele |f(a)|, |f(2)|, .... IFO |). 


135***, Fie n puncte oarecare în plan şi anume A, Ae, ..., Ap Să se 
demonstreze că pe fiecare segment de lungime ] se poate găsi un punct M, 
astfel ca produsul 


MA: MAs... MA, 


să fie nu mai mic decit (4 - Cum trebuie să fie dispuse punctele A1. A3.... 


.. A, pentru ca pe un segment dat PQ, de lungime l, să nu se poată găsi 
un punct M astfel încit produsul 


MA, MAs... MA, 


să fie mai mare decit (4) ? 


11, PATRU FORMULE PENTRU NUMĂRUL = 


Se ştie că numărul = — raportul dintre lungimea cercului și diametrul său — nu numai 
că nu este raţional, dar nici nu poate fi reprezentat sub forma unei expresii algebrice finite, 
care să conţină operaţiile de adunare, de scădere, de înmulțire, de împărţire, de ridicare la 
putere şi de extragere a rădăcinii, efectuate asupra numerelor întregi, Însă numărul z poate 
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fi reprezentat în multe moduri sub forma unei expresii infinite (sumă a unei serii infinite sau 
produs infinit); prima formulă de acest fel pentru numărul z'a fost obţinută încă în secolul 
al XVI-lea (v. problema 142, a)). În această serie de probleme sînt date unele formule clasice 
pentru m, care permit calculul acestui număr cu orice grad de precizie. 


136. Să se demonstreze că: 
a) dacă 0 < a < 7/2, atunci sina < « < tg a; 


sina _ sin na 
> . 


b) dacă 0 < na < r2, atunci 
a na 


187. Să se simplifice expresia 
o a "a o 
COS =— cos — cos —... G0s—: 
2 4 


138. Să se demonstreze că 
a) sin na = Cl sin a cos”! a — C} sin? a cos”? a A+ CÌ sinë costa —... 3 
astfel 
sin 6x = 6 sin a cos5 « — 20 sin? « cos? x + 6 sinë «œ cos a. 


b) cos na = cos” a — C2 sin? a cos%-2a + C$ sint « cos™™t a —...; 


astfel 
cos 6x = cos? a — 15 sin? æ costa + 15 sint a cos? « — sin’ g. 
1 _2 mM 5 5 at 
dj vana n Co 008 e Cota Lor eti Cate A tata 
1— Catga + Cata a — .. 
astfel 
e, 5 
ponm CeeS ui ko A 


4 — 15tg?a + 15 tgt a — tgê «a 


139. Să se formeze ecuațiile care admit ca rădăcini numerele 


z 27 3r l (m — i)z 
a) ctg —=—, etg E og E.. otg ZT 
8 m41 E ompi NCP uta E mAh 
ctg T, 
2m +1 


2n — ir si 
—ctg (et, (n fiind par); 
4n 
T . , 27 yan , m — irz 
e) sin? > Sin? —> sin? ee, Sin? me ; 
m 2m 2m 2m 
2 o Ed 
pei AID 9 DE up 57 „„ (2m — 1)r 
d) sin2—, sin? =, sin? sin? Ceen, 
4m 4m 4m i 4m 


140. Să se demonstreze că 


T T 
a) ctg? —— + ctg? ctg? +. 
) ete 2m + d TERE maa g 2m +1 
> MT m(2m — 1) 
as. tg =; 
E A 3 
b) cosec2-—F_— + cosse? —— + cosec2 vor 
2m +1 2m +1 2m +1 
yea mr _m(2m + 2) i 


2m+ 1 3 
c) pentru n par 


T 3r ör Tr (2n — 3) 7 
ctg — — ctg — + ctg — — ctg — n. + Ce — 
ea Sa Ea r En au ul i 
otg (2n — i)z SE 
án 
141. Să se demonstreze că 

T in Ei . im— ha vm 

sin y Say Sin gy ++ Sin Zi Dra 

i . ör (2m — 1) z «2 
sin sin sin _— in La 


2) 


T i 
i o AER TE 
22 2 2 22 22” 
b) Cu ce este egal produsul infinit 
i Ia 1i Ra e Ti 
=| —+— >=> >t Ny HH n 
Va ts praz a Ii iati 2 ja 2/2 22 


143. a) Din identitățile de la porblemele 140, a) şi b) să se deducă f o r- 


mula lui Euler 


x 1 i 1 
LII E af EER 
6 + 22 ză 2 42 


b) Cu ce este egală suma seriei 


144. a) Din identitatea de la problema 140, c) să se deducă formula 


lui Leibniz? 


z 1 1 1 
Mi a Dra 
4 3+5 7 


b) Cu ce este egală suma seriei 
l t 4 
tratara ra 


D Francois Viète (1540—1603) — cunoscut matematician francez, unul dintre 
creatorii simbolicii algebrice 


tele Ta 


i soaa Ie 


n radicali 


moderne. 


3 


Un sens analog il au problemele 142, b), 143, 144, 145. 
D Gotfried Wilhelm Leibniz (1646—1716) — ilustru ma temalician german, 
unul dintre creatorii calculului diferențial și integral. 
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4 — Probleme neelementare — c. 366 


145*. Din identitățile de la problema 141 să se deducă formula lui 
Wallis 


12. CALCULUL ARIILOR FIGURILOR CURBE 


Problemele 146-154 sint consacrate calculului ariilor unor figuri curbe (adică mărgi- 
nite de contururi curbe). În cursul de geometrie, predat în şcoala medie, se calculează ariile 
citorva figuri curbe simple — cerc, sector, segment. Însă în studiul multor probleme ştiin- 
ţifice și tehnice se întîmplă să întîlnim calculul ariilor unor figuri mai complicate, mărginite 
de contururi curbe, altele decit arcele de cerc. O mare parte a cursului de matematică su- 
perioară, studiat în institutele de învăţămint superior, este consacrată metodelor generale 
de găsire a unor astfel de arii. Aceste metode generale (metode de integrare a îuncţiilor) au 
fost create în cea mai mare parte în cursul secolelor XVII-XVIII, cind dezvoltarea tehnicii 
a dus la necesitatea efectuării a numeroase calcule de acest gen. Însă in știință au fost întilrite 
diferite probleme de calcul al ariilor figurilor curbe cu mult înainte de această vreme; o serie 
de astfel de probleme au fost rezolvate mai înain' cu cjutorul a diferite artificii de calcu’ a 
căror utilizare nu cere cunoştinţe care să iasă di drul programei de liceu ([1], [46' Unele 
dintre aceste probleme vor fi date mai jo: 

Un loc central printre problemele di acc: serie îl ocupă problemele 149—1 :, care 
conţin teoria geometrică a logaritmilor naturali. 

Rezolvarea ultimelor două probleme din această scrie se bazează pe rezultatul proble- 
mei 159,c). 


În problemele următoare se vor calcula ariile unor trapeze curbi- 
linii ABCD, mărginite de curba BC, dată de ecuaţia y = f(z) (de exemplu, 
parabola y = z2, sinusoida y = sinz eto.), de segmentul AD al axei absciselor 
şi de două segmente AB și CD de pe dreptele paralele c ı axa ordonatelor 
şi care corespund la valorile x =a şi x = b (fig. 18, a). În diferite cazuri; 


Fig. 18 


latura AB a trapezului curbiliniu ABCD va deveni un punct, aşa că în locul 
trapezului curbiliniu ABCD va fi triunghiul curbiliniu ACD 
(fig. 18,5). 

D) John Wallis (1616—1703) — cunoscut matematician englez. 
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În calculul ariei trapezului curbiliniu ABCD (ca şi în calculul ariei cer- 
cului) trebuie folosită teoria limitelor. Se va împărţi baza AD a acestui tra- 
pez în n părţi, prin punctele Mı, Mə, ..., Mp. şi se vă presupune că lungimile 
segmentelor AM, MıMə, MaMy, ..., M-a D sînt egale respectiv cu hı, ha, 
ha, ... ha. Se va duce, apoi, prin punctele Mı, M,,..., Mp drepte paralele 
cu axa ordonatelor; aceste drepte vor intersecta curba y = f(x) în punctele 
N, Na, =: Naa (fig. 19). Se vor construi acum n dreptunghiuri, care au 
drept baze segmentele AM, MM, MM, ..., MD, iar ca înălțimi seg- 
mentele MN, MN, Maha, ..., DC. 

Se vor nota abscisele punctelor M, Me, ..., My D CU Ti, La, co, Tae 
Z, deoarece abscisa punctului A este egală cu a, iar abscisa punctului D este 
egală cu b, rezultă zı = a + h, £a = a + hi + ho, ce, Za- = 4 + hi + hat- 
dee + hp- = b — hp Ta = b. Lungimile segmentelor MN, MaN, Mas, ... 
-n DC vor fi egale respectiv cu f(z.), f(£2), f(23), ..., F(X); deci aria figurii în 
trepte formată din cele n dreptunghiuri va fi egală cu 


Sp = F(za) ha + fa) ha + f(x) ha +. + f(za) lac (*) 


Se va mări acum nemărginit numărul n; dacă, în acest caz, toate lungi- 
mile hu, ho, ha, ..., hp ale segmentelor AM, MM, MaMo, ..., Mpa D vor 
descrește nemărginit, suma ariilor celor n dreptunghiuri va tinde către o 
limită egală cu aria trapezului curbiliniu ABCD O. Deci, trebuie aşezate 
cele n — 1 puncte Mı, Mz, ..., Mau pe. segmentul AD, astfel incit să se 
poată calcula suma (*); după aceasta, punind în formula obținută n — œ, 
se va găsi aria trapezului ABCD (bineînțeles cu condiţia ca pentru n — co 
toate distanțele dintre punctele. vecine să tindă către zero). 

Aria triunghiului curbiliniu ACD (v. fig. 18, b) se va calcula firește la fel, 
deoarece triunghiul este un caz particular al trapezului. 


1) Se observă că drept înălţimi ale celor n dreptunghiuri s-ar fi putut lua cu același succes 
segmentele AB, MN, MN, ...; Mn-1 Na; în toate problemele date mai jos este ușor de veri- 
ficat direct că suma ariilor unor astfel de n dreptunghiuri, pentru n — œo , tinde către aceeași 
limită ca și suma (+). Această limită comună va fi aria trapezului curbiliniu ABCD. 
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În problemele următoare, se consideră peste tot că numerele a şi b sint 
pozitive şi b > a. 


146. Să se determine aria triunghiului curbiliniu mărginit de parabola 
y = 22, axa abseiselor şi dreapta z = a (fig. 20). 


147. a) Să se determine 
aria mărginită de bucla ABC 
a sinusoidei y = sin z(—xj2< 
<x<3r/2) şi de dreapta AC 
(fig. 21, a). 


b) Să se determine aria 
triunghiului curbiliniu mărginit 
“de sinusoida y = sin z, de axa 
absciselor şi dreapta z = q, 
unde as (fig. 21,b). 


145*. a) Să se determine 
aria trapezului curbiliniu măr- 
ginit de parabola de gradul m, 
y = x”, unde m#—{1, de axa 
absciselor și de dreptele z = a 
şi z= b. 

b) Utilizind rezultatul 
problemei a), să se determine 
aria triunghiului curbiliniu mărginit de parabola de gradul m, y = a” (m>0), 
axa absciselor şi dreapta z = b. 


Următoarele patru probleme sint consacrate calculului ariei trapezului 
curbiliniu, mărginit de curba y = zi = 1/z, axa absciselor şi dreptele z = a 
şi z = b, adică sint consacrate cazului m = —1, exclus din studiu în enunţul 
problemei 148, a). 


149. Fie S, și Sz ariile trapezelor curbilinii mărginite de hiperbola y = 
= 1/x, axa absciselor și respectiv dreptele r = au, x = bı ṣi £ = az, T= b 
(fig. 22). Să se demonstreze că, dacă SENLA atunci 5, = Sa. 

ai az 

Se va determina, acum, valoarea ariei trapezului curbiliniu mărginit de 
hiperbola y = 1/z, axa absciselor şi dreptele x = a și x= b (fig. 23). Gonform 
rezultatului problemei 149, această problemă depinde doar de raportul b/a = 
= c; trapezele pentru care acest raport este același au aceeași arie. Cu alte 
cuvinte, aria considerată este funcţie de numărul bja =-c; o vom nota cu 
F(c). 

Evident că pentru fiecare număr z mai mare decit 1, F(z) este egală 
cu aria trapezului curbiliniu mărginit de hiperbola y = 1/z, axa absciselor și 
dreptele z = 1 și x = z (v. fig. 24, a, în care această suprafață este hașurată). 
Este firesc să considerăm că F(1) = 0; așa vom proceda în cele ce urmează. 
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În ceea ce priveşte numerele z mai mici decît unu, va fi comod să considerăm 
că pentru ele F(z) este egală cu aria trapezului curbiliniu mărginit de hiper- 
bola y = 1/z, axa absciselor şi dreptele z = z și z = 1 (fig. 24, b), luată 
cu semnul minus. Cu aceasta, funcţia F(2) este definită pentru toate 


y} 
| 


Fig. 22. Fig. 23 


valorile pozitive ale lui z; conform cu această definiţie F(z) > 0 pentru 
z > 1, F(1)= 0 şi F(z) <0 pentru z < 1. 

Următoarele trei probleme sînt consacrate studiului funcției F(z); ele 
conduc la concluzia că această funcție coincide cu funcția logaritmică bine 
cunoscută din cursul de algebră elementară (pentru o anumită bază a logarit- 
milor, diferită de 10). 


y 


Fig. 24 


150. Să se demonstreze că pentru oricare două numere pozitive zı Și za 
F(z122) = F(z) + F(z). 


151. Să se demonstreze că funcția F(z) ia valoarea 1 într-un anumit 
punct situat între 2 şi 3. 
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În cele ce urmează, valoarea lui z pentru care F(z) = 1 se va nota tot- 
deauna cu litera e. Din problema 151 rezultă că 2 < e <3. 

Numărul e joacă în matematică un rol considerabil și adesea apare în 
probleme diferite care la prima vedere nu sînt nicicum legate de definiția 
ariei „de sub hiperbolă“ (v., de exemplu, problemele 156—158, 160—161 
sau 78). 


152. Să se demonstreze că 
F(z) = log, Z. 


Deci, prin consideraţii geometrice, legate de calculul ariei „de sub hiper- 
bolă“, am fost conduşi pe neașteptate la funcţia log z cunoscută din cursul 
de algebră. În acest caz, baza sistemului de logaritmi nu mai este arbitrară, 
așa cum a fost la introducerea logaritmilor în cursul de algebră din școală: 
ajungem dintr-o dată la un anumit sistem de logaritmi? care are ca bază un 
anumit număr e cuprinse între 2 şi 3. Aceasta poate arunca o oarecare lumină 
asupra cauzei pentru care creatorii teoriei logaritmilor Neper şi Briggs, care, 
independent unul de altul, au dezvoltat această teorie, cam în acelaşi timp, 
nu au luat ca bază a sistemului de logaritmi numărul 10 (ceea ce pare a fi 
mai simplu) ci un acelaşi număr irațional e. Neper și Briggs nu au cercetat 
ariile de sub hiperbolă, însă, în esenţă, modul lor de definire a logaritmilor 
este asemănător cu cel dat de noi şi, la fel, conduce imediat la logaritmi în 
baza e (vezi [1]). 

Logaritmii în baza e se numesc de obicei logaritmi naturali 
şi se notează cu simbolul 


In z = log, z. 


Astfel, s-a demonstrat că F(z) = ln z. De aici rezultă că aria trapezului 
curbiliniu mărginit de hiperbola y = 1/x, de axa absoiselor şi de dreptele 


z = a şi z = b, unde b > a, este egală cu In 2 (v. p. 52). Acest rezultat are 
a 


aplicații multiple; prin aceasta se explică faptul că logaritmii (tocmai logarit- 
mii naturali) apar adeseori în răspunsurile multor probleme care la prima 
vedere nu au nici o legătură cu funcţia logaritmică (v., de exemplu, problemele 
159, c), 162, 166, 169, 170 sau problemele 91, 98, 99). 


153*. a) Să se determine aria trapezului curbiliniu mărginit de curba 
y = a7, axa absciselor, axa ordonatelor și dreapta z = b (fig. 25, a). 


1) Se poate ajunge geometric și la logaritmi într-o bază diferită de e: pentru aceasta, 
trebuie numai ca în locul hiperbolei y = 1/x să se considere hiperbola y = c/r, unde numărul 
c este diferit de unu. Astfel, luind pentru c un anumit număr irațional egal aproximativ cu 
0,4343, se obțin logaritmii în baza zece. Însă intr-un astfel de procedeu, logaritmii în baza e 
apar deosebit de simplu şi firesc (deoarece dintre toate hiperbolele de forma y = c/x hiper- 
bola y = 1/7 este cea mai simplă). 
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b) Să se determine aria triunghiului curbiliniu mărginit de curba y = 
= log,z, de axa absciselor și de dreapta z = b, unde b > 1 (fig. 25, b). 


154*. Să se determine aria trapezului curbiliniu mărginit de curba 


log, x 
y= a, 
z 


axa absciselor și dreapta x = b, unde b > 1 (fig. 26). 


13. CÎTEVA LIMITE REMARCABILE 


Problemele culese mai jos referitoare la găsirea limitelor sînt înrudite cu problemele geo- 
metrice din ciclul precedent; rezolvările acestor probleme se [bazează pe rezultatele proble- 
melor 146—154. Rezolvări pur algebrice peniru unele probleme pot fi găsite în [56]. 


155. Să se demonstreze că pen- 
tru k>—1 

k k k k 
lim A +2 +3 +H.. Hn 3 1 | 
n> păr k+41 

Rezultatul problemei 155 arată 


că, pentru n mare, suma Îi + 2% + 
L 3t 4. + n", unde k> —1, are 


niti. 


mărimea de ordinul 
k+ií1 
Aceeaşi sumă pentru k= — 1 şi k < — 1 va fi studiată în problemele 
162 și 164. 
Mai departe, se vor mai întilni de multe ori evaluări aproximative ale 
sumelor sau ale produselor, presupunind că numărul termenilor (sau al fac- 
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torilor) este mare. lvaluările obţinute în acest caz vor fi de două tipuri di- 
ferite. În unele cazuri, va fi găsită o expresie simplă, astfel încît diferența 
dintre sumă şi această expresie să descrească nemărginit cînd n crește, adică 
să tindă către zero cind n — œ. În aceste cazuri, eroarea absolută 
provenită din înlocuirea sumei cu expresia noastră va fi foarte mică pentru 
n mare. Cu alte cuvinte, aici suma a n termeniesteaproximativegală 
cu expresia considerată; ca semn al egalității aproximative se va utiliza 
semnul x. 

Însă, uneori, ca de exemplu în cazul problemei 155, are loc o altă situație. 
Aici nu se poate afirma că pentru n mare diferenţa 1* + 2 + 3% + ... +n" — 


k k kL k 

— nk+1 devine foarte mică. Însă raportul bla ee a 
k+íi nëtt (k + 1) 

pentru n mare, este foarte apropiat de unu, adică inlocuind suma 1* + 
+ 2t + 354 ... + n* prin expresia nE*l/(k + 1), se comite o eroare, posibil 
foarte mare în valoarea absolută, însă mică în raport cu suma însăşi 1* + 
+ 25 + 35 +... + në (adică eroarea relativă în acest caz va fi 
mică). În asemenea cazuri, în matematică se vorbeşte despreechivalența 
a două expresii şi se utilizează semnul ~; astfel, rezultatul problemei 155 
înseamnă că suma 1* + 2t + 3£ +... + nf este echivalentă cu n**!/(k + 1); 


1 4 2 + 3E + e. + nt o n 


156*. a) Să se demonstreze că șirul de numere 


1)! 4 N2 1% 4 n 
4 — 1+>]o’ i+... i+.. 
e ă (a) A (ae 
aste crescător, 
b) Să se demonstreze că şirul de numere 


4 N2 438 4y | Yar 
1 =] [bah I1- +j rr i, 
e asia) 
aste descrescător. 
Din rezultatele problemelor 136, a) și b) rezultă ușor că şirurile de numere 


scrise în enunţurile acestor probleme tind către o limită (una și aceeași!). 
într-adevăr, şirul de numere 


$ AN 1X2 1% 

Aro ro Ji +l, 

J ( 2 3 
conform enunțului problemei a) este crescător; în afară de aceasta, aceste 
numere nu pot creşte nelimitat: ele sînt toate mai mici decit 4, deoarece 


AR a 
n n 1 
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deoarece, şirul din problema b) este descrescător). Deci termenii șirului tind 
aa ia ăi a z ea lie at 1 1y 
zătre e anumită limită. La fel se arată că termenii șirului ( + a , ( + 3) A 


pa 


{yi : 3 ai be, ai mat : . 
fi -+ 3) „... tind către o a iumită limită: acest şir este descrescător şi toate 


` : : A 1) 
numerele care-l formează sint mai mari decit ( + 3) = 2, întrucit 


er teo) 
n n 4 


idevarece, în afară de aceasta, 


n+l 
( 3) ' 1 
fr NE E (1+ =)= 1, 
K i 3l n=c n 
pate 
n 


zezultă că limitele celor două şiruri coincid. 
Limita comună a șirurilor din problemele 156, a) şi bh) este situată fatres 
2 şi 4; ea coincide cu numărul e, definit geometric la p. 54, 


gv. rezolvarea problemei 156). 
Din rezultatele problemelor a) şi b) rezultă că pentru orice n întreg pozitiy 


(1+ J <e<(1+ ar, 
n i n 


aceasta permite să determinăm numărul e cu un grad de precizie oricit ds 
mare. Primele citeva semne zecimale ale numărului e sint următoarele: 
e = 2,118281828459045 ... Să mai observăm că în calculul numărului e ss 
folosim in mod obișnuit nu de rezultatul problemei 156, ci de seria dati mai 
departa în enunţul problemei 158. 


157%. Să se demonstreze că pentru orice z pozitiv sau negativ 
n= D 


ecim ( i =), 
n 


wade e sste limita comună a şirurilor din problemele 158 , a) şi b). 


Problema 157 mai poate fi formulată astfel: să se demonstreze că 


zor 1 nqz 
lim (1+ a = [aim (1+ z) ] . 
n> 0 n n>% n 


158**. Să se demonstreze că 


E a A e le z 
= Z >T e == ...3 
ci ara Ta 


în particular (pentru z = + 1 şi z = — 1), 


1,14 1 
=1 +1 +++.. +=.. 
di în e e ae T 


159. Să se determine valorile următoarelor limite: 


a) imn In(1+ 5} b) liiin log, (+5) 0) lim n(fa-— 1). 
n n> n n> 


n- 0 


161***. Să se demonstreze că pentru orice n intreg pozitiv, numărul n} 
se află între limitele 


zen) < n! < eaz] 


161***. a) Să se demonstreze că raportul 


e [E] 


cind n — co tinde către o anumită limită C (situata, conform rezultatului 


problemei precedente, între E e şi e, adică între 2,43 și 2,72): 


b) Să se demonstreze că numărul C din problema a) este egal cu V2r = 
= 2,50 (7 este raportul dintre lungimea cercului și diametru: m æ% 3,14), 
Din rezultatul problemei 161 rezultă că 


lim —7!—_=1, adică nl ~zn (=) 
n>n J3an (=) e 


(în ceea ce priveşte semnul ~ v. p. 56). Această formulă aproximativă se 
numeşte formula lui Stirling; ea are numeroase aplicaţii în dife- 
rite probleme de matematică și fizică. Se constată că încă pentru n = 10 


1) John Stirling (1692—1770)— matematician scoţian. 
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formula lui Stirling dă valoarea lui nl cu o precizie foarte bună (într-adevăr 
101 = 3 628 800, iar cu ajutorul tabelelor de logaritmi cu cinci zecimale 


. SOERA ' : sz— (10)! haite 
găsim că, cu o eroare mai mică decit a cincea cifră, v20 m z) æ 3 598 700; 
e 


= 10 
astfel; dacă înlocuim 10! cu numărul (e » eroarea va fi mai mică 
e 


decit 1%); cînd n creşte, precizia acestei formule crește repede. În același 
timp, tocmai pentru valori mari ale lui n calculul direct al lui n! ca produsul 
tuturor numerelor întregi de la 1 la n devine foarte greoi. Pentru unele apli- 
caţii ale formulei lui Stirling v. observaţiile la rezolvările problemelor 76, b), 
77, a) şi b). 


162. Vom nota 
4 


n—1 


Dat — Inn = fa. 


Să se demonstreze că: 
a) pentru orice n, numărul y, este cuprins între O şi 1; 
b) pentru n — œ, numărul y, tinde către o limită determinată y (bine- 
înțeles cuprinsă de asemenea între 0 şi 1). 
Astfel, pentru valori mari ale lui n are loc egalitatea aproximativă 
! 1,1 1 
MPa po alinn ++ 
2 3 n 
a cărei precizie creşte odată cu n. Întrucit pentru n — co diferența 


(n + 0 — Inn = nt = m(1++2) 
n n 


tinde către zero |ueoerece (+ + 5) => 1] , rezultă că și această egalitate poate 
n 
fi scrisă într-o formă mai elegantă: 
1 are di d yi a = In n + y 
2 3 n 


(compară cu rezultatul problemei 169). 
Numărul 


: td 1 ` 
= lim [1+ +> +.. + — 1n n) 
i i ( ea n—1 
este esențial pentru o serie de probleme din matematica superioară (v. de 
exemplu, așa-numita a treia teoremă a lui Mertens, problema 170), acest 


număr se numește constanta lui Euler. Primele citeva zecimale 
ale acestui număr sint următoarele: y = 0,57721566 ... 
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163*. a) Să se demonstreze că există un număr C astfel ca diferențe 


legi „lg2 ,lg3 lg(n — 1) 
2 42 4 an pp e —C ln = 8, 
a a Toad it 


aš se afle pentru orice n între — 1/4 şi + 1/4. Să se determine acest număr C. 
b) Să se demonstreze că, pentru n — œ, &, tinde către o limită determi- 

pată (situată, de asemenea, între — 1/4 şi + 1/4). 
Astfel, pentru valori mari ale lui n este adevărată egalitatea aproximativă 
lgi ,lg2 ,lg3 (n — 4) 


EA A DA 


ga Cin +3 
TE nZ g'n + 


sau, ceea 'ce este acelaşi lucru (compară cu problema 162), 


E E ie ca Eens 
1 2 3 n 


Precizia acestei egalități creşte odată cu n. 
Este interesant să se compare rezultatul acestei probleme cu teoreme 
din problema 167. 


164. Să se demonstreze că, pentru l > 1, suma 
I R i 1 
1+ zi ta +. + z 
tinde, cind n crește nemărginit, către o limită anumită: C, situată între 
1/(1 — 1) şi [0 — 1). 
Astfel, pentru n mare este adevărată egalitatea aproximativă, a căreă 


precizie crește odată cu n: 


1 1 1 
De Pate ca 


l 
<C< 
l— i l—i 


Propoziția din problema 164 mai poate fi formulată şi în modul următore 
guma infinită 


aici C este o constantă cuprinsă între limitele 


Ps. (2) 
unde ? > 1, este cuprinsă între 1/(1—1) şi 1/(1—1); astfel, pentru ? = 2 această 
sumă este cuprinsă între 1 şi 2, iar pentru l = 4, între 1/3 şi 4/3. [În ceea ce 


priveşte expresia exactă a sumelor seriilor 1 + zi + Za + za +. i i 
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14 14 1 7 5 
Patata .. V. problemele 143, a) şi b). Pentru Z < 1, seria (*) 


su are o sumă finită; v. problemele 155 şi 162.] 


14, CÎTEVA PROBLEME DIN TEORIA NUMERELOR PRIME 


Teoria numerelor este o ramură a matematicii carc studiază proprietăţile numerelor 
faoteegi. Un loc insemnat în teoria numerelor il ocupă problemele legate de studiul numerelor 
prime (adică al numerelor care nu au alți divizori în afară de ele înseși şi unitatea); din acest 
cicir de probleme fac parte și problemele 165— 170. Un loc central îl ocupă aici teorema hý 
P. L. Cebişev (problema 166), care se referă la un număr de proprietăţi mai profunde ale tes- 
viel aumercior (vezi [4], [57], [64], [60]). 


Să observăm că, cu toată formularea lor elementară, problemele de teoria numerelor 
prime se referă la cele mai grele probleme din matematică; o parte dintre ele au fost rezolvate 
dopr în ultimul timp, iar unele nu sint rezolvate nici pină în vremea noastră. 


Numărul numerelor prime care nu sint mai mari decit numărul N se 
notează cu n(N); astfel, 


(1) =0, (2) =1, z(3) = z(4) = 2, r6)=n(6)=3, 
(7) = n(8) = z(9) = n(10) = 4, z(11) = xz(12) = 5, 
(13) = z(14) = z(15) = n(16) = 6, .... 
165**. Să se demonstreze că pentru n — 00 
z(N)/N — 0. 


166***. Teorema lui Cebișev. Să se demonstreze că se po 
găsi două numere A și B, astfel incit pentru orice N 


f 
ia ep 
lg N Ig N 


Evident că proprietatea din problema 165 rezultă din teorema lui Cebişav ; 


pa A N „T(N 
din inegalitatea (N) < B rezultă că TOJ 
lg N 
Teorema lui Cebișev afirmă că numărul (/V) al numerelor prime care 
nu stot mai mari decit N are ordinul lui N/lg N; această teoremă remarcabilă 
a constituit un prim pas în rezolvarea problemei distribuţiei numerelor prime. 
Cebigev a găsit limite destul de strînse între care poate să fie cuprins 
(NV); anume, el a arătat că 


— 0 pentru N > oo. 


N 


l g N 


0,40 < z(N) < 0,48 
lg N 
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Acest rezultat capătă o formă mult mai elegantă, dacă se trece la logaritmi 
naturali (logaritmi în baza e = 2,718 ..., v. problemele 149—152): (A) este 
cuprins între limitele 


N N 
0,92- < aN) <11. 
ni di nN 


-— Astfel, se vede că variația funcției x (N) este redată cu o mare exactitate 
de funcția N/ln N (factorii numerici 0,92 și 1,11 diferă puțin de 1). Cebişev 


a demonstrat , de asemenea, că dacă raportul z(V): f 
n 


tinde, pentru 
N — œ, către o limită anumită, această limită este egală cu 1. Faptul că 


limita raportului z(N) : 


7 Ta pentru N — œ, există într-adevăr (şi deci, 
ni 

este egală cu 1), a putut fi demonstrat abia la sfirșitul secolului trecut, adică 
aproximativ după 50 ani de la lucrările remarcabile ale lui P. L. Cebişev. 


Prima demonstraţie a existenţei limitei raportul (NV) 2 (datorită ma- 
n 


tematicianului francez J. Hadamard) a cerut utilizarea unui aparat destul 
de complicat, aparţinind matematicilor superioare: demonstraţia elementară 
(deşi prea complicată) a fost dată pentru primă oară de matematicianul danez 
Selberg abia în zilele noastre. 

Se obține deci, în definitv, 


N 
ln V 


167***. Prima teoremă a lui Mertens. Fie 2, 3, 5, 7, 114, ... 
..., p toate numerele prime nu mai mari decit un număr NW. Să se demonstreze 
că, pentru orice W, expresia: 


lg 2 le le5 le? leit 
Doa e a NT! 


este mai mică în valoare absolută decît un anumit număr R (ca număr R 
poate fi luat, de exemplu, numărul 4). 

Cind N crește nemărginit, logaritmul acestui număr va creşte şi el nemăr- 
ginit: lg NN va fi mai mare decit orice număr K dat dinainte, de îndată ce V 
va fi luat mai mare decit 10“. Suma 


z2 g3 lg5,lg7 igit 
313 t5 t7 tn 


z(N) ~ 


pa er. 
p 


unde 2, 3, 5, 7, 11,..., p sînt toate numerele prime nu mai mari decit -V, 
de asemenea creşte nemărginit cînd N creşte nemărginit. Prima teoremă a lui 


1) F, Mertens— matematician austriac, specialist în teoria numerelor. Lucrările 
sale de bază datează de la sfirșitul secolului al XIX-lea. 
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Mertens afirmă că diferenţa dintre aceste două expresii care cresc nemărginit 
rămine totdeauna relativ mică: în valoare absolută, această diferenţă este 
mai mică decît numărul 4. Astfel, suma 


lg2 ,lg3 „lg5 ,lg7 lgti lg p 

ai id ct a i le la =a0a 1 aia aa dl ri laica 

e SE ae e ea 
p ate îi înlocuită, cu aproximaţie, prin expresia lg N; în acest caz, eroarea 
va fi totdeauna mai mică decit numărul 4, așa că, pentru un N mare, eroarea 


relativă va fi foarte mică. 
Din prima teoremă a lui Mertens, rezultă în particular că 


2 3 5 
(relativ la notații v. p. 56): într-adevăr, pentru N — oo 
lg 2 lg3 lg5 lg p 
ai mită Eu - Bg Sf MI RR = E a 
2 3 5 i p 
lg N 


lz2 1g3 1g5 
ara n 


ai 


lg2 1 lg 5 l 
Biye Ba apel ze 
Pp 


2 3 5 0. 


lg NV 
168. a) Formula lui Abelb. Fie suma 
S = aib, + ada + abs + -.. + anbn 


unde da, Q2, ds, ..., An Şi bu, ba, bs, «se, bp sint două şiruri oarecare de numere. 
Sumele bı, bı + ba, bı + Bak bo, bi F b2 + -.. + bn le vom nota respectiv 
cu Bı, Be, Ba, ..., Bae Să se demonstreze că 


S = (a, — a2) B1 + (a2 — as) Ba + (as — a4) Ps +... 
+ (n-a | 1) Ba-1 + an Bre 
b) Aplicînd formula lui Abel, să se calculeze sumele: 
1) 12g + 3g + a H ngat; 2) 1 4g H 992. H neg 


169***. A doua teoremă a lui Mertens. a) Fie 2, 3, 5, 

7, 11, ..., p toate numerele prime nu mai mari decît numărul întreg V. Să se 
demonstreze că, pentru orice N, expresia 

4 4 | 

En d A aA 


1 1 1 
=+ +... +4 nn N 
ea a a DU ză adaa 


1) Nils Henrik Abel (1802—1829) — ilustru matematician norvegian, care a 
izbutit , în scurta sa viață, să obţină o serie de rezultate importante în algebră şi în analiza 
matematică. 


63 


fin A este logaritmul natural al lui N; v. p. 54) este in valoare nbeohută 
mei mică decit un anumit număr T (ca număr T se poate lua, de exemplu; 
numărul 15), 
b) Să se demonstreze.că diferenţa 
1.4 d 
et aa ieri SES stiu git In ln N 
2 3 5 7 1 p 
tinde, pentru N —> œ, către o limită determinată f P. 
Astfel, are loc egalitatea aproximativă 
AE LAs 
DA E ae eS ! 


a cărei precizie creşte nemărginit odată cu W. 


170***. A treia teoremă a lui Mertens. Fie 2,2,5,f$, 
1i, ..., p toate numerele prime nu mai mari decit numărul întreg N. Să se 
demonstreze că există un număr c astfel încît, pentru N — œ, raportul dintro 


Cicero 


şi numărul c/ln N să tindă către unu. 
A treia teoremă a lui Mertens mai poate fi scrisă şi sub formă 


= Se e e ate 


(relativ la semnul ~ v. p. 56). Utilizind metode din matematica superioară 
se poate demonstra că valoarea constantei c este egală cu e, unde ex 2,718 
este baza sistemului de logaritmi naturali (v.:p. 54), iar y 2 0,577 este 
aşa-numita constantă a lui Euler, definită în enunţul teoremei 162. 


1 
i 


Se mai remarcă și următoarea formulă interesantă, asemănătoare cu a treig teoremi 
e lui Mertens: 


(Eal aal aael er) er) aa 
2 3 5 7 P TÊ 


(2, 3, 5, 7,...„p sint toate numerele prime nu mai mari decit N); aici, ca gi isaf wa, 
este baza logaritmilor naturali, y este constanta lui Euler, iar x % 3,142 este raportul dintre 
lungimea cercului şi diameiru. Această formulă rezultă din relaţia 


be e e era) ee) 
s-a l-a) 
ee e dee l-a 


1) Din rezultatul la problema a) rezultă că 8 < 15; de fapt, valoarea aproximativă æ 
scestui număr este egală cu 0,25. 
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e fe te ete 


(v. problema 170), iar 


jżid (= pt biz 4f- e þes d 
22 32 52 72 112 p? z2 
conform formulei lui Euler, care face obiectul problemei 143, a) (compară cu rezolvarea pro- 
blemei 90, a)). 

Cele trei teoreme ale lui Mertens (problemele 167, 169, 170), ca şi teorema 
Cebişev— Hadamard (v. textul referitor la problema 166), subliniază impor- 
tanta legătură dintre distribuţia numerelor prime în șirul tururor numerelor 
întregi şi logaritmii naturali. . 


5 — Probleme neelementare — c. 366 


REZOLVĂRI 


PARTEA ÎNTÎI 


PROBLEME DE ANALIZA COMBINATORIE ȘI DE TEORIA 
PROBABILITAȚILOR 


1. Deoarece cele patru puncte nu sînt coplanare, rezultă că un plan egal 
depărtat de aceste puncte nu poate să se afle de aceeași parte a tuturor acestor 
puncte. De aceea sint posibile doar următoarele două cazuri: 1) trei puncte 
se află de o parte a planului considerat, iar al patrulea de cealalt : parte; 
2) de fiecare parte a planului se află cite două puncte. 

Să cercetăm primul caz. Presupunem că punctele A, B şi C se află de 
aceeași parte a planului II egal depărtat de punctele A, B, C şi D, iar punctul 
D se află de cealaltă parte (fig. 27). Punctele A, B şi C nu pot să fie coliniare; 
în caz contrar, toate cele patru puncte s-ar fi aflat în acelaşi plan. Deoarece 
planul I este egal depărtat de punctele A, B şi C dispuse de una şi de aceeași 
- parte a lui, rezultă că acest plan trebuie să fie paralel cu planul ABC. Pentru 
ca distanța de la punctul D la acest plan să fie egală cu distanţa de la plan 


n 


Fig. 27 


A 


la cele trei puncte A, B şi C, planul II trebuie să treacă prin mijlocul perpen- 
dicularei DP coborite din punctul D pe planul ABC (v. fig. 27). Deci, planul II 
egal depărtat de punctele A, B, C și D de o parte a căruia se află punctele 
A, B şi C, iar de cealaltă parte punctul D este determinat în mod unic. 
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În mod analog se determină planul egal depărtat de cele patru puncte 
date, de o parte a căruia se află numai punctul C (sau punctul B sau punctul 
A), iar de cealaltă parte celalalte trei puncte. În definitiv, există patru 
plane egal depărtate de cele patru puncte date și care sînt astfe încil de o parte 
a lor se află numai un punct, iar de cealaltă parte celalalte trei. 

Să cercetăm al doilea caz. Presupunem că punctele A și B se află de o 
parte a planului II egal depărtat de punctele A, B, C și D, iar punctele C şi 
D de cealaltă parte (fig. 28). Deoarece planul x este egal depărtat de punc- 
tele A şi B aflate de aceeaşi parte a sa, rezultă că acest plan trebuie să fie 
paralel cu dreapta 4B. La fel se demonstrează că planul II trebuie să fie pa- 
ralel cu dreapta CD. Deoarece punctele A, B, C şi D nu se află în același 
plan, rezultă că dreptele AB și CD trebuie să fie neparalele și neconcurente. 
Vom duce prin dreptele AB și CD două plane paralele; evident că planul II 
trebuie să fie pa: 'lel cu aceste două plane şi egal depărtat de ele, adică trebuie 
să treacă prin n jlocul distanţei dintre ele (v fig. 28). Deci, există un singur 
plan egal depărtat de punctele A, B, C şi D, astfel incit punctele A şi B să 
se afle de o parte a lui, iar punctele C şi D de cealaltă parte. 

La fel, există un singur plan egal depărtat de cele patru puncte și astfel 
încît de aceeași parte de care se află punctul A să se afle numai punctul C 
(respectiv punctul D), iar celalalte două puncte (B şi D sau B și C) să fie 
situate de cealaltă parte. Deci, în total, există numai trei plane egal depăr- 
tate de patru puncte date şi astfel încît de o parte a fiecăruia se află două dintre 
cele patru puncte, iar de cealaltă parte celelalte două. 

Deci, numărul total de plane egal depărtate de patru puncte date în spa- 
ţiu este 4 + 3 = 7. [Dacă se consideră o piramidă triunghiulară (tetraedru) 


Fig. 29 


cu virfurile în A, B, C şi D, atunci patru dintre aceste șapte plane vor fi para- 
lele cu feţele piramidei și vor trece prin mijloacele înălțimilor respective 
(fig. 29, a), iar celalalte trei vor fi paralele cu o pereche de muchii opuse fiind 
egal depărtate de acestea (fig. 29, b).] 
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2. Rezolvarea acestei probeleme este asemănătoare cu rezolvarea pro- 
blemei 1. Deoarece punctele date A, B, C, D şi E nu se află toate pe o aceeași 
sferă (sau într-un același plan), rezultă că ele nu pot să se afle de aceeași parte 


Fig. 30 Fig. 31 


a sferei (adică să fie toate interioare ori toate exterioare sferei) sau a planului, 
egal depărtate de aceste puncte. Deci rămîne să cercetăm numai două cazuri: 
1) patru puncte se află de aceeași parte a sferei considerate (sau a pla- 
nului considerat) $, iar al cincilea de cealaltă parte; 2) trei puncte se află 
de aceeaşi parte a sferei (planului) 5, iar celelalte două de cealaltă parte. 

Să presupunem că punctele A, B, C şi D se află de aceeaşi parte a sferei 
(sau a planului) £, iar punctul Æ de cealaltă parte. Punctele A, B, C şi D 
nu se pot afla pe un același cerc sau pe o aceeaşi dreaptă, deoarece, în acest 
caz, toate cele cinci puncte s-ar afla pe o aceeași sferă sau într-un același plan. 
Deci prin cele patru puncte A, B, C şi D se poate duce o singură sleră (sau 
plan) S. Dacă S este o sferă (fig. 30), atunci sfera J, trebuie să fie egal depăr- 
tată de sfera S şi de punctul E, adică trebuie să fie concentrică cu S şi să treacă 
prin mijlocul segmentului ME, unde M este punctul de intersecţie a dreptei 
OE (O este centrul sferei S) cu sfera S. Dacă S este un plan (fig. 31), atunci 
£, de asemenea, va fi un plan și anume va fi planul paralel cu $ şi care trece 
prin mijlocul perpendicularei EP, coborite din punctul E pe planul S. Deci, 
în toate cazurile, există o singură sferă (sau un singur plan) > egal depărtată 
de punctele A, B, C, D şi E şi care este astfel încît de o partea lui £ se află 
punctele A, B, C și D, iar de cealaltă punctul E. La fel există o singură sferă 
(sau plan) egal depărtată de aceste cinci puncte care este astfel încît de o parte 
a ei se află punctul D (sau C sau B sau A), iar de cealaltă parte celelalte patru 
puncte. Deci, în total, există cinci sfere (sau plane) egal depărtate de cele 
cinci puncte date şi astfel încît de o parte a fiecăreia se află unul dintre cele 
cinci puncte, iar de cealaltă parte celelalte patru. 

Să presupunem că punctele A, B, C se află de o parte a sferei (sau a pla- 
nului) 5, iar punctele D, E de cealaltă. Prin punctele A, B și C se poate duce 
un singur cerc (sau o dreaptă) s. Presupunem mai intti că s este un cerc (fig. 32). 

Dacă E este o sferă, rezultă că centrul ei O trebuie să fie egal depărtat 
de punctele A, B și C; deci, proiecția punctului O pe planul ABC trebuie să 
coincidă cu centrul P al cercului s circumscris triunghiului ABC. Deci 
punctul O trebuie să se afle pe perpendiculara p, ridicată în punctul P pe planul 
ABC. Pe de altă parte, punctul O trebuie să fie egal depărtat de punctele 
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E şi D, adică trebuie să fie situat în planul K, dus prin mijlocul segmentului 
DE perpendicular pe acest segment. Astfel; centrul sferei 5 nu poate fi decit 
punctul O aflat la intersecția planului K cu dreapta p; raza acestei sfere trebuie 


Fig. 32 Fig. 33 


să fie egală cu (OA + 0D)/2 (sfera X trebuie să treacă prin mijlocul distanţei 
dintre sferele concentrice $, și Bz, cu centrul în O şi trecînd prin punctele 
A, B şi C, respectiv prin D şi £). 

Dacă planul K nu se intersectează cu p, adică este paralel cu această 
dreaptă (fig. 33), segmentul DE va fi paralel cu planul ABC; în acest caz, 
planul £, paralel cu planul ABC şi trecînd prin mijlocul perpendicularei 
coborite dintr-un punct oarecare al segmentului DE pe acest plan, va fi egal 
depărtat de cele cinci puncte. Cazul în care dreapta p este situată în planul K 
nu este nevoie să fie cercetat, deoarece în acest caz, cum este uşor de văzut, 
prin cele cinci puncte A, B, C, D şi E se poate duce o sferă, ceea ce contrazice 
condiţiile problemei. 

Vom presupune acum că s este o dreaptă (fig. 34). În acest caz, punctele 
A, B şi C nu pot fi egal depărtate de o sferă dacă se găsesc toate de aceeași 
parte a ci. Însă, în acest caz, cele cinci puncte vor îi egal depărtate de planul 
>, care trece prin mijlocul distanţei 
dintre cele două plane paralele duse prin 
dreptele neparalele şi neconcurente ABC 
şi DE; punctele A, B şi C vor îi dispuse 
de o parte a acestui plan, iar punctele D 
și E de cealaltă parte. 

Deci în toate cazurile există o singu- 
ră sferă (sau un singur plan) egal de- 
părtată de punctele A, B, C, D și E 
şi astfel încît punctele A, B şi C să fie 
situate de o parte a lui 5, iar punctele D Fig. 34 
şi E de cealeltă parte. La fel, există o sin- 3 
gură sferă (sau un singur plan) egal depărtată de aceste cinci puncte 
şi astfel încît de o parte a sa să se afle punctele Æ și C (sau E şi B sau E și 
A sau D și C sau D și B sau Dși A sau și B sau C și A sau B și A), iar 
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de cealaltă parte celelalte trei puncte. Deci există totdeauna exact zece 
sfere (sau plane) egal depărtate de cinci puncte date (care nu se află pe o sferă 
sau într-un plan) și astfel încît de o parte a sa să fie situate două dintre cele 
cinci puncte, iar de cealaltă parte celelalte trei. 

Astfel, numărul total de sfere (sau plane) egal depărtate de cele cinci 
puncte este 5 + 10 = 15. 

3. Problema se reduce la determinarea numărului de puncte existente 
(centrele sferelor căutate) egal depărtate de cele patru feţe ale piramidei. 

Locul geometric al punctelor egal depărtate de feţele unui diedru dat 
este un plan care trece prin muchia diedrului şi care împarte acest unghi 
în jumătate, numit planul bisector al diedrului. 

Deoarece două plane care se intersectează formează două perechi de 
diedre opuse la vîrf, rezultă că locul geometric al punctelor egal depărtate 
de două plane care se intersectează este format din două plane ce trec prin 
dreapta lor de intersecţie. 

Locul geometric al punctelor egal depărtate de feţele unui triedru este 
dreapta de intersecţie a planelor bisectoare ale celor trei diedre ale triedrului, 
numită bisectoarea triedrului. 

Deoarece trei plane care se intersectează formează patru perechi de tri- 
edre opuse la virf, rezultă că locul geometric al punctelor egal depărtate de 
trei astfel de plane este format din patru drepte ce trec prin punctul lor de 
intersecţie. 

Fie acum Il, Ie, Ia şi IL, planele feţelor piramidei. Se consideră triedrul 
din interiorul piramidei format de planele II, Ia și II. Locul geometric al 
punctelor egal depărtate de aceste trei feţe a unghiului considerat este 
format din patru drepte fa, B2, fa şi B4. Mai departe, locul geometric al puncte- 
lor egal depărtate de planele II, şi II, este format din două plane B, şi Be. 
Evident că fiecare dintre punctele de intersecţie ale uneia dintre dreptele Bı 
Be, Ba şi B4 cu unul dintre planele B, și B2 (şi numai aceste puncte) va fi egal 
depărtat de planele I, Iz, Ils și Il. Astfel, în general, se obţin în total opt 


puncte egal depărtate de fețele piramidei, deci opt sfere tangente la aceste 
fețe. Nu este greu de văzut că, dintre aceste opt sfere, una este interioară 
piramidei (sfera înscrisă, fig. 35, a), patru sint exterioare, cite una înlăuntrul 
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fiecărui triedru (sferele „exinscrise“, fig. 35, b) si celelalte trei înlăuntrul 
unghiului diedru exterior format de feţele piramidei şi în interiorul diedrului 
opus la virf diedrului opus (fig. 35, c). 

Se observă că, în cazuri particulare, piramida triunghiulară poate să 
aibă mai puţin de opt sfere tangente la feţele ei. Astfel, tetraedrul regulat 
are numai cinci astfel de sfere (numai sfere de tipul reprezentat în fig. 35, a 
şi b). Aceasta datorită faptului că, în diferite cazuri, unele dintre dreptele 
Br, Ba, Pa şi Ba pot fi paralele cu unele dintre planele B, și Ba. 


Observaţie. Se poate demonstra că, dacă suma ariilor a două fețe ale piramidei 
triunghiulare este egală cu suma ariilor celorlalte două feţe, există numai șapte sfere tangente 
la toate feţele; dacă ariile feţelor sint două cite două egale, atunci există şase astfel de sfere; 
în sfirșit, dacă toate feţele piramidei au aceeași arie (şi deci sint egale), atunci există numai 
cinci astfel de sfere (vezi [56], [33]). 


4. Vom presupune că feţele cubului se vopsesc în verde, albastru, roșu, 
galben, alb și negru. Vom așeza cubul astfel ca faţa de jos să fie verde. Acum, 
fața de sus poate fi vopsită cu una dintre celelalte cinci culori. Este clar că 
în nici unul din două moduri de vopsire în care faţa de sus (adică opusă celei 
verzi) este acoperită cu culori diferite, feţele de aceeaşi culoare nu pot îi supra- 
puse printr-o rotaţie. Vom determina acum numărul de vopsiri în care fața 
de sus este acoperită cu o culoare anumită (să zicem, cu albastru); numărul 
total de moduri de vopsire este egal cu de cinci ori acest număr (deoarece 
faţa de sus poate fi vopsită cu oricare dintre celelalte cinci culori). 

Vom alege una dintre cele patru culori rămase după ce am folosit ver- 
dele și albastrul (să zicem, roşu) şi vom așeza cubul astfel ca faţa roşie să fie 
faţa din spate; acest lucru poate fi obţinut prin rotirea cubului în jurul axei 
verticale. Ne mai rămin încă trei culori — galben, alb și negru, cu care trebuie 
să vopsim trei feţe (cea din față şi cele două laterale). Evident, că în toate 
modurile de vopsire obţinute astfel, feţele de aceeaşi culoare nu pot fi supra- 
puse printr-o rotaţie, deoarece la orice rotaţie sau faţa de jos nu va mai fi 
verde sau fața din spate nu va mai fi roșie. Trei fețe pot fi vopsite cu trei 
culori în şase moduri diferite (cea din față poate fi vopsită cu oricare dintre 
cele trei culori şi la fiecare astfel de vopsire mai putem alege în două moduri 
culoarea feței din stinga). 

Deci, numărul total de moduri de vopsire, în care feţele de aceeași culoare 
nu pot fi suprapuse prin rotația cubului, este egal cu 5 : 6 = 30. 


5. Cei 10 lucrători care alcătuiesc prima brigadă pot fi aleși din treizeci 


în C8 = Dia moduri. Apoi, din ceilalți 20 lucrători pot fi aleși în 
CR = Po moduri cei 10 lucrători din a doua brigadă. Asociind fiecare 


mod de formare a primei brigăzi cu fiecare dintre modurile de alcătuire a 
30 -29...11 _ 301 


(10!)2 (101) 
de repartizare a muncitorilor în cele trei brigăzi. Aici se consideră însă ca fiind 
diferite şi acele repartizări care se obţin una din alta schimbind numai numerele 
brigăzilor; deci numărul obținut trebuie să fie impărţit la 3|, care este numă- 


71 


moduri 


celei de-a doua brigăzi, vom obține în total 


rul de moduri în care pot fi atribuite brigăzilor cele trei numere. Deci, numărul 
de moduri căutat este egal cu 


301 
31(101} 


= 2 775 498 395 670. 


Observație. Într-un mod cu totul analog se poate trage concluzia că din nk mun- 


nk 
citori pot fi alcătuite în (nk) 


moduri k brigăzi, fiecare fiind formată din n lucrători. 
(n) kl 


6. Se vor nota cele 14 sorturi de prăjituri cu pı, Pe P3.» pu. O pră- 
jitură poate fi aleasă în 11 moduri. Să vedem acum în cîte moduri pot fi alese 
două prăjituri. Vom forma toate grupurile posibile de cîte două prăjituri, 
alăturind pe rind la fiecare sort cîte o prăjitură din toate cele 11 sorturi și 
apoi, separat, din nou același sort, după cum se arată în tabelul de mai josi 


PiDw  PıPz O OPaPa, -e PiPu:; PaP 
PaPuw O PaDa, P2P3» =» PaDu  PaP2 


PuPrw O PuPa Puse sees PuPu; Papir 


Acest tabel are 11 rînduri şi 12 coloane. Fiecare pereche de prăjituri figurează 
de două ori: perechile formate din prăjituri diferite se află în rinduri diferite 
ale tabelului, iar perechile formate din prăjituri identice se găsesc de două 
ori în același rind. Astfel, numărul total de perechi diferite este egal cu 


14 +12 
2 


Să cercetăm acum cite grupuri diferite de trei prăjituri pot fi formate. 
Vom alcătui un tabel format din 66 de rînduri corespunzind celor 66 perechi 
diferite de prăjituri, alăturind pe rind la fiecare pereche cite o prăjitură din 
toate cele 11 sorturi pe care le avem şi apoi adăugind, iarăşi separat, de două 
ori prăjiturile din perechea considerată: 


= 66. 


PaPiP O OPaiDiDa PaPiPa see PPP PPP PPP; 
PiPePi» PPP% PiPPa» ce, PuPoPus  PiPePu PPP 


PuPuPu  PuPuDa Pupp s», Puiu Pus  PuDuPus  PuPuPaure 


Acum în tabelul care conţine 66 rînduri și 11 + 2 = 13 coloane, fiecare grup 
de trei prăjituri intră de trei ori. Într-adevăr, de exemplu, grupul PaP2Ps3 
format din trei prăjituri diferite, figurează în rindurile corespunzătoare pere- 
chilor Pipz, Pia Și P=Ps; grupul pıpıpz figurează de două ori în rindul cores- 
punzător perechii pipa şi o dată în rîndul corespunzător perechii pp; grupul 
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PPP. se găseşte de trei ori în rîndul corespunzător perechii pipi. În felul 
acesta, numărul total de grupuri posibile formate din trei prăjituri este egal cu 


66-13 
8 


Mai departe, vom forma tabelul din grupuri de cite patru prăjituri, adău= 
gind pe rînd la fiecare grup de trei toate cele 11 sorturi de prăjituri şi după 
aceea, separat, din nou prăjiturile din care este format grupul respectiv de 
trei; în acest tabel, format din 286 de rînduri şi 141 + 3 = 14 coloane, fiecare 
formaţie de patru prăjituri va figura de patru ori. Continuind acest raţiona- 
ment, vom obţine în sfirșit că numărul căutat al formațiilor posibile de cite 
şase prăjituri este egal cu 


14.12.13.14.15.16 
1+2+3.4.5.6 


Observaţie. Dacă numărul total al sorturilor de prăjituri ar fi egal cu n, iar numă- 
rul prăjiturilor alese m, atunci ca răspuns la problema noastră am fi obţinut numărul 


= 286, 


= 8 008 = Ch. 


n(n + 1) (n + 2)...(n +m=— 1) _ ca 
TI > Gm 
1:2:3...m 


Această expresie se numeşte uneori numărul combinărilor cu repetiţie de 
n elemente luate cîte m. 


7. Conform condiţiilor problemei, pentru orice grupă de cinci membri ai 
comisiei trebuie să există un lacăt, a cărui cheie să nu se afle la nici unul 
dintre aceşti membri (insă se află la fiecare dintre cei şase membri absenți; 
astfel încît prezenţa oricăruia dintre acești şase membri face posibilă ședința 
comisiei). Deci cel mai mic număr posibil de lacăte este egal cu numărul modu- 
rilor în care pot fi formate din 11 membri ai comisiei grupe de cîte cinci membrig 
adică este egal cu numărul combinărilor de 11 elemente luate cite 5: 


di zile 100 Gia > ao, 
1.2-8.4.5 


Deoarece pentru fiecare lacăt trebuie să existe șase chei, rezultă că numă= 
rul total de chei va fi egal cu 


462. 6 = 2 772. 


Fiecare membru al comisiei va avea 2 772 : 11 = 252 chei. 


În acest caz, pentru ca să fie satisfăcute condițiile impuse în enunţul 
problemei, cheile trebuie să fie împărțite într-un anumit mod. Anume, trebuie 
ca cele şase chei ale fiecăruia dintre cele CÌ, lacăte să se afle la o grupă de 
șase membri ai comisiei şi ca la fiecare grupă de șase membri să existe un 
lacăt, a cărui cheie să se afle la aceşti membri şi numai la ei. Atunci ședința 
comisiei nu se va putea ţine de îndată ce lipsesc 6 (sau mai mulți) membri 
ai comisiei. 
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Dacă numărul membrilor comisiei ar [i fost n şi s-ar fi cerut ca accesul ia casă să fie posibil 


în prezenţa a m membri, numărul lacătelor casei ar fi trebuit să fie egal cu 
Cm = n(n — 1)...(n— m— 2) ; 
1-2-3... (m— 1) 


far fiecare dintre membrii comisici să aibă un număr de chei egal cu 


P oma M 0) fra SE), 
no" 1:2:3... (m— 1) 


Rezultatul obținut arată că un asiiel de mod de păstrare a documentelor este praclic ircali- 
zabil (chiar în cazul unci comisii relativ restrinse, deschiderea casei ar necesita o zi întreagă). 


8. După prima rotaţie au fost tăiate toate numerele care dau restul 4 prin 
împărţirea cu 15; ultimul număr de acest gen va fi 991. Primul număr tăiat 
la a doua parcurgere va fi 991 + 15 — 1 000 = 6; apoi la a doua rotaţie 
sint tăiate toate numerele care dau restul 6 prin împărțirea cu 15 (ultimul 
număr de acest gen va fi 996). Primul număr tăiat la a treia rotaţie va fi 
996 + 15 — 1000 = 11; mai departe la a treia rotaţie vor fi tăiate numerele 
care dau restul 11 prin împărţirea cu 15 (986 va fi ultimul număr de acest 
gen). Primul număr tăiat la a patra rotație va fi 986 + 15 — 1000=1. 
Deoarece acest număr a fost tăiat mai înainte, rezultă că în continuare, numă- 
rind intervale de cite 15 numere, vom obţine mereu numere tăiate mai inainte, 
astfel că nu vor mai fi de tăiat numere noi. 

În definitiv, vor fi tăiate astfel toate numerele și numai acele numere 
care prin împărţirea cu 15 dau resturile 1, 6 şi 11. Însă numerele care dau 


resturile 1, 6 sau 11 prin împărțirea cu 15 sînt "numerele care prin împărțirea 
cu 5 dau restul 1. Printre primele 1 000 numere, acestea sînt în număr de TOS o, = 


= 200 (numerele 1, 6, 11, 16, ..., 996 = 5 : 199 + 1). Deci, vor rămîne netă- 
iate 1 000 — 200 = 800 numere. 


9. Prima rezolvare. Vom calcula numărul numerelor din şirul 
nostru în care nu figurează cifra 1. Vom adăuga la începutul acestui şir și numă- 
rul O (zero) și vom suprima ultimul număr 10 000 000 000; vom obţine un șir 
de 101 numere care, fată de şirul iniţial, va conţine un număr în plus, în care 
nu figurează cifra 1. Vom conveni, acum, ca în șirul obținut să adăugăm 
in fața tuturor numerelor de mai puţin de 10 cifre atitea zerouri cite 
cifre lipsesc pină la 10. Noul șir va fi format din 101 numere de cite zece 
cifre, începînd cu 0 000 000 000 și sfirșind cu 9 999 999 999. Dacă un număr 
din acest șir nu conține cifra 1, aceasta înseamnă că pe primul loc în acest 
număr figurează una dintre celelalte nouă cifre O, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. Pe locul 
al doilea, de asemenea, trebuie să se afle una dintre aceste nouă cifre; asociind 
9 valori posibile pentru prima cifră cu 9 valori pentru cea de-a doua, vom. 
obține in total 9? moduri posibile diferite pentru formarea primei perechi 
de cifre. La fel, pentru primele trei cifre ale numărului nostru se obțin 93 

moduri posibile diferite, pentru primele patru cifre 9t moduri posibile diferite 
etc.; în sfirşit, pentru primele zece cifre vom obține 91 moduri posibile 
diferite. Aceasta înseamnă că în şirul numerelor de la 0000 000 000 la 
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9 999 999 999 există 91 numere diferite, care nu conţin printre cifrele lor 
pe 1. Deci, în şirul de la 1 la 10000000 000, numărul acestor numere 
va fi egal cu 


910 — 1 = 3 486 784 401 — 1 = 3 486 784 400, 
iar numerele în care figurează cifra 1 vor fi în număr de 
10 000 000 000 — 3 486 784 400 = 6 513 215 600. 


Deci, în şirul considerat, există mai multe numere în care figurează cifra 1; 
decit numere care nu conţin pe 1. 


Rezolvarea a doua. Vom calcula numărul numerelor din şirul 
în care figurează cifra 1. Vom conveni ca prin zece să înţelegea 
zece numere întregi consecutive începînd cu numărul care se termină cu zero 
şi terminînd cu numărul care se sfirşește cu cifra 9; prin o sută să înțelegem 
o sută de numere întregi consecutive începînd cu numărul care se termină 
cu două zerouri și terminînd cu numărul care se sfirşește cu doi de nouă; 
prin o mie să înțelegem o mie de numere întregi consecutive incepind cu 
numărul care se termină cu trei de zero şi terminind cu numărul care se sfir- 
șeşte cu trei de nouă etc. Pentru ca prima zece, prima sută, prima mie etc. 
să fie completă, vom mai adăuga la începutul șirului nostru de numere și 
cifra 0. 

În prima zece se află un singur număr în care figurează unitatea, acesta 
este numărul 1. Tot atitea numere care àonțin pe 1 se vor afla în oricare altă 
zece din prima sută, în afară de a doua — a doua zece (numerele de la 10 
la 19) este în întregime formată din numere care conțin pe 1. Deci prima sută 
conţine 


9.1 + 10 


numere, în care figurează cifra 1. 

Tot atitea numere conţinind pe 1 se află şi în oricare altă sută din prima 
mie, în afară de a doua — a doua sută este formată în întregime din numere 
care conţin pe 1. Deci, în prima mie există 


9(9- 1 + 10) + 100 = 92 + 9. 10 + 102 


numere în care figurează cifra 1. 

În fiecare mie din primele zece mii, în afară de a doua, vor exista tob 
atitea numere conținind pe 1, iar a doua mie va fi în întregime compusă din 
astfel de numere. Astfel, printre primele 10 000 de numere vor exista 


9(92 + 9- 10 + 102) + 1000 = 98 +.92- 10 + 9. 102 + 10% 
numere care conțin printre cifrele lor pe 1. 
Continuînd acest raționament, vom arăta uşor că printre primele 
10 000 000 000 de numere de la O la 9 999 999 999 există 


99 — 98. 10 + 97. 102 +... +9. 108 + 102 


numere, în care figurează cifra 1. Această sumă se calculează ușor ca sumă 
a termenilor progresiei geometrice 


99 92.40 + 97.402 + au. + 91004100 =(100. 3-9) |(9- 1)= 
-1 E a)| 1 = 1010 — 910, 
9 3 


Dar în şirul numerelor de la 1 la 10 000 000 000 care conţin pe 1 se află unul 
în plus, adică 


1010 — 91 + 1 = 6 513 215 600. 


Acest rezultat, fireşte, coincide cu cel obţinut în prima soluţie. El arată 
că, în acest şir sînt mai multe numere care conţin cifra 1 decît numere care 
nu conţin pe 1. 


10. Evident că printre primele 222 222 222 numere întregi vor fi 
22 222 222 numere care se termină cu zero (numerele 10, 20, 30, ..., 222 222 220). 
Mai departe, printre aceste numere vor fi 2 222 222 numere care se termină 
cu cifrele 00 (numerele 100, 200, 300, ..., 222 222 200); 2222 222 numere 
care se termină cu cifrele 01 (numerele 101, 201, 301,..., 222 222 201); 
2 222 222 numere care se termină cu 02; 2 222 222 numere care se termină 
cu cifrele 03 etc., în sfirşit, 2 222 222 numere care se termină cu cifrele 09. 
Deci în șirul numerelor de la 1 la 222 222 222, cifra 0 va ocupa penultimul 
loc de 2 222 222 + 2 222 222 + ... + 2 222 222 = 10. 2 222 222 = 22 222 220 ori. 

În mod analog, printre primele 222 222 222 numere vor fi 222 222 numere 
care se termină cu cifrele 000; 222 222 numere care se termină cu cifrele 001 
etc., în sfirșit, 222 222 numere, care se termină cu cifrele 099. În consecinţă, 
cifra 0 va ocupa locul al treilea de la coadă la 100 - 222 222 = 22 222 200 
ori. Mai departe se arată la fel că cifra O va ocupa locul al patrulea de la 
coadă de 1 000 . 22 222 = 22 222 000 ori; locul al cincilea de la coadă de 
10 000 - 2 222 = 22 220 000 ori; locul al șaselea de la coadă de 100 000 - 222 = 
= 22 200 000 ori; locul al șaptelea de la coadă de 1 000 000 - 22 = 22 000 000 
ori; în sfirșit locul al optelea de la coadă de 10 000 000 - 2 = 20 000 000 ori. 
Deci cifra 0 apare în total de 


22 222 222 + 22 222 220 + 22 222 200 + 22 222 000 + 
+ 22 220 000 + 22 200 000 + 22 000 000 + 20 000 000 = 175 308 642 
ori. 
11. a) În total sînt 999 de numere mai mici decît 1000 (numerele 1, 
2, 3, ..., 999). Din şirul acestora, vom tăia numerele divizibile cu 5; avem 
în total astfel de numere = 199 (numerele 5, 10, 15, 20, ..., 995 = 
= 199.5). Vom tăia apoi toate numerele divizibile cu 7; există | = 142 
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astfel de numere (numerele 7, 14, 21, 28, ..., 994 = 142 » 7). Însă printre 


numerele divizibile cu 7 există | = 28 numere care se divid și cu 5 (adicăg 


care se divid cu 5: 7 = 35); acestea sînt numerele 35, 70, 105, ..., 980 = 
= 28: 35. Aceste 28 numere vor fi tăiate de două ori (şi la tăierea numerelor 
divizibile cu 5 şi la tăierea numerelor divizibile cu 7). Deci, în total, vor fi 
tăiate 199 + 142 — 28 = 313 numere. Astfel, printre numerele mai mici 
decit 1 000 vor rămine netăiate 999 — 313 = 686 numere; acestea sînt chiar 
numerele prime şi cu 5 și cu 7. 

b) Vom tăia din nou toate numerele care se divid cu 5 și toate numerele 
care se divid cu 7; cu aceasta vom tăia 313 numere (problema 11, a)). Vom 


tăia apoi toate numerele care se divid cu 3; există n = 333 astfel de nu- 


mere. Însă printre aceste numere figurează și toate numerele care sint divizi- 
bile şi cu 5 sau cu 7, adică divizibile cu 15 sau cu 21 și care au mai fost tăiate 


înainte. Dintre numerele mai mici decît 1 000 cu 15 se divid m] = 66 numere; 
iar cu 21 se divid DA = 47 numere. Însă ho] 9 dintre aceste numere 


se divid şi cu 15 şi cu 21 (105 este cel mai mic multiplu comun al numerelor 
15 şi 21) şi deci printre 66 numere divizibile cu 15 şi printre 47 numere divi- 
zibile cu 21 există 9 numere comune. De aceea dintre cele 333 numere divizibile 
cu 3 au fost tăiate mai înainte 66 + 47 — 9 = 104 numere, adică ultima dată 
vom mai tăia încă 333 — 104 = 229 numere. Deci, numărul total de numere 
netăiate (adică prime şi cu 3 şi cu 5 şi cu 7) este egal cu 686 — 229 = 457. 
Observaţie. Raţionind la fel ca la rezolvarea problemei 11, nu este greu de demon- 


strat că numărul numerelor mai mici decit un număr N și care nu se divid cu nici unul dintre 
numerele Pi, Pa; Pas «+» Pn-1» Pn: prime două cite două, este egal cu 


da sli cs paz pai dr pat rr 


N N N 
-Í mee ae pi 
P1P2P3 Pn-2Pn-1Pn PaPa +-+ Pn 


(compară cu prima soluție a problemei 78, a)). : 


12. Problema este analoagă cu precedenta. Descompunerea numărului 
56 700 000 în factori are forma 56 700 000 = 25. 34. 55. 7. Problema se reduce 
deci la a stabili cîte dintre numerele mai miei decit 56 700 000 nu sint divi- 
zibile cu 2, 3, 5 şi 7. i 

Se va scrie şirul numerelor de 1 la 56 700 000. Vom tăia din acest şir 


toate numerele divizibile cu 2| numărul lor este egal cu S 56 700 000 = 


= 28 350 000); toate numerele divizibile cu 3 [numărul lor este egal cu 


17 


2-56 700 000 = 18 900 000); Datenmenge A siipilă au (numărul oreste 


egal cu = + 56 700 000 = 11 340 000); toate numerele divizibile cu 7 [numarul 


lor este egal cu $ -56 700 000 = 8 100 000)- Numărul tuturor acestor numere 


este egal cu 
28 350 000 + 18 900 000 + 11 340 000 + 8 100 000 = 66 690 000. 
Printre aceste 66 690 000 numere există 


56 700 000 = 9 450 000 numere divizibile cu 2 şi cu 3; 


1 


= * 56 700 000 = 5 670 000 numere divizibile cu 2 și cu 5; 


7-50 700 000 = 4 050 000 numere divizibile cu 2 și cu 7; 


-+56 700 000 = 3 780 000 numere divizibile cu 3 şi cu 5; 


- * 56 700 000 = 2 700 000 numere divizibile cu 3 şi cu 7; 


L *56 700 000 = 1 620 000 numere divizibile cu 5 şi cu 7. 

Toate aceste numere apar de două ori în suma formată cu toate nume- 
rele divizibile cu 2 sau cu 3 sau cu 5 sau cu 7. Deci numărul total al acestor 
numere, egal cu 


9 450 000 + 5 670 000 + 4 050 000 + 3 780 000 + 2 700 000 + 
+ 1 620 000 = 27 270 000, 
trebuie să fie scăzut din suma obținută mai sus: 
66 690 000 — 27 270 000 = 39 420 000. 


În diferența 66 690 000—27 720 000 intră evident, cite o singură dată 
toate numerele divizibile numai printr-unul din factorii 2, 3, 5 și 7 și cite o 
singură dată numerele divizibile cu doi dintre acești factori (primele se con- 
sideră o singură dată în descăzut; celelalte se consideră de două ori în des- 
căzut şi o singură dată în scăzător). Vom stabili acum de cite ori este considerat 
în această diferenţă un număr divizibil prin trei din acești factori, de exemplu, 
divizibil cu 2, 3 şi 5. Acest număr apare de trei ori în descăzut (printre 
numerele care se divid cu 2, printre numerele care se divid cu 3 și printre 
numerele care se divid cu 5) şi de 3 ori în scăzător (printre numerele care 


78 


se divid cu 2 şi cu 3, printre numerele care se divid cu 2 şi cu 5 și printre 
numerele care se divid cu 3 și cu 5). Deci toate numerele care se divid cu 
trei oarecare dintre cei patru factori 2, 3, 5 şi 7 nu apar deloc în diferența 
noastră şi trebuie să adăugăm la diferență numărul total al acestor numere. 
Numărul total al acestor numere (care nu sint mai mari decit 56 700 000), 
evident, este egal cu 

1 1 1 


_ 1.56 700 000 -56 700 000 
2.3.5 tzar” +35.7 


-56 700 000 = 1 890 000 + 1350000 + 810000 + 540000 = 45900007 


* 56 700 000 + 


1 
t357 


obținem astfel 
66 690 000 — 27 270 000 + 4 590 000 = 44 010 000. 


În expresia 66 690 000 — 27 270 000 + 4 590 000 sînt considerate o singură 
dată toate numerele divizibile printr-unul din factorii 2, 3, 5 şi 7; divizibile 
prin doi din acești factori; divizibile prin trei din aceşti factori. Vom arăta 
acum de cite ori apar în această expresie numerele divizibile în acelaşi timp 
cu 2, cu 3, cu 5 gi cu 7. Ele figurează evident de patru ori în primul termen 
66 690 000 (ca fiind divizibile și cu 2 şi cu 3 şi cu 5 şi cu 7); de șase ori 
în al doilea termen 27 270 000 (ca fiind divizibile cu 2 şi cu 3; cu 2 şi cu 5j 
cu 2 şi cu 7; cu 3 și cu 5; cu 3 și cu 7; cu 5 și cu 7; de patru ori în 
ultimul termen (ca fiind divizibile cu 2, cu 3 şi cu 5; cu 2, cu 3 şicu 7; 
cu 2, cu 5 și cu 7; cu 3, cu 5 şi cu 7). Înseamnă că în expresia noastră 
aceste numere sint considerate în total de 4 — 6 + 4 = 2 ori, deci trebuie 


scăzut și numărul lor, egal cu zzy '56 700 000 = 270 000: 


66 690 000 — 27 270 000 + 4 590 000 — 270 000 = 43 740 000. 


Astfel, între 1 și 56 700 000 există 43 740 000 numere care sint divizibile 
cu cel puţin unul dintre factorii 2, 3, 5 sau 7. Deci numerele care nu se divid 
cu nici unul dintre acești factori (prime cu numărul 56 700 000) vor fi. în 
număr de 
56 700 000 — 43 740 000 = 12 960 000. 


Observaţie. La fel se demonstrează că, dacă descompunerea număriului N în factor 
primi este de forma 
A pt: 


N = Pi Pë pa? e pio 


atu;;ci numărul q(N) al numerelor mai mici decit N şi prime cu acestea este egal cu 


N N N N N N 
(N) = N ... -2 aan A ei arid a a 
Pi Pa Pk PiP  PaP3 Ph-1Pk 
N N N 
E i PI E +.. + CE =x [= ž) f1- 2). d 
P1PaP3 Pk-2Pk-1Pk PuPa -+ Pk Pi Pa Pr 


(compară cu observația de la problema 11, b)). 
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13. 2 = 1 dă restul 1 prin împărţirea la 7, 21! = 2 dă restul 2, 22 = 
= 4 dă restul 4, 22 dă din nou restul 41, 24 dă din nou restul 2, 25 dă din 
nou restul 4, 2% dă a treia oară restul 1 etc. Aşadar, la împărțirea lui 27 
prin 7 se pot obţine ca resturi numai numerele 1, 2 şi 4, iar aceste resturi 
se repetă periodic în ordinea următoare: 1, 2, 4; 1, 2, 4; 1,2, 4;... 

Vom reprezenta acum pe z sub forma z = 7t + s, unde s <7. Atunci 
resturile împărțirii lui x? la 7 vor fi egale cu resturile împărțirii lui s2 la 7. 
Dacă s ia valorile 0, 1, 2, 3, 4, 5 şi 6, atunci resturile împărțirii lui $2 la 
7 vor fi respectiv numerele 0, 1, 4, 2, 2, 4 şi 1. Deci, resturile împărţirii 
lui z? prin 7 pot fi numai numerele 0, 1, 4 şi 2, iar aceste resturi se repetă 
periodic în ordinea următoare: 0, 1, 4, 2, 2, 4, 1. Deoarece resturile îimpăr- 
țirii lui 27 la 7 se repetă periodic din 3 în 3 valori ale lui v iar resturile 
împărțirii lui z? la 7 se repetă periodic din 7 în 7 valori ale lui z, resturile 
împărțirii lui 2” — z? la 7 se vor repeta periodic din 21 în 21 valori ale lui 
x. Vom scrie unele sub altele primele 21 resturi ale împărțirii lui 27 şi z? prin 7: 


1244124124124 124124124 
014224101422410142244. 


Se vede de aici că resturile împărțirii lui 27 și x? prin 7 coincid de 6 ori 
pentru primele 21 valori ale lui z (pentru z = 2, 4, 5, 6, 10, 15). Deci, printre 
numerele 27 — z?, unde z = Q, 1, 2, ..., 20, există șase numere care se împart 
la 7 fără rest. 

Deoarece 10 000 = 21 - 476 + 4, printre numerele mai mici decit 10 000 
există 476 intervale întregi de cite 21 de numere. De aici rezultă că pentru 
z nu mai mare decit 9 996 = 21 : 476, numărul 27 — z? se divide cu 7 exact 
de 476 - 6 = 2 856 ori. Cele trei numere care au mai rămas, mai mici decit 
10 000, dau resturile 1, 2 și 3 prin împărțirea la 21; deci unul dintre aceste 
numere (anume 9 998) dă a 2 857-a valoare a lui z pentru care 27 — z? se îm- 
parte la 7 fără rest. Deci, în total, există 2856 + 1 = 2857 numere z mai 
mici decît 10 000 pentru care diferența 27 — z? este divizibilă cu 7. Pentru 
celelalte 9 999 — 2 857 = 7 142 numere z mai mici decît 10 000, expresia 
27 — z? nu este divizibilă cu 7. 


14. Dacă 22 + y? se divide cu 49, atunci x? + y? se divide şi cu 7. Însă 
z? poate da prin împărţirea cu 7 numai resturile 0, 1, 4 sau 2 (v. rezolvarea 
problemei 13). Restul împărţirii lui z? + y? prin 7 este egal cu suma resturilor 
împărțirii numerelor z? și y? prin 7. Însă este uşor de ve ificat că dintre toate 
sumele a două dintre numerele O, 1, 4 și 2 (cele două numere putind fi egale 
sau diferite) numai suma 0 + 0 = 0 se divide la 7. Deci z? + y? este divizibilă 
cu 7 atunci şi numai atunci cînd şi z? și y? se divid la 7, adică atunci cînd 
şi x şi y se divid la 7. Pe de altă parte, dacă z şi y sint două numere divizibile 
cu 7, suma x? + y? este divizibilă cu 49. Astfel, numărul căutat este numărul 
perechilor diferite de numere întregi pozitive z şi y, mai mici decit 1 000, care 
sînt divizibile cu 7. Dar 1 000 = 7 : 142 + 6, deci există 142 multipli de 7 mai 
mici decît 1 000. Asociind fiecare dintre cele 142 numere z cu fiecare dintre 
cele 142 numere y, vom obține în total 1422 perechi z, y. Dar printre aceste 
perechi 142 sint formate din numere identice; fiecare dintre celalalte perechi 
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a fost considerată de două ori: o dată ca pereche z, y şi a doua oară ca pereche 
y, z. Deci, numărul perechilor diferite x, y este egal cu 


2 — . 
142 - 142 4 149 = a — 10 153. 


15. Deoarece 1 000 000 = 28.58, orice divizor al său este de forma 
2%. 55 şi descompunerea unui milion în trei factori este de forma 


1000 000 = (2%. 5P:) (2e. 5Ps) (2.5); 
aici «1, az, 43; Bı; Bae Ba sint numere întregi nenegative care verifică egali- 
tăţile 

aa + e + os = 6, Bı + B2 + Bs = 6. 

Vom calcula cîte astfel de sisteme aa, az, aa; Ba, Bz Ba există. 
Dacă au = 6, aa şi as trebuie să fie egale cu 0; astfel, în acest caz, avem 


un singur sistem de numere 4, 2, ag. 
Dacă a = 5, sînt posibile două sisteme: 


cu = 5; «= 1, as = 0 şi du = 5, +2 = 0, a = |. 
Dacă o = 4, sint posibile trei sisteme: 
æ = 4, dp = 2, a = 0; a = 4, æ = 1, as = 1; «i = 4; a = O, a = 2. 


La fel se demonstrează că dacă a = 3, sint posibile patru sisteme; dacă 
a = 2, sint posibile cinci sisteme; dacă aa = 1, sint posibile șase sisteme şi 
dacă « = 0, sînt posibile şapte sisteme. Deci numărul total de sisteme de 
numere a, &2, &s care verifică egalitatea «1 + ap -+ as = 6 este egal cu 


192+34+4+5+6+7= 28. 


La fel, există 28 sisteme diferite de numere ßı, Pa, Bs care verifică ega- 
litatea Bı + B2 + Bs = 6. Deoarece în descompunerea numărului 1 000 000 
în trei factori putem combina orice grup de trei numere a, 2, ag cu orice 
grup de trei numere fa; Pz, fa, numărul total de descompuneri este egal cu 


25 * 28 = 784. 


În acest calcul, descompunerile care diferă doar prin ordinea factorilor 
au fost considerate ca diferite, adică unele descompuneri au fost considerate 
de mai multe ori. 

Să determinăm de cite ori a fost considerată fiecare descompunere. 

1) O singură descompunere și anume 


106 = (22. 52) (22. 52) (23. 52) 
a fost considerată numai o dată. 


2) Dacă în descompunerea lui 10° în trei factori, doi dintre ei sint egali 
(iar al treilea diferit), o astfel de descompunere a fost considerată de trei ori: 


6 — Probleme neelementare — c. 366 81 


factorul neegal cu ceilalți poate să ocupe în produs primul, al doilea sau al 
treilea loc. 

Să calculăm numărul unor astfel de descompuneri. Presupunem că facto- 
rul care apare în descompunere de două ori este de forma 2%- 5% (adică des- 
compunerea este de forma 10° = (2*.5P) . (2%. 5P) (28-2*.5e-28); atunci 
a poate fi egal cu 0, t, 2 sau 3, iar B poate îi de asemenea egal cu O, 1, 2 sau 3. 
Deoarece orice « poate fi asociat cu orice B, numărul total de grupări posibile 
este egal cu 4:4 = 16. Dintre acestea, trebuie înlăturată gruparea « = 2, 
8 = 2, deoarece în acest caz obţinem descompunerea 


106 = (22. 52). (22. 52). (22. 52), 


găsită mai înainte. Astfel, au fost considerate de trei ci 15 descompuneri. 

3) Celelalte descompuneri au fost considerate de șase ori. Într-adevăr, 
dacă toţi cei trei factori sînt diferiţi între ei, următoarele şase descompuneri 
diferă doar prin ordinea factorilor: 


(22: . 5Be) + (20a. Be). (das. 5P); (Das. DB) + (as + 5Pa) . (Das. Baa); 
(Das + 5a) . (Dau. 58.) (Da. 585), (2er 5) + (Das BPa) e (Dai. BB); 
(22a. 58). (21. 58.) . (Dao. 582), (2a 582) + (Das. 582). (Da. 5R), 

Deci numărul total de descompuneri diferite ale unui milion în trei factori 


este egal cu 


1d RI = 1 15 PD 1 15 103 = 139. 


16. Descompunerea numărului 86 400 000 în factori primi este de forma 
86 400 000 = 210. 33. 55, 


Deci toți divizorii săi sînt de forma 2%.: 38: 5Y, unde a este un număr întreg 
nenegativ, nu mai mare decit 10, B este un număr întreg nenegativ nu mai 
mare decit 3, iar y este un număr întreg nenegativ nu mai mare decit 5. Deci 
pentru a există 11 valori posibile (anume 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10), pentru 
B sînt patru valori posibile, iar pentru y șase valori posibile. Deoarece atunci 
cînd formăm divizori putem asocia între ele toate valorile posibile ale expo- 
nenţilor «, B și y (printre divizori considerăm numărul dat și numărul 1), 
atunci numărul tuturor divizorilor este egal cu 


11- 4-6 = 264. 


Să determinăm acum suma tuturor divizorilor. Pentru aceasta vom 
calcula mai întii suma sı a tuturor divizorilor de forma 2": 


pai —4 
i iza d E E rr ia mr 7 E A a ci a 


Se observă că suma divizorilor de forma 2%: 3%- 5, unde 6, și Yı sint numere 
fixe, iar a« parcurge toate valorile posibile, este egală cu sı- 3: 5". (deoarece 
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in sumă putem scoate în factor pe 3: 5"). Deci suma tuturor divizorilor 
numărului 86 400 000 este egală cu produsul dintre 2047 și suma tuturor 
divizorilor numărului 2%- 55 (deoarece toți divizorii lui 86 400 000 de forma 
38. - 5" sînt divizori ai numărului 32 - 55), 

În mod analog se poate demonstra că suma tuturor divizorilor numărului 
33. 55 este egală cu produsul dintre suma sz a tuturor divizorilor acestui număr 
care sînt de forma 3 și suma s, a tuturor divizorilor numărului 55. Însă 


3—1 8l—1 


a = 3? + 31 + 92 p 93 o HH aM‘ =40, 
Sa ui F > ZA z 
= 5625 — 

s=5 514 D= e BOBL = 3906, 


În consecință, suma tuturor divizorilor numărului 86 400 000 este egală cu 
S1* Sa* S3 = 2 047- 40 - 3 906 = 319 823 280. 


Vom mai da o variantă a acestei rezolvări. Fic a și b două numere prime între ele. 
În acest caz, evident, orice divizor al numărului ab este egal cu produsul dintre un divizor 
al numărului a și un divizor al numărului b. De aici cste uşor de dedus că numărul n(N) al tuturor 
divizorilor numărului N şi suma s(N) a tuturor divizorilor au următoarele proprietăţi: dacă 
a şi b sînt două numere prime între ele, atunci 


n(a- b) = n(a): n(b) şi s(a: d) = s(a): s (b) 


[datorită acestei proprietăţi, în teoria numerelor n(N) și s( N) se numesc funcţii mult 
plicative de numărul NU]. Deoarece numărul divizorilor numerelor 2», 32 și 55 este respectiv 
egal cu 11,44 și 6,iar suma tuturor divizorilor acelorași numere este 2 047, 40 şi 3 906, obţinem 


n(86 400 000) = 11: 4-6 = 264; 
s(86 400 009) = 2 047: 40: 3 906 = 319 823 280. 


Observație. La fel se demonstrează că, dacă descompunerea numărului n în factori 
primi este de forma 


(A) 


N = Pa e [e e PR, 
numărul divizorilor săi csle cgal cu 
(a + Deea + 1). (w = 1), 


iar suma acestor divizori ceste egală cu 
(E e) (ea) 
p— 1 pa 1] E E 
17. Descompunerea numărului 59 400 000 în factori primi este de forma 


59 400 000 = 26. 33. 55. 14. 


1) Un alt exemplu de funcție multiplicativă de numărul N este funcția lui Euler 
P(N), adică numărul numerelor mai mici decit N şi prime cu N (v. observația de la rezolvarea 
problemei 12). ` 
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Deci, dacă cel mai mic multiplu comun a două numere A şi B este egal cu 
59 400 000, trebuie să avem 


A = 2m: 3h. 5v 448, B= 2%. 3h. re: 11, 

Trebuie să avem 
aa <6, xz <6, max (cu, &z) = 6; ßBı<3, B2<3, max (Bu B2) = 3; 
yYıs5, Y2<5, max (Yp Y2)=5; sl, desi, max (6, è) = 1; 


unde max(a, b) înseamnă cel mai mare dintre cele două numere a şi b. 

Aceste condiții sint verificate de 13 perechi posibile de vəlori ale lui 
oa, a (cu = 6, a2 = 0, 1, 2, 3, 4, 5; e, = Q, 1, 2, 3, 4, 5, æ = ĝ; ai = z = ); 
sint verificate de 7 perechi posibile de valori ale lui fa, B2 (fn = 3, Ba = 0, 1,2; 
Pi = 0, 1, 2, B2 = 3; Bı = Ba = 3); de 11 perechi posibile de valori ale lui 
Yr Ya (Mm = 5, Y2 = 0, 1, 2, 3, 4; Yı = 0, 1, 2, 3, 4, Y= 5; n= y= 5) 
şi de 3 perechi posibile de valori ale lui 3, 9 (8 = 1, 92 = 0; è = 0, 5% = 1; 
Îi = 8a = 1). Asociind toate aceste valori, vom obține în total 


13: 7.11.3 = 3 003 


perechi de numere A, B. Dar în calculul nostru două perechi de numere care 
diferă numai prin ordinea lor au fost considerate ca diferite. Deci fiecare 
pereche de numere care au pe 59 400 000 ca cel mai mic multiplu comun a fost 
considerată de două ori în afară de perechea A = B = 59 400 000. 
Deci numărul perechilor de numere A, B esențial diferite va fi egal cu 


3 003 — 1 


1 = 1502. 
7 F 


Observație. La fel se demonstrează că, dacă descompunerea numărului N tn factori 
primi este de forma 


N = Pr” pat «+. Pit, 


numărul m al tuturor perechilor posibile de numere întregi, al căror cel mai mic multiplu comun 
este egal cu N, poate fi calculat cu formula 


(2 + 1) (2a + 1)... (20x + 1)— 1 
2 


m = + 1. 


18. Va îi luat trinomul 1 + zë + z? de 20 ori ca factor şi se va efectua 
produsul după regulile cunoscute. Fiecare termen al sumei astfel obținute va 
fi produsul a 20 factori egali sau cu 1, sau cu z5, sau cu 27. Esenţial este faptul 
că, în aceste produse de cîte douăzeci de factori, pe fiecare dintre cele 20 
de locuri poate figura oricare dintre cei trei factori: termenii sumei vor fi 
produse formate prin toate grupările posibile ale factorilor daţi (adică pro- 
dusul a 20 de unu, produsul dintre 19 de unu și un factor zë, produsul dintre 
19 de unu și un factor 27, produsul dintre 18 de unu, un factor zë şi un factor 
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27 etc.), luaţi în toate modurile posibile (astfel, vor fi 20 de termeni diferiţi, 
care sînt produse dintre 19 de unu şi zë, deoarece poate ocupa într-un astfel 
de produs factorul zë primul, al doilea, al treilea, ..., al douăzecilea loc şi 
toate aceste produse vor fi termeni diferiți ai sumei noastre). 


Toate produsele de acest fel vor conţine pe z la o putere anumită, care 
este o sumă dintre un multiplu de cinci și un multiplu de șapte. Însă este 
uşor de verificat că numărul 18 nu poate fi în nici un fel reprezentat ca o sumă 
de termeni ce iau valorile 5 şi 7; rezultă deci că termenul z1E nu figurează 
deloc în suma noastră (coeficientul căutat al lui z18 este egal cu zero). 

Numărul 17 poate fi reprezentat în mod unic sub forma unei sume de cinci 
şi şapte: 17 = 5 + 5 + 7. Deci, z" va figura în acei termeni ai sumei noastre 
care sint produse dintre doi factori z5, un factor x” și 17 factori egali cu 1. 
Trebuie să determinăm numărul produselor de acest fel din suma noastră. 
Într-un astfel de produs factorul z? poate să ocupe oricare dintre cele 20 locuri. 
Să presupunem, pentru precizare, că el ocupă primul loc. După el mai rămîn 
19 locuri libere, dintre care două trebuie să fie ocupate de factorii z5, iar 
celelalte 17 de factorii 1. Dacă unul dintre factorii zë ocupă un loc anumit; 
celălalt poate sta pe oricare dintre celelalte 18 locuri. Obţinem astfel 18 ter- 
meni în care pe primul loc neocupat de factorul 2? (adică pe locul al doilea) 
stă z5, 18 termeni în care pe al doilea dintre locurile neocupate stă ză, 18 ter- 
meni în care pe al treilea loc de acest gen stă z5, în sfirşit 18 termeni în care 
pe ultimul loc liber (al nouăsprezecelea) stă z5. La prima vedere se pare că 
avem în total 19 : 18 termeni de forma căutată și în care factorul 27 ocupă 
primul loc. Ei sînt însă de două ori mai puţin. Într-adevăr, în fiecare dintre 
aceşti termeni factorul zë ocupă două locuri (de exemplu, al i-lea şi al 4-lea 
loc); deci în calculul nostru fiecare termen de acest fel a fost considerat de două 
ori (în exemplul dat, termenul fixat se consideră printre cele 18 produse în care 
factorul zë ocupă locul al i-lea şi printre cele 18 produse în care factorul zë 
ocupă locul al 4-lea). Deci, numărul termenilor de forma căutată și în care 
5 — 471. Tot atiţia 


pe primul loc stă factorul 27 este de fapt egal cu 


vor fi şi termenii în care z’ stă pe locul al doilea, al treilea, ..., al douăzecelea. 
Astfel numărul total al unor astfel de termeni, egal cu coeficientul lui z1? 
în (1+ z5+ 27)%, este egal cu 20: 171 = 3 420. 

19. Se vor număra toate modurile în care pot fi schimbate 20 copeici. 
Într-un astfel de schimb se pot utiliza sau patru monede în valoare de 5 copeici 
sau trei astfel de monede sau două sau una sau nici una. 

Există un singur mod de schimb în care pot fi folosite patru monede în 
valoare de 5 copeici (deoarece patru monede de 5 copeici fac 20 copeici). 

Dacă sînt folosite trei monede de 5 copeici, va trebui să completăm încă 
5 copeici din monede de altă valoare. Aceasta se poate face în trei moduri: 
luînd două monede de 2 copeici și una de 1 copeică, sau o monedă de 2 copeici 
şi trei de 1 copeică, sau, în sfirşit, nici o monedă de 2 copeici şi cinci monede 
de 1 copeică, s 

Am dat astfel încă trei moduri de a schimba 20 copeici. 
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Dacă vom utiliza două monede de 5 copeici, va trebui să mai formăm 
10 copeici din monede de 2 copeici şi 1 copeică. Aceasta se poate face în şase 
moduri. Se pot lua: 


1) 5 monede de 2 copeici, O monede de 1 copeică; 
2) 4 monede de 2 copeici, 2 monede de 1 copeică; 
3) 3 monede de 2 copeici, 4 monede de 1 copeică; 
4) 2 monede de 2 copeici, 6 monede de 1 copeică; 
5) 1 monedă de 2 copeici, 8 monede de 1 copeică; 
6) O monedă de 2 copeici, 10 monede de 1 copeică. 


Am dat astfel încă şase moduri de a schimba 20 copeici. 
Dacă utilizăm o monedă de 5 copeici, trebuie să formăm încă 15 copeici 
cu monede de altă valoare. Aceasta se poate face în următoarele moduri: 


1) 7 monede de 2 copeici, 1 monedă de í copeică; 
2) 6 monede de 2 copeici, 3 monede de 1 copeică; 
3) 5 monede de 2 copeici, 5 monede de 1 copeică; 
4) 4 monede de 2 copeici, 7 monede de 1 copeică; 
5) 3 monede de 2 copeici, 9 monede de 1 copeică; 
6) 2 monede de 2 copeici, 14 monede de 1 copeică; 
7) 1 monedă de 2 copeici, 13 monede de 1 copeică; 


8) 0 monede de 2 copeici, 15 monede de 1 copeică. 


Am mai dat, deci, încă opt moduri de schimb. 

În sfirşit, dacă nu se utilizează deloc monede de 5 copeici, sînt posibile 
următoarele moduri de schimb: 

1) 10 monede de 2 copeici, 0 monede de 

2) 9 monede de 2 copeici, 2 monede de 

3) 8 monede de 2 copeici, 4 monede de copeică; 

4) 7 monede de 2 copeici, 6 monede de copeică; 


1 copeică; 
4 
1 
1 
5) 6 monede de 2 copeici, 8 monede de 1 copeică; 
1 
4 
1 
1 


copeică; 


6) 5 monede de 2 copeici, 10 monede de copeică; 

7) 4 monede de 2 copeici, 12 monede de copeică; 

8) 3 monede de 2 copeici, 14 monede de copeică; 

9) 2 monede de 2 copeici, 16 monede de copeică; 

10) 1 monedă de 2 copeici, 18 monede de 1 copeică; 

11) 0 monede de 2 copeici; 20 monede de 1 copeică; 
adică încă 11 moduri. 


Toate modurile de schimb indicate sint diferite şi alte modurinu există. 
Deci numărul total de moduri de schimb este egal cu 


14+3+6+8+ (11 = 29. 
26 


20. Pentru a obţine n copeici din monede în valoare de 1 copeică și 2 
copeici nu putem utiliza mai mult de n/2 monede în valoare de 2 copeici. 
Dacă se iau mai puţin de n/2 sau exact n/2 astfel de monede, modul de combi- 
nare este unic determinat (dacă luăm g monede de 2 copeici, unde gsn/2, 
atunci pentru a obţine n copeici trebuie să mai adăugăm încă n — 2q monede 
de o ccpeică). Astfel, există atitea moduri de a obține n copeici din monede 
în valoare de 1 și 2 copeici, cîte numere întregi nenegative sînt nu mai mari 
decit n/2 (printre aceste numere trebuie considerat şi zero, deoarece n copeici 
se pot obţine, în particular, numai din monede de o copeică). Dacă n este 
un număr par, n/2 este întreg şi numărul total de moduri este egal cu 1 + n/2 
(se pot lua 0, 1, 2, ..., n/2 monede de două copeici); dacă n este impar, atunci 
n|2 nu mai este un număr întreg şi numărul total de moduri este egal 


iad rase pot lua 0, 1, 2,..., 22 


lizind semnul [z], se poate da o formulă unică pentru numărul de moduri în 
care se pot obține n copeici din monede în valoare de 1 şi 2 copeici, acest 
număr este egal în toate cazurile cu 


n 
—|+1. 
[z+ 
21. a) Pentru a obține n copeici din monede în valoare de 1 copeică, 


2 copeici și 3 copeici putem să nu utilizăm deloc monede în valoare de 3 copeici, 
putem utiliza o singură monedă de acest fel, putem utiliza două, trei etc. 


1 pi f 
monede de două copeici]. Uti- 


cu 


pînă la E] monede. În primul caz, trebuie să obținem n copeici din monede 
în valoare de 1 copeică şi de 2 copeici (aceasta este posibil în [z] +1 moduri; 


v. problema 2); în al doilea caz, trebuie să obținem din astiel de monede 


n—3 


n — 3 copeici (aceasta este posibil a| |+ 1 moduri); în al treilea caz, 


n — 6 


trebuie să obţinem n—6 copeici (aceasta este posibil n] 


| 4 moduri) 


etc. În ultimul caz, trebuie să obținem 4 copeici, din monede de 1 copeică 
şi de 2 copeici, & fiind restul tmpărțirii lui n la 3, care poate fi egal cu 0, 1 


sau a(k copeici se pot obține în E +1 moduri): Astfel, numărul total de 


moduri este egal cu 


(ze (a i) eee) 
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Vom nota cu ? cîtul împărţirii lui n la 3; atunci n = 3l + k şi numărul 
de moduri căutat poate fi reprezentat sub forma 


(je aa) e ea 9) 


Vom demonstra că pentru orice număr întreg m avem 


mj m_i 2, 
E d La 


Într-adevăr, dacă m este par, avem în ambii membri ai egalității m/2, 
iar dacă m este impar avem în ambii membri (m — 1)/2 

Se va transforma acum expresia care dă numărul de moduri în care pot 
îi obţinute n copeici din monede în valoare de 1, 2 și 3 copeici. Această expresie 
poate fi scrisă sub forma 


(3 +Ë SEmi ++ 


= 


„+ ++ 


4 

Pentru calculul acestei sume este comod să o scriem în altă ordine: mai tatti 
(Zei 
RT AITA Ai A ŞI, în 
sfirşit, toţi ceilalți termeni. Vom obţine astfel 


($i BaF a JAA w 


(= tes, 


; X i 3 : 
vom scrie termenii egali Su apoi 


Aici avem în prima paranteză termenul 3/4 repetat de Z + 1 ori; aceasta dă 
3(1 + 1)/4. În ultima paranteză sînt Z + 1 termeni ai unei progresii aritmetice 


cu raţia + primul termen - şi ultimul termen ai suma acestei 
3 + k 


2 
din mijloc este suma a ] + 1 termeni ai unei progresii geometrice cu primul 


progresii este egală cu (+ ) (+ 1) 2. În sfirgit, în paranteza 


termen (—1)*/4 şi rația (— 1)? = — 1, adică 
facă. pb (= 1 = (— 1) =.(3 1437 ° 
| Cpt 0 En; 


această sumă, care poate fi egală cu 1/4, O sau — 1/4, o vom nota cu e. 
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Astfel, pentru numărul de moduri căutat obținem expresia 


3( + 1) „(3 + 2%) (l + 1) a 


4 4 
Însă 
30-10) EWUH, UDE +ar2 
4 4 4 
_ (32 + 3) (33 + 3 + 2k) PENE Uaa E) Uin E 
12 12 
nr Fe 
12 12 


Să observăm, acum că dacă k este egal cu 0, atunci k2/12 = O, iar 


e = [1 — (— 1)™3]/8 
oate fi egal cu O sau cu TALR dacă k = 1, atunci Kat iar e poate 
PSE T Ti 12 12 P 


2 
fi egal cu 0 sau cu — Á şi dacă k = 2, atunci T24, iar e poate fi egal 


2 
cu 0 sau + Deci — a +e poate lua numai valori cuprinse între -4 


şi + L, adică această expresie este totdeauna mai mică în valoare abso- 


lută decît 1/2. Deoarece numărul de moduri în care se pot obține n copeici 
este un număr întreg, rezultă din calculul nostru că acest număr întreg este 
cel mai apropiat de (n + 3)2/12. Astfel numărul de moduri este dat de formula 


(n) 


b) La fel, se demonstrează că numărul de moduri în care se pot obține n 
copeici din monede în valoare de 1, 2 şi 5 copeici este egal cu 


ee) 


22. Deoarece din monede în valoare de 10, 20 și 50 copeici se poate 
obține doar un număr întreg de zeci de copeici, rezultă că din monede de 


1, 2 şi 5 copeici trebuie să obţinem de asemenea un număr întreg de zeci 
de copeici. De aceea, sint posibile următoarele cazuri: 
1) o rublă se obţine din monede în valoare de 10, 20 şi 50 copeici, 
2) din monede în valoare de 10, 20 și 50 copeici se obțin 90 copeici 


din monede de 1, 2 și 5 copeici se obțin 10 copeici 
3) y 3 „ 10, 20 „ 50 ,„ T sa 8 „ 
y j si i Dag 100 a 20 , 
4) p i „ 410, 20 „ 50 , sii a 70 , 
$ » i To 2y D T 30 y 
5) y n » 10, 20 5 E 60 y 
i E i A Da eg Di SEPN 40 y 
6) „ a „ 10, 20 „ 50 ,„ e sa 50 „ 
SE 3 x 1, 2 y O Joi 50 , 
1a în „10, 20 „ 50 , sili 40 y 
3 x k de Do a D i e 60 , 
8) n R » 10, 20 „ 50 ,„ o i 30 „ 
M A îi Lo 2 sg 7 SE e Pe 70 „ 
9) n 3 , 10, 20 „ 50 , s Să 20 , 
s % i do 2 e O la da 80 , 
10) , ši spe 10, 20 „ 50 , d 3 10 , 
n » » 1, 2 thi 5 7 » 2 90 ERJ 
11) 1 » 1 10, 20 » 50 » 2) » 0 » 
» » il) 1, 2 n 5 » » Ek 1 rublă 


Să examinăm fiecare dintre aceste moduri posibile. 

1) Se poate obține o rublă din monede de 10, 20 şi 50 copeici în tot atitea 
moduri in care se pot obține 10 copeici din monede în valoare de 1, 2 şi 5 copeici. 
Contorm problemei 21, b), acest număr este egal cu 


(10 + 47 _ (19%) _ Ei 
(= )=(35)= (9,8) = 10. 


2) 90 de copeici se pot obține din monede de 10, 20 şi 50 copeici în tot 
atitea moduri ca şi 9 copeici din monede în valoare de 1, 2 şi 5 copeici, adică 


ia (e + 4) 
20 


) moduri. Acest număr este egal cu 


( S) SBAB 


90 


Ne mai rămîne să obținem 10 copeici din monede în valoare de 1, 2 şi 5 
copeici. Numărul de moduri diferite în care se poate face acest lucru este 


egal cu 
(5 = (3) = 10. 
20 20 


Deci, numărul total de moduri diferite prin care se pot obține 90 copeici 
din monede de 10, 20 şi 50 copeici, iar 10 copeici din monede de 1, 2 şi d 
copeici este egal cu 8: 10 = 80. 


3) Printr-un raționament analog se poate arăta că numărul totai de 
moduri diferite este egal cu 


(a ue (e +4) N-S) = (7,2): (28,8) = 7- 29 = 203, 
20 20 20 ] (20 


4) Numărul total de moduri diferite este egal cu 
2 2 10 74 
(£ + 4) e E ar) = (6,05) (57,8) = 6- 58 = 248, 
20 20 (20 20 


5) Numărul total de moduri diferite este egal cu 


(e + 2), (ST -+ 2!) z- (7) (=)= (5) - (96,8) = 5: 97 = 485. 
20 20 20 J | 20 


6) Numărul total de moduri diferite este egal cu 


Eo z P) (5) Ea a= = (4,05)-(145,8) = 4- 146 = 584 


7) Numărul total de moduri diferite este egal cu 


(e + tr) Eo +4} )- (5) (3 a )= (3,2)-(204,8) = 3- 205 = 615. 
20 20 20/\ 20 


8) Numărul total de moduri diferite este egal cu 


e f LLE + "= = (3) 3415) — (2,45): (278,8) = 2: 274 = 548, 
20 20 20| 20 


9) Numărul total de moduri diferite este egal cu 
(2 + 45) (80 + 4)? -P )- (1,8) - (352,8) = 2- 353 = 706. 
20 20 20 20 
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10) Numărul total de moduri diferite este egal cu 


(A) (A (73) Ea = (1,25) (441,8) = 4- 442 = 442. 
20 20 20) \ 20 


11) Numărul total de moduri diferite este egal cu 


AAA- (Sa) = (0,8) (540,8) = 1 - 541 = 54. 
20 20 20/t 20 


În definitiv, numărul total de moduri în care se poate obţine o rublă 
din monede în valoare de 1, 2, 5, 10, 20 și 50 copeici este egal cu 


10 + 80 + 203 + 348 + 485 + 584 + 615 + 548 + 706 + 442 + 541 = 4562 

23. Dacă numărul n este reprezentat sub forma unei sume de doi termeni 
n=z+y, 

atunci unul dintre acești termeni nu va fi mai mare decit n/2. Acest termen 


poate lua valorile 1, 2; 3, ..., = ; toate aceste cazuri sint diferite, deoarece 


al doilea termen nu va putea fi mai mic decit n/2. De aceea numărul de moduri 
E n 
diferite este egal cu Bi 


24. Trebuie găsit numărul perechilor de numere întregi x, y, pentru 
care | x|+]y | este egal cu 0 sau cu 1 sau cu 2 sau cu 3... sau cu 99. Se va calcula 
numărul perechilor x, y pentru care |x| + |y! = k. Aici |x| poate lua k + 1 
valori diferite, anume O, 1; 2, ..., k — 1, k; în acest caz, | y | va fi egal respectiv 
cu k, k— 1, k— 2,..., 1,0. Dacă |z| =}, |y] = k— l, unde nici l, nici 
k — L nu sînt egale cu 0, atunci x şi y pot lua încă două valori care diferă 
prin semn; deci, obținem, în acest caz, patru soluții diferite pentru ecuația 
|z| + lyl= kşianume: (l, k — l), (— lL k— }), (l, — k+?) ṣi (—l— k+ 
+ 1). Dacă 1 = 0 sau l = k, obtinem numai două soluții pentru ecuația |x| + 
+ ly] = k şi anume: (0, k) și (0, — k), sau respectiv (k, 0) şi (— k, 0). Astfel, 
pentru k#0 ecuația |x| + |y] =k are 2+ 4(k—1)+2= 4k soluții 
diferite. Dacă k = 0, ecuația |z| + |y| = k (adică ecuația |z| + [y| = 0) 
are o singură soluție z = 0, y = 0. De aici rezultă că numărul soluțiilor dife- 
rite, în numere întregi, ale inegalităţii |z| + |y| < 100 este egal cu 


99. 100 
2 


1+4(1+2+4+3++.. +99 =1+4. = 1 + 19 800 = 19 801. 


25. Problema se reduce la găsirea numărului de soluții întregi pozitive 
ale ecuației x + y + z = n. Să observăm, în primul rînd, că ecuația s + y =} 
( este un număr întreg pozitiv) are ] — 1 soluții întregi pozitive. Într-adevăr, 
în acest caz, x poate fi egal cu 1, 2,...,4 — 1 (x nu poate fi egal cu }, deoarece 
atunci y n-ar fi pozitiv); y se determină cu ajutorul ecuaţiei și în aceste cazuri 
va fi și el un număr întreg pozitiv. l 
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Să trecem acum la ecuaţia 
z+y-+z=n. 
Evident, z poate fi egal cu 1, 2, 3, ..., n — 2 (însă nu poate fi egal cu n — 1, 
deoarece y și z nu sint mai mici decît 1, iar n—1+1+1>n);gyşiz 
verifică ecuația 
y+z=n— tī; 


deci pentru o valoare fixă a lui z, avem n — z — 1 posibilități pentru valorile 
lui y şi z. De aici rezultă că numărul total al soluțiilor diferite este egal cu 


(n — 2) + (n — 3) +... + [n — (n — 2) — 1] = (n — 2) + (n — 3) + ... 
sk 1 = (n — 1) (n — 2)/2. 
26. Vom aşeza termenii acestei sume în ordine crescătoare. Este clar că 


primul (cel mai mic) termen poate varia de la 1 la Bi adică pentru aceasta 


Ă n 3 a asa A ; 
există [=] valori posibile. Dacă primul termen este z, atunci al doilea nu 


n— r 


poate fi mai mic decît z şi nici mai mare decit (deoarece acesta nu 


este mai mic decit primul şi nu este mai mare decit al treilea). Astfel, pentru 


al doilea termen avem |" —2| — (x — 1) valori posibile. Al treilea termen 


determină în mod unic cu ajutorul primilor doi. Deoarece z poate lua valorile 


Le 2e =] — 1, [=] » rezultă că numărul de reprezentări posibile este egal cu 


n 
n — — 
n—1 n—2 n—3 E] ( d | 
ze) rez) ra PI) 
Vom transforma acum această expresie. Să presupunem că restul împăr- 
ţirii lui n la 3 este egal cu k (k poate să fie egal cu 0, 1 sau 2); atunci avem 
n = 3l + k şi expresia noastră este egală cu 
3+k—1 3 + hk-—2 3+k—3 
po —— 
Po ala 


|+- 


3+k—1 
-+| - 


| urare 
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Expresia în acolade este egală cu Z ([ — 1)/2. Să calculăm acum suma S a celor- 
lalți termeni. O vom scrie în ordinea inversă; atunci ea va lua forma 


so [PE H] [0 pret, 


2 2 2 


Această sumă este formată din 7 termeni. Folosind formula 


(v. soluţia problemei 21, -. suma m fi scrisă astfel: 


E ri Rua) 
Așezind termenii în altă ordine, se obţine 

s-t ti Pra. rr 
Vom nota suma CD A caz = cu e. Este clar că e 


poate fi egal cu 1/4, 0 sau — 1/4 (compară cu soluţia problemei 21, a)). Mai 
departe se obţine 


(aceasta este suma termenilor progresiei aritmetice). Astfel, în definitiv 


s- ti _ i 0—1) 


2 4 go 


şi, deci, numărul de moduri în care poate fi reprezentat numărul n ca o sumă 
de trei termeni intregi pozitivi este egal cu 


-1 A+ 1 Q-Ņ), _ W- 
ne a Al i TREI dc 2 
sl ae ISI a A 0) 
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Însă 


HE RE BEI Ci it AR a o ua si ai A SERE 
4 12 12 
_ (n — kn + k) __ pă — ha _mĦ_ ke 
12 te= p Trep n" 


2 
Să observăm că, dacă k = 0, atunci E= 0, iar e poate fi egal cu 0 sau 


cu 1/4: dacă k = 1, atunci T= iar s poate fi egal cu 0 sau cu— 1/4; 
2 
tn sfîrşit, dacă k = 2, atunci E = iar e poate fi egal cu O sau cu — 4/4. 


2 
Deci — Z4 e se află între — 1/3 şi 1/4; aşadar, numărul de moduri în care 


poate fi reprezentat numărul n ca sumă a trei termeni întregi pozitivi este 


2 2 
egal cu cel mai apropiat număr întreg de D adică este egal cu (5) . 


27. Deoarece z = n — x — y, soluția va fi complet determinată, dacă 
vom cunoaşte pe z și y. Să înlocuim în inegalitățile noastre pe z cu n — x — y: 
1) Inegalitatea z < z + y dă 


n—zr—yxzr+y; 


de aici 
n<2(x +y); z+y>n]2 adică, y> D= zi 


2) Inegalitatea y <x + z dă 
ysz+n-2—y; 
de aici 
2ysn, ysenh. 


Din 1) şi 2) rezultă că pentru fiecare valoare dată a lui z există atitea 


9 


a“ 


soluţii diferite, cîte numere întregi pozitive sînt cuprinse între = — şi i, 
3) Inegalitatea rsy +z dă 
sxy +n—zr-— y; 
de aici 
2r<n, xn. 
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Deci z poate varia de la 1 la z : 


În afara acestor inegalităţi, z și y trebuie să mai verifice şi inegalitatea 
s+ y <n, deoarece z>0. 

Să cercetăm acum două cazuri posibile: n impar și n par. 

1) n impar. Atunci z poate lua valorile 


i ii mi BE, N it, RE, 
2 2 2 


şi, pentru fiecare dintre aceste valori ale lui z, numărul numerelor întregi 


zi ; n n TR Ă 
pozitive cuprinse mies =t fl 2 cate egal cu z (aceste condiţii sînt veri- 


—, dă. — 1, T — (e — 1) Deci pentru 
2 2 
w = (n — 1)/2 există (n — 1)/2 soluții diferite g poate fi egal cu Z z 1; 


ficate de numerele 


d. a a. 3 1]; pentru z = Sien teg soluții diferite 
y poate fi egal cu pe mE 2e 1, ..., 2| etc.; pentru z= 1 există o singură 


2 

soluție [y trebuie să fie egal cu (n — 1)/2]. Este clar că condiţia x +y <n 
este verificată pentru toate aceste soluții. In definitiv, numărul total de soluții 
diferite tîn numere întregi pozitive ale ecuației z -+ y + z = n, care verifică 
ínegalitățile indicate, este egal, în acest caz, cu 


n—1,n-—3 (n — 4) [n—4 n?—1 
— Fo. = -—— . | — 1|[2 = . 
Ph ti | rF ]] = 


2 2 
2) n par. Aici z poate lua valorile = Ep ALL 1, Z — 2, asi, 1. Pen- 
2 2 2 2 

tru z = n/2 numărul numerelor întregi pozitive cuprinse între Z — z=0 şi = 
este egal cu n/2 = z(aceste condiţii sînt verificate de numerele 2 , 2 — Îmi 1) , 
iar pentru 7< n/2 numărul numerelor întregi pozitive cuprinse între > — z și 
n este egal cu z + 1 (aceste condiţii sint verificate de numerele = , = = Aaa 
dați = — e; pentru z = n/2 numărul soluţiilor este egal cu z, deoarece numărul 
n 


TT æ = 0 nu este pozitiv și trebuie să fie înlăturat). Astfel, pentru z=n/2 


există n/2 soluţii diferite g poate fi egal cu? , = i IER 1); pentru z = = -141 

există, de asemenea, n/2 soluții diferite fy poate fi egal cu 2 = = decat 1) 
\ 

etc.; în sfirșit, pentru z = 1 există două soluţii diferite € poate fi egal cu 


z sau cu = 1]. Dintre aceste soluții una (anume z = n/2, y = n/2) tre- 


buie să fie lăsată deoparte, deoarece aceasta nu verifică condiția z + y qn. 
Astfel, în acest caz, numărul total de soluții diferite în numere întregi pozitive 
ale ecuaţiei z + y + z2 = n, care verifică inegalitățile indicate în problemă, 
este egal cu 


n n n n n n 
—+—+|——1 —— 2 a. +2—1=|>~+1 — 
tr BE + + (gr) 


naa SR a) [R SR III 
(3 + rari 3 5+ (+ 2)/2] 3 
= (n+ Dn r4) _ a n t+6n— i6 _ (nte) (n—2) 

ui 8 8 E 8 


Se mai observă că se poate da problemei şi o interpretare geometrică. Orice soluţie în 
numere întregi a ecuaţiei x -+ y + z = n este complet determinată de două numere z și y (deoa- 
rece z = n — 1— y este determinat în mod unic de z și y). Vom lua în plan un sistem de coor- 
donate carteziene și vom înscrie toate punctele cu coordonatele numere întregi x și y care sint 
soluţiile problemei noastre (fig. 36). Am văzut că pentru astfel de soluţii trebuie să avem y < A 2; 
deci toate punctele care verifică aceste condiţii trebuie să fie situate sub dreapta NP (ON = 
= MP = n[2) sau chiar pe aceasta. Conform inegalității x < n/2, toate aceste puncte trebuie 
să se afle la stinga dreptei PM (OM = NP = n/2) sau chiar pe aceasta. În siirşit, inegalitatea 
z + y > narată că toate aceste puncte se află deasupra 
dreptei sau pe aceasta. Astfel, toate punctele căutate trebuie 
să fie dispuse în interiorul sau pe laturile triunghiului NPM, 
haşurat în fig. 36; virfurile N, P şi M ale triunghiului 
nu convin (chiar dacă coordonatele lor sint numere întregi), 
deoarece în aceste cazuri unul dintre numerele x, y, z devine H 
cgal cu zero. 

Este ușor de văzut că, și reciproc, tuturor punctelor 
din triunghiul NPM care au coordonate numere întregi (în 
afară de virfuri) le corespund soluţii în numere întregi pozi- 
tive ale ecuaţiei x + y + z = n şi care verifică inegalitățile 
z+y>z,z+z>y,y+z> 2. Astfel, problema noastră 
admite și următoarea formulare: 

Într-un plan în care este dat un sistem de coordonate 
carteziene se duc dreptele z = n/2, y = n]2 și z+y=nf2. 
Cite puncte cu coordonate numere întregi se află în interiorul , 
şi pe laturile triunghiului mărginit de aceste drepte (virfurile Fig. 36 
nu se iau în consideraţie)? 


28. Se vor nota lungimile laturilor triunghiului cu z, y şi z. Aceste lungimi 
trebuie să satisfacă ecuația 


| 


z+y+z=n 
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În afară de aceasta, mărimile z, y şi z trebuie să verifice inegalităţile 


T<Yy+2, y<E+z, z<z+y 


(lungimea unei laturi a triunghiului este mai mică decit suma celorlalte două). 
Reciproc, orice mărimi z, y şi z, care verifică expresiile de mai sus, sint laturile 
unui triunghi care are perimetrul n. Astfel, problema este asemănătoare 
cu precedenta, deosebirea constind în faptul că, în timp ce în problema pre- 
cedentă, de exemplu, prin schimbarea între ele a valorilor z şi y am obținut 
o altă soluţie (cu condiţia că z # y), aici prin permutarea lui z şi y vom obţine 
același triunghi. În afară de aceasta, în condiţiile pe care trebuie să le verifice 
soluțiile, în locul semnelor < acum stau semnele <. Aceasta înseamnă că 
trebuie înlăturate soluţiile cărora le corespund puncte pe laturile triunghiului 
MPN (v . fig. 36). Se observă că pentru n impar pe laturile triunghiului MPN 
nu există puncte cu ambele coordonate numere întregi, iar pentru n par, 
pe fiecare dintre laturile acestui triunghi MPN, în afară de virfuri, mai există 


„A . : = 
cîte Aa 1 puncte cu ambele coordonate numere întregi. Deci, dacă în pro- 


blema 27 am fi înlocuit inegalităţile z < y + z, y < x +z, z < x+y prin 
inegalitățile x < y + z, Y < T+ Zz, z < zx- y, atunci pentru n impar numă- 
rul de soluții ar fi rămas egal cu (n? — 1)/8, iar pentru n par numărul de soluții 
ar fi devenit egal cu 


n nk Eaa) a aA n + 8— 12 _(n—2(n—4), 
8 2 8 8 


Vom cerceta acum cîte soluții diferite ale ecuației z + y + z = n cores- 
pund unui aceluiași triunghi de perimetru n? 

Unui triunghi cu laturile inegale ii corespund gase soluții diferite ale 
ecuației date. Vom nota lungimile laturilor cu literele p, g și r. Atunci există 
următoarele şase soluții corespunzătoare acestui triunghi: 


1) z= p, y=q4, z=r; 2) z= p, y=T, z=q; 3) =q, y=p, 2z=rj 
4) 1=q, y =r, z= p; 5) 1=rT, y =p, z=9q; 6)z=r,y=g,z=p. 


Deoarece p, q și r sint diferite, rezultă că toate aceste soluții sint diferite. 
„Unui triunghi isoscel (ale cărui laturi sînt egale cu p, p şi g, unde p # g) 
îi corespund trei soluții diferite: 

1) =p, y=p, 2=9; 2) =p, y=94, z=p; 3) 1=94, y=p, 2=p- 


În sfirsit, unui triunghi echilateral îi corespunde o singură soluție. Astfel, 
numărul N, pe care l-am determinat, al soluțiilor în numere întregi pozitive 
ale ecuaţiei z + y + z = n, care verifică inegalităţile z < y + 2, Yy < T + 3, 
z< xz + y, este egal cu 


N =6P4+3R+85, 
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unde P este numărul triunghiurilor de perimetru n cu laturile inegale, de 
lungimi ce pot fi exprimate prin numere întregi, R este numărul triunghiurilor 
isoscele care nu sînt şi echilaterale, iar S este numărul triunghiurilor echila- 
terale. D: aici rezultă că 


N = 67 — 30 — 25, 


unde [= P + R + S este numărul tuturor triunghiurilor de perimetru n, 
ale căror laturi au lungimea exprimată la numere întregi, Q = R + S este 
numărul tuturor triunghiurilor isoscele de perimetru n, ale căror laturi sînt 
de lungimi exprimate în numere întregi, iar S are aceeași semnificaţie ca și 
mai înainte. 

Decarece N a fost calculat, rezultă că pentru determinarea lui T trebuie 
să mai c ulculăm pe Q și S. Este clar că S = 1, dacă n este divizibil cu 3 (în 
acest caz, triunghiul echilateral cu laturile egale cu n/3 are lungimile laturilor 
« «primate în numere întregi) și S este egal cu 0, dacă n nu se divide cu 3. 
Vom calcula acum pe Q. Numărul triunghiurilor isoscele de perimetru n, 
cu laturi de lungimi ce se exprimă în numere întregi, este evident egal cu 
numărul soluţiilor în numere întregi pozitive ale ecuaţiei 2z + y = n, care 
verifică condiţia 2z > y. Dar această ultimă condiţie este echivalentă cu con- 
diția z > n/4. Într-adevăr, deoarece y = n — 2z, inegalitatea 2z > y se 
poate scrie sub forma 2z > n — 2z, de unde 4z > n sau, altfel, z>n/4. 
În soluiia problemei 20 am găsit, electiv, numărul soluţiilor în numere întregi 
nenegative ale ecuaţiei 2x + y = n. Deoarece aici trebuie să determinăm 
numărul soluţiilor în numere întregi pozitive ale acestei ecuaţii și să arătăm 
cite dintre ele verifică inegalitatea z > n/4, vom efectua din nou acest calcul. 
Este clar, că orice valoare pozitivă întreagă a lui z, mai mică decit n/2, gene- 
rează o soluţie în numere întregi pozitive ale ecuaţiei noastre, deoarece pentru 
un număr întreg x < n/2 rezultă că și y = n — 2z > 0 este un număr întreg. 


ş BSa 1 si : i 
Dacă n este impar, există exact = =" 3 soluții ale acestei ecuaţii ( z=|, 
\ 


BA A 'n—2 
Desy = ; dacă n este par, soluţiile vor fi în număr de îi So pi 3 


(valoarea z = n/2 nu convine, deoarece în acest caz y = 0). Evident că în 


ambele cazuri inegalitatea z > 73 nu va fi verificată de [z] soluții (anume 


de z = 1, 2, Bi Astfel, dacă n este impar, atunci 


iar dacă n este par, atunci 
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Acum este uşor de calculat 7 care este numărul tuturor triunghiurilor 


de perimetru n cu laturile de lungimi exprimate în numere întregi. Din formula 
N = 6T — 3Q — 2S rezultă 


Deoarece formulele prin care se exprimă N, Q şi S depind de resturile 
împărțirii lui n prin 2, 3 şi 4, rezultă că în locul unei singure formule pentru T 
vom avea formule diferite, după valoarea restului r, obţinut prin împărţirea 
lui n prin 12. 


1) Dacă r = 0, atunci 


48 8 3 
_m—6n+8+6n —24+ 16 n 
48 48 


2) Dacă r = 1, atunci 


pri, CR Ea a pe a ai a S=0; 


3) Dacă r= 2, atunci 


n? — 6n + 8 n n n n— 2 
N =, = 1 -|=| =— — 1 — —— = 
8 g Ei [z] 2 4 
aina S = Q; 
4 
N Q S n2—6n +8 n-—2 
T = — — — = — +4 m = 
6 2t3 48 8 
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4) Dacă r = 3, atunci 


48 8 : 


Să n2— 1+6n +6 + 16 _m+6n+ 21 
48 48 


În același mod obținem: 


5) Dacă r = 4, atunci T = (n? — 16)/48. 

6) Dacă r = 5, atunci T = (n? + 6n — 7)/48. 
7) Dacă r= 6, atunci T = (n? + 12)/48. 

8) Dacă r= 7, atunci T = i + 6n + 5)/48. 
9) Dacă r = 8, atunci T = (n? — 16)/48. 
10) Dacă r= 9, atunci T = i: + 6n + 9)/48. 


11) Dacă r = 10, atunci T = (n? — 4)/48. 
12) Dacă r = 11, atunci T = (n? + 6n + 5)/48. 
Se observă că în toate cazurile termenii liberi ai polinoamelor de la numă- 


rător sint mai mici decit o doime din numitor. De aceea se poate formula 
răspuasul şi astfel: 


Dacă n este impar, numărul triunghiurilor de perimetru n, cu laturile 
de lungimi ce se exprimă în numere întregi, este egal cu 


= 6n).. 
48 ): 


dacă însă n este par, numărul triunghiurilor de perimetru n, cu laturile de 
lungimi ce se exprimă în numere întregi, este egal cu 


n2 
( 
29. Prima rezolvarea problemelora) şi b). Să observăm 


în primul rind, că numărul soluțiilor în numere întregi pozitive (respectiv în 
numere întregi nenegative) ale ecuației 


ti F tat o FH Ep =N (*) 
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este egal cu diferenţa dintre numărul soluțiilor în numere întregi pozitive (nene- 
gative) ale inegalității 


£i + Za a F Ta Sn (**) 
și numărul soluțiilor în numere întregi pozitive (nenegative) ale inegalității 
£1 + T2 + e F Ta sn — i. 
Mai departe, este evident că; dacă 


£i F Tz F.. F Ian, 


atunci 
(zı — 1) + (z2 — 1) + -+ (£a — 1) <n — m, 


de unde rezultă că numărul soluțiilor în numere întregi pozitive ale inegalității 


£i F a ee H Ep SNn 


este egal cu numărul soluțiilor în numere întregi nenegative ale inegalității 


Yı F Yz Fo FU Sn—mn 


(dacă za, Za, ---, Zm sînt numere întregi pozitive, atunci zı— 14, ta— 4, ..., a—l 
sint numere întregi nenegative) P. Astfel, rezolvarea problemelor a) şi b) 
se reduce la determinarea numărului W(n, m) de soluţii în numere întregi 
nenegative ale inegalităţii (**). Să observăm acum că dacă 


zı F Ta +... + Ln SN, 


unde 4, Xa, «+: Em sint numere întregi nenegative, numărul cel mai mare ty 
din următorul șir crescător de numere pozitive 


t= Bari, t= ti + t2: +2, b= t1 + Ta + T2 +3, .. 
esin = 21 + T2 + T3 +- FH Emn tM 


nu este mai mare decit n + m. Pe de altă parte, dacă există m numere intregi 
pozitive diferite tı, tz ..., îm, care nu sint mai mari decit n + m, se poate 
construi cu ajutorul acestor numere soluția £1, X2, ..., Zm în numere întregi 
nenegative a inegalității (**): pentru aceasta, este suficient să considerăm că 
numerele îi, t2, -.-, m sînt scrise în ordine crescătoare şi să punem 


zn=4-—1, tz = lb — 4 — 1, T3 = b — bz — 1, a Lm = tm — m1 — Í. 


D Să observăm că în problema în care se cere să se determine numărul soluțiilor in nu- 
mere întregi pozitive ale ecuației (*) trebuie, bineînţeles, să considerăm n > m. 
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Acest raționament arată că numărul N(n, m) de soluţii nenegative ale inegali- 
tății (**) este egal cu numărul de moduri în care pot fi alese m numere oarecare 
din n + m numere 1, 2, ..., n + m, adică este egal cu Cm. 

Acum este ușor să scriem rezul- 


tatele problemelor a) și b). Anume, M, M, M3 My- 
conform celor spuse mai sus: M SAM 
a) numărul soluţiilor în numere Fig. 37. 


întregi pozitive ale ecuației 
zı + Za see F Im =N 
este egal cu 
N(n— m, m) — N(n — 1 — m, m) = C — Cn, = Cm 


(deoarece conform proprietăților cunoscute ale combinărilor Cool + Co, = Cp), 
b) numărul soluţiilor în numere întregi nenegative ale acestei ecuații 
este egal cu 


N(n, m) — N(n — 1, m) = Chim — Ch m-i = CA a 
(deoarece Cm, + Chym = Chm). 


A doua rezolvare a problemelor a) şi b). Vom considera 
segmentul MN de lungime n. Orice soluţie în numere întregi pozitive (respectiv 
în numere întregi nenegative) a ecuației 


Tı F T2 F+ ee F Lp = Nn 


corespunde unei descompuneri a acestui segment în m segmente mai mici 
ale căror lungimi se exprimă prin numere întregi pozitive (nenegative). Aceasta 
permite să dăm problemelor o nouă rezolvare. ; 

a) Numărul soluțiilor în numere întregi pozitive ale ecuației noastre 
este egal cu numărul de moduri în care segmentul MN poate fi descompuns 
în m segmente mai mici. Dacă Mı, Mə, ..., My-a sînt puncte din segmentul 
MN, astfel incit MM, = MM, = ... = M,N = 1 (fig. 37), numărul modu- 
rilor în care segmentul MN poate fi descompus în m segmente este, evident, 
egal cu numărul de moduri în care pot fi alese n — 1 puncte M,, Mə, ..., Mu 
dintre cele m — 1 puncte de diviziune, adică este egal cu numărulcombi- 
nărilor Cmi den — 1 elemente luate cite m — 1. 


b) În mod analog, numărul de soluţii în numere întregi nenegative 
ale ecuației noastre este egal cu numărul de moduri în care se aleg m — 1 
puncte (unele dintre ele pot să coincidă) din n + (puncte 
M, Mı, Ma, e: Mau, N (extremităţile segmentului pot fi aici, de asemenea, 
puncte de diviziune). Cu alte cuvinte, acest număr este egal cu numărul 
combinărilor cu repetiţie C% de n + 1 elemente luate cite 
m — 1 (v. rezolvarea problemei 6 şi observaţia la soluţia acestei probleme). 


Observaţie. Comparind cele două rezolvări ale problemei, se poate observa că a 


doua rezolvare a problemei a) este mult mai simplă decit prima. În ceea ce priveşte problema 
b), se poate ca prima rezolvare să fie mai simplă decit a doua. 
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30. a) Fie zı + z2 +... + Zm = Nn şi să presupunem că cei mai mari 
dintre termenii Tı, ze, -.-, Zm Sînt egali cu | (am folosit pluralul, deoarece 
printre termenii zı, a, «-:, Zm pot exista mai mulţi care să fie egali între ei 
şi mai mari decit toţi ceilalţi). În acest caz, termenii zi, Tə, ..., Zm pot fi egali 
cu 1, sau cu 2, sau cu 3,..., sau cul. Să notăm cu kı numărul termenilor egali 
cu 1 cu ka numărul termenilor egali cu 2, cu ks numărul termenilor egali cu 
3, .., cu kı numărul termenilor egali cu Z (aici se poate întîmpla ca unele 
ae numerele kı, kz, ..., k, să fie egale cu zero). Atunci este adevărată ega- 

itatea 


n = ti 4 Da ee F Im = kit 1 + ke2 + k3 +. + kl = 
= (kı + ka + ks + -+ ki) + (ka + ka +- + ki) + 
+ (ks + ame + k) + o t ke 


Suma kı + kz + ... + k, este egală cu numărul tuturor termenilor din suma 
noastră, adică este egală cu m, deci se poate scrie 


(kze + ka +- + ki) + (ka + -+ k) + oo tk mnm. 


Vom nota acum 


ke + ks + -o + ki = Yr ks + + ki = Yz e ki = Yia 
şi din egalitatea de mai sus rezultă 


Yı H Yz se Fu =n—m. 


Aici toți termenii Yı, Yz, -:, Yı-ı sint numere întregi pozitive, care nu sînt 
mai mari decit m, deoarece 


m = ki + ka see + k> ke + ka ame + kiz ha ek ki ame > ka 
adică 
. M> Vi > Va ue > Yir 


Astfel, fiecărei reprezentări a numărului n sub forma unei sume de m termeni 
întregi pozitivi £ı, Xa, --:, Tm! Se poate asocia o anumită reprezentare a numărului 
n — m sub forma unei sume de termeni întregi pozitivi Yı, Yz, e, Yı-ı, dintre 
care nici unul nu este mai mare decit m. 

Vom arăta acum că, reciproc, orice reprezentare a numărului n — m 
sub forma unei sume de termeni întregi pozitivi Yı, Yz, ---, Yu Care nu sînt mai 
mari decît m, se asociază, în modul arătat aici, unei anumite reprezentări a numă- 
rului n sub forma unei sume de m termeni Zi, £z, ..., fm. În acest scop, vom 
arăta că, cunoscînd pe yu, Yz ---, Via, putem reconstitui numerele z1, Za, ---, Ca 

Într-adevăr, vom presupune că termenii Yı Yz- V-a 6înt așezați 
în ordine necrescătoare (la aceasta se poate ajunge totdeauna, schimbînd 
dacă este nevoie, ordinea de numerotare a numerelor yı, Y2 .-:, 4,1). Cunoscîind 
Yı Ya «so Yı- Vom determina pe kı, kə, .., Kia, k, cu ajutorul formulelor 


ki = Y1 > 0, ka = Y2 — Yi 20, soc ki-2 = Ya — Yi-2> 0, 
., Ka = Yy — Y2>0, kı =m — yı>0 
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și vom lua %; termeni egali cu 1, k termeni egali cu 2,..., k, termeni egali 
cu l. În acest caz, numărul total al termenilor va fi egal cu 


kı + ka + ame + kı = m; 


suma lor, după cum se verifică uşor, utilizind expresiile numerelor kz, ka, ..., ky 
în funcție de yi, Y2, -e Vi, va fi egală cu 


Maya Fa mtn m=n 


Este uşor de văzut că tocmai acestei sume de m termeni îi va fi asociată repre- 
zentarea numărului n — m sub forma unei sume de termeni care nu sînt 
mai mari decît m: yı + Y2 + Fu =n—m. 

De aici rezultă că numărul reprezentărilor numărului n sub forma unei 
sume de m termeni întregi pozitivi este egal cu numărul reprezentărilor numă- 
rului n — m sub forma unei sume de termeni întregi pozitivi care nu sin. 
mai mari decit m (v., de asemenea, observaţia la rezolvarea problemei b))t 


Pentru m = 3 teorema demonstrată arată că: numărul reprezentărilor 
numărului n sub forma unei sume de trei termeni este egal cu 
numărul reprezentărilor numărului n—3 sub forma unei sume 
de termeni egali cu 1, 2 şi 3. Comparind răspunsurile problemelor 26 și 21, a), 
este ușor de văzut că aceasta este într-adevăr aşa. Dacă am fi cunoscut această teoremă mai 
înainte, ne-am fi putut mărgini numai la rezolvarea uneia din problemele 21, a) și 26 (deoarece 
rezultatele lor trebuie să coincidă). 


b) Să presupunem că zı + Ta P.. + Im =n este o descompunere 
a numărului n în m termeni întregi pozitivi neegali, așezați în ordine 
crescătoare; în acest caz 


mi, Za > 2432, ty > 1233, e Tm > Dm-1 > M. 
Deci, pentru numărul 
n— (1+2 +3+.. +m) =n — mm + 2 


putem să efectuăm următoarea descompunere în m termeni întregi nenegativi 
care nu sînt obligatoriu diferiţi între ei: 


n — m(m + DP = (£1, — 1) + (Te — 2) + (z — 3) + et (Zm — m) 


(o parte din ei pot fi egali cu zero !). 

Să presupunem, acum, că cele mai mari dintre numerele `z — 1, za — 2, ... 
„+3 Zm — m sînt egale cu l şi că printre aceste numere există ko numere egale 
cu 0, kı egale cu 1, kz egale cu 2, ks egale cu 3,..., kı egale cu Z. În acest 
caz, vom avea 


cint EE E e E AEA a EE ilie 
= (kı + ka + ka + + k) + 
+ (ka + Ra + -o + k) + (ks + o + ki) + o + kr 
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Notind 
kı + ka + ks +... + hp = yu kat ks t+ + ki = Yo 
ka + -+ ki = Yz, oo ki = Yo 
obținem 
Yı + Y2 + Ys + -+ Yı = n — m(m + 1)/2, 


unde toți termenii yı, Yə, ---, Yı sint numere întregi pozitive, care nu sint 
mai mari decit m, deoarece 


ko + ki + ka + ks +. + kiz ki + ka + ks + o + kir 
N EE T S EE d 5555 


şi 
ko + kı + ka + ka +- + ki =, 

adică este egal cu numărul termenilor za, a, Xa, ---, Em 

Am arătat deci, că fiecărei reprezentări a numărului n sub forma unei 
sume de m termeni întregi pozitivi diferiți £1, Xe, «e, Em i Se poate asocia o repre- 
zentare a numărului n — m(m + 1)/2 sub forma unei sume de termeni y, 
Va, «-:, Yp care nu sînt mai mari decît m. 

“Vom arăta acum că, reciproc, din numerele yu, Yz, ---, Yı putem reconstitui 
în mod unic termenii Xa, Xa, ---, Cm. Pentru aceasta aşezind numerele y1, Y2, ..., Y; 
în ane necrescătoare, vom "determina pe kı, Ka, «.-, k, Şi ko cu ajutorul for- 
mulelor 


k= y >O, ka = Yi — yO, 
ki-2 = Vina — Ya > 0, oe ki = Yi — Y> 0, ko = m — y 


şi vom lua m = ko + ki + ka + ... + k, termeni zı, Ze, Za, -.:, Zm, din care 
ko sînt egali cu O, kı sînt egali cu 1, ka sînt egali cu 2,..., k, sint egali cu l. 
Punind acum 


zı =, + 1, T=, +2, D= Ta + 3, -o Lm = Em +H M 


(unde se consideră că numerele Z4, Z2, Ta, ..., 2 sînt aşezate în ordine crescă- 
toare), vom obține descompunerea numărului [n — m(m + 1)/2] + (1 ~+ 
+ 2+3+...+ m)=n într-o sumă de m termeni neegali 


Tı + To + T3 +. H Imn = 
căreia i se asociază reprezentarea 
Yı + Y2 +- + Yı = n — m(m + 1)/2 


a numărului n — m(m + 1)/2 sub forma unei sume de termeni care nu sint 
mai mari decit m. 
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Observaţie. Se poate da o reprezentare sugestivă a soluției problemei 30, a) cu 
următoarea figură geometrică (fig. 38, a). Vom reprezenta descompunerea numărului n în sumă 
de m termeni intregi pozitivi în modul următor: vom figura în plan n puncte pe m coloane astfel 
încît în prima coloană să avem atitea puncte cite unități compun termenul cel mai mare, în 
a doua coloană atitea puncte cite 
unități compun termenul următor 
în ordinea mărimii (dacă există 4 ° 
doi sau mai mulţi termeni egali 
între ei, care sînt cei mai mari, 
atunci în a doua coloană vor fi 
atitea puncte ca și în prima), în a j 
treia vom pune atitea puncte cite 
unități compun termenul al trei- 
lca,...,în ultima vom pune atitea 
puncte cite unități are cel mai 
mic termen (în fig. 38, a este re- 
prezentată descompunerea numă- 
rului 17 într-o sumă de șase ter- (3 
meni 5 +5 +2 +2+2+1) | 

Vom așeza coloanele astfel, 

8 


RPR PA 


incit punctele de sus ale fiecărei 5 5 22 2 4 5 
coloane să fie situate pe o aceeași 
dreaptă orizontală: în acest caz, a b 
numărul punctelor din rindul de Fi 

` A ig. 38 
sus va fi egal tocmai cu numărul 
termenilor, adică cu m. Vom lăsa 
de o parte primul rind şi celelalte n—m puncte le vom număra pe rinduri; atunci numerele 
Yis Vas*=:» Ya de puncte din diferite rinduri vor determina descompunerea numărului n — m 
intr-o sumă de termeni care nu sint mai mari decit m (in cazul reprezentat în fig. 38, a, 
am obținut 11=5+4+2+4+2+2). 

Reciproc, dacă ne este dată reprezentarea numărului n— m sub forma unei sume de ter- 
meni Jis Vase: Wii care nu sint mai mari decit m, atunci așezind în l— 1 rinduri orizontale 
cite Yis Y2». Yi-1 puncte şi adăugind deasupra încă un rind de m puncte, vom obține m coloane 
care determină descompunerea numărului n în m termeni. 

În mod analog poate fi ilustrată şi soluția problemei 30, b). Dacă reprezentarea numă- 
rului n sub forma unei sume de m termeni diferiţi este figurată printr-o diagramă cu 
puncte, analoagă celei din fig. 38, a, atunci fiecare coloană va fi formată dintr-un număr di- 
ferit de puncte; însă, în acest caz, ultima coloană nu va conţine mai puţin decit un punct, pe- 
nultima — nu mai puţin decit două,...,prima numai puțin decit m puncte. Vom tăia acum 
punctul de jos al ultimei coloane, două puncte, cele de mai jos, din penultima coloană, ..., m 
puncte, cele de mai jos, ale primei coloane (în raționamentul din problema 30, a), de asemenea, 
putem să nu înlăturăm rindul de puncte cele mai de sus, ci să tăiem punctul de jos din fiecare 
coloană). Dacă vom număra acum punctele pe rînduri, vom obține descompunerea numărului 


n= (14+2+3+..+m=n— mm + 1)]2 


intr-o sumă de termeni care nu sint mai mari decit m. 


Astfel, în fig. 38, b sint date reprezentarea numărului 27 sub formă de sumă de şase tere 
meni diferiți 8+ 7+ 5+4+2 +1 și reprezentarea, corespunzătoare acesteia, a numărului 
27 — (7: 6)]2 = 6 sub forma unei sume de termeni, care nu sint mai mari decit 6, adică 4 + 2, 


3l. Prima rezolvare a problemelor a) și b). a) Orice 
număr întreg pozitiv poate fi reprezentat sub forma unui produs dintre o 
putere a lui 2 şi un număr impar. Să presupunem că avem reprezentarea 
numărului n sub forma unei sume de numere întregi pozitive diferite. Vom 
așeza aceste numere în ordinea următoare: mai întîi, vom aşeza în ordine 
crescătoare termenii care sint puteri ale lui 2 (printre puterile lui 2 se consideră 
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şi 20 = 1), apoi , în aceeași ordine, vom așeza termenii care sint produse 
între puterile lu: 2 și 3, după aceea produsele între puterile lui 2 și 5 etc. ` 
Obţinem astfel 


n= 2 p 2h p 2 pr a3 p 23 h 2-3 + 
+2.54 2m5 p u H 25 h ne 


Acestei reprezentări a numărului n i se poate asocia reprezentarea numărului 
n sub forma unei sume de numere întregi pozitive impare, compusă din 2% + 
+ 2ha +... + 2r de unu, din 2h + 2h + ... + 2h de trei, din dm + 2m: +... 
n. + 2mr de cinci ete. 

Reciproc, cu ajutorul reprezentării lui n sub forma unei sume de termeni 
impari se poate determina reprezentarea lui n sub forma unei sume de ter- 
meni diferiți cu care aceasta este asociată. Să presupunem că, în reprezen- 
tarea lui n sub forma unei sume de termeni impari, sı termeni sint egali cu 1, 
s termeni sint egali cu 3, s, termeni sînt egali cu 5 etc. Vom scrie numerele 
Su S3, Ss, ... în baza 2, adică le vom reprezenta sub forma unei sume de dife- 
rite puteri ale lui 2: 

Sı = 2h p Da p.. H 2, sa = 2h p dh... ki, 
S; = 2m + 2m $... + 2 ete. 


Atunci este ușor de văzut că descompunerea aceasta a numărului n într-o 
sumă de termeni impari este asociată cu următoarea reprezentare a numă- 
rului n sub forma unei sume de termeni diferiţi: 


n= 2h p Da p a 29 p 2h 3 pr 93 pp 2-34 
Hm. 5p Om p p 2m5 n, 


Deci, numărul reprezentărilor numărului n sub forma unei sume de numere 
întregi pozitive diferite este egal cu numărul reprezentărilor numărului n 
sub forma unei sume de termeni întregi pozitivi impari (unii dintre ei putind 
fi egali). 

b) Această problemă este o generalizare a problemei a) și poate fi rezol- 
vată in mod analog. Să presupunem că avem reprezentarea numărului n sub 
forma unei sume de termeni care nu sint multipli de k; în această reprezen- 
tare termenul 1 apare de sı ori,..., termenul k — 1 apare de s,_ ori, ter- 
menul k+ (1 apare de Sı ori ete.: n = sıt1 +... + Salk — 1) + 
Sa (k + 1) +... Vom scrie acum fiecare dintre numerele Sy ..., Sua, 
S12- in baza k 


sı = gP + gh k + ge e ke + ge +... 


Su = ge + ge + ge Dr + që- +... 
su = ge + gt Dk + q+ ke + q+ + E 


. o e-o uuw a. o. out ou 0.0 co e. op o o 0o 0.o oo oos ca. oso ooo 0na n-o 


198. 


unde „cifrele“ gP, qi, qi, q®, ..., pot lua valorile O, î, 2, ..., k — 1. În acest 
caz, putem asocia reprezentării numărului n sub forma unei sume de termeni 
o altă reprezentare în care nici unul din termeni nu se repetă mai mult de 
&— lori: 


n=1 +. PPR eh RP a kH o 


M, S, 
de g( ori de 94 ori de gţ ori 


ae H2 H o H 2H kH aa 2k e 2k H ue H Das 


de q$? ori de q{® ori de 9? ori 


a (PF ADA (RADA o H k DR+ 


de ațk!' ori de q% D ori 


+ (k + 1k? 4 e H (k H Ak ee 


de q%+D ori 


Reciproc, cu ajutorul ultimei reprezentări a numărului n sub forma unei 
sume de termeni, din care nici unul nu se repetă de k sau de mai multe ori, 
se poate reconstitui reprezentarea inițială a aceluiaşi număr sub forma unei 
sume de termeni, din care nici unul nu se divide cu k. De aici rezultă că numă- 
rul reprezentărilor de un tip sau altul este acelaşi. 


A doua rezolvare a problemelor a) și b). Vom da aici 
încă o demonstraţie esențial diferită a teoremelor din problemele a) şi b); 
pentru aceasta ne vom mărgini la teorema din problema b), deoarece teorema 
din problema a) este un caz particular al acesteia. 

Vom nota cu p(n) numărul reprezentărilor numărului n sub forma unei 
sume de termeni întregi pozitivi, iar numărul reprezentărilor în care m, ter- 
meni sint egali cu a., M, termeni sint egali cu a2,..., m, termeni sint egali 
cu a,, ceilalţi termeni fiind oarecare, îl vom nota cu p(n; az, a2, -s Gk; My, Ma, s 
. My). Evident că reprezentările de ultimul gen există numai în acel caz 
în care ma + MA2 +... + ma, <N şi în plus 


P(n; Qi, Qz, ., Ak) Mi, Mo, o, Ri) = pin — (Mas + Mya eee + M,A)] 


Fie A numărul reprezentărilor lui n sub forma unei sume de termeni, 
din care nici unul nu se divide cu k. Pentru a obține numărul A, trebuie ca 
din p(n) să scădem numărul acelor reprezentări ale lui n sub forma unei sume 
de termeni, în care cel puțin unul din termeni se divide cu &: 


p(n) — [p(n; k; 1)+ p(n; 2k; 1) + p(n; 3k; 1)+...]. 


Dar, în această expresie, fiecare reprezentare a numărului n sub forma 
unei sume de termeni, dintre care doi se divid cu k, se scade de două ori 
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din numărul p(n); deci, această expresie trebuie completată cu suma totală 
a tuturor acestor reprezentări: 


p(n) — [p(n; k; 1) + p(n; 2k; 1) + p(n; 3k; 1) + ...]+ 
+ p(n; k, 2k; 1,1) + p(n; k, 3k; 1, 1) + p(n; 3k; 1,1) + ...]. 


Însă nici această expresie a lui A nu este definitivă. Aici fiecare reprezentare a 
numărului n sub forma unei sume de termeni dintre care trei (ak, bk, ck) 
se divid cu k se scade inițial de trei ori din p(n) este considerată în expresiile 
p(n; ak; 1), p(n; bk; 1), p(n; ck; 1)], iar apoi se adaugă de trei ori la p(n) 
[deoarece este cuprinsă in următoarele expresii, p(n; ak; bk; 1, 1), p(n; ak; 
ck; 1, 1), p(n; bk; ck; 1, 1)]. Deoarece această reprezentare trebuie scăzută 
din numărul p(n), rezultă expresia 


p(n) — [p(n; k; 1) + p(n; 2k; 1) + p(n; 3k; 1) + ...]+ 
+ [p(n; k, 2k; 1, 1) + p(n; k, 3k; 1, 1) + p(n; 2k; 3k; 1, 1)+..]— 
— [p(n; k, 2k, 3k; 1, 1, 1) + p(n; k, 2k, 4k; 1, 41,1) + ...]. 


Continuînd raționamentul în același mod, obținem în definitiv formula 
(compară cu prima soluţie a problemei 78, a): 


A = p(n) — p(n; k; 1) + p(n; 2k; 1) + p(n; 3k; 1) +... + 
+ (p(n; k, 2k; 1, 1) + p(n; k, 3k,; 1, 1) + p(n; 2k, 3k; 1, 1) + ...] — 
— (p(n; k, 2k, 3k; 1, 1, 1) + p(n; k, 2k, 4k; 4, 1, 1) + ...] + 
+ [p(n; k, 2k, 3k, 4k; 1, 4, 1, 1) + .]— -= 
= p(n) — [p(n — k) + p(n — 2k) + p(n — 3k) + ...] + 
+ {pin — (1 + 2)k] + plin — (1 -+ 3%] + pln — (2 + 3)k] +...) — 
— {plin — (1 + 2 + 3)k] + pin — (1 + 2 + 4)k] +} + 
+ {pin — (1+2 +3 + 4k] +. — ci. 
La fel, numărul B al reprezentărilor numărului n sub forma unei sume 
de termeni, dintre care k termeni oarecare nu sînt egali între ei, se obţine 


scăzîind din p(n) toate acele reprezentări în care un termen oarecare apare 
de k ori: 


p(n) — [p(n; 1; k) + p(n; 2; k) + p(n; 3; k) + .]. 


În ultima expresie, toate reprezentările numărului n sub forma unei sume 
de termeni în care doi termeni diferiți se repetă de k ori se scad din p(n) de 
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două ori. Raţionind ca mai sus, ajungem, în definitiv, la următoarea expresie 
pentru numărul B: 


B = p(n) — [p(n; 1; k) + p(n; 2; k) + p(n; 3; B+... + 
+ [p(n; 1, 2; k, k) + p(n; 1, 3; k, k) + p(n; 2, 3; k, k) +] — 
— [p(n; 1, 2, 3; k, k, k) + p(n; 1, 2, 4; k, k, k) + ...]1 + 
+[p(n; 1, 2, 3, 4; k, k, k, he]. = X 
= p(n) — [p(n — k) + p(n — 2k) + p(n — 3k) + ...] + 
+ {pin — (1 + 2)k] + pin — (1 + 3)k] + pin — (2 + 3)k] +...) — 
— {pin — (1 + 2 + 3) k] + pin — (1 + 2 + 4k] +.) + 
+ (p(n — (1+2 +3 + 4k] + .}— 


Comparind expresiile lui A și B, ne convingem că A = B, ceea ce trebuia 
demonstrat. 


32. a) O tablă de șah cu n? pătrate (v. fig. 39, unde este reprezentat 
cazul n = 8) conţine n orizontale şi n verticale. Pentru ca nici o pereche de 
turnuri așezate pe această tablă să nu se amenințe, este necesar ca nici o pereche 
de turnuri să nu stea pe o aceeași orizontală sau pe o aceeași verticală. 
De aici este clar că numărul total de turnuri nu poate fi mai mare decit n, 
iar n turnuri pot fi așezate astfel incit să nu avem două turnuri care să se 
amenințe: pentru aceasta este suficient, de exemplu, să așezăm aceste turnuri 
de-a lungul oricăreia dintre diagonalele principale ale tablei de șah. 

Se va stabili acum cite configurații diferite ale celor n turnuri verifică 
condiţiile noastre. Se va numi primul turn acel turn care stă pe prima verti- 
cală, al doilea turn acela care stă pe a doua verticală etc. pînă la al n-lea 
turn care stă pe a n-a verticală. Primul turn poate fi așezat pe oricare dintre 
cele n orizontale, după aceea al doilea poate fi aşezat pe oricare dintre cele- 
lalte n — í orizontale (orizontala ocupată de primul turn fiind eliminată, 
deoarece nici o pereche de turnuri nu trebuie să se amenințe), al treilea turn 
poate fi așezat pe oricare dintre cele n — 2 orizontale rămase neocupate ete., 
pînă la al (n — 1)-lea turn pentru care poate fi aleasă una dintre cele două 
orizontale neocupate de cele n — 2 turnuri precedente, pînă la ultimul turn 
pentru care rămîne o singură orizontală neocupată. Asooiind n aşezări diferite 
ale primului turn cu n — 1 așezări diferite ale celui de-al doilea turn, vom 
obţine n(n — 1) moduri posibile de așezare a primelor două turnuri; la fel 
se obţin n(n — Î)(n — 2) moduri posibile pentru primele trei turnuri, 
n(n — Î)(n — 2)(n — 3) pentru primele patru turnuri, ..., n(n — 1)(n — 2)...2- 4 
moduri diferite de așezare pentru toate cele n turnuri. Astfel, numărul căutat 
al configuraţiilor diferite este egal cu 


1-2:3...(n —1)-n=nl 


În particular, pentru tabla de șah obișnuită, pentru care n = 8, obținem 
8! =8:7-6:-5-4:3-2. 1 = 40 320 
configurații diferite. 


07870787 
AoA a 


5 
Z ma 
Z 


Y 


ENA: 


SESAN 
ESENE 


HA 
A VA 


ZA 


b) Pătratele unei table de șah cu n? pătrate nu pot fi toate amenințate, 
dacă avem pe tablă mai puţin de n turnuri. Într-adevăr, în acest caz există 
cel puţin o verticală pe care nu stă nici un turn; cele n pătrate ale acestei 
verticale nu pot fi a nenințate de turnurile așezate, deoarece numărul turnu- 
rilor este mai mic decit n și nici unul dintre ele nu poate ţine sub amenin- 
tare, în același timp, două pătrate ale verticalei considerate; n turnuri care 
să satisfacă condiţiile problemei pot fi, evident, așezate convenabil (v., de 
exemplu, fig. 39). 

Dacă n turnuri așezate pe o tablă de șah cu n? pătrate ţin sub amenin- 
tare toate pătratele tablei, atunci sau pe fiecare verticală a tablei stă cite un 
turn sau pe fiecare orizontală stă cîte un turn. Într-adevăr, dacă ar exista în 
acelaşi timp o verticală și o orizontală pe care nu se află turnuri, atunci pă- 
tratul de la intersecţia lor nu ar fi amenințat. Însă numărul modurilor de 
aşezare a cîte unui turn pe fiecare dintre cele n verticale este egal cu n” 
(primul turn poate fi așezat în n moduri pe cite unul dintre pătratele primei 
verticale; al doilea, independent de primul, poate fi așezat în n moduri pe 
cîte unul dintre pătratele celei de-a doua verticale etc.). Numărul modurilor 
de așezare a n turnuri cîte unul pe fiecare dintre cele n orizontale este evi- 
dent, de asemenea, egal cu n”. La prima vedere s-ar părea că numărul total 
de configurații a n turnuri, astfel ca ele să ţină sub ameninţare toate pătra- 
tele tablei, este egal cu n” + n” = 2n”. Dar, într-un astfel de calcul, luăm de 
două ori fiecare configuraţie în care pe fiecare verticală stă cîte un turn, 
şi în același timp pe fiecare orizontală stă cite un turn. Deoarece numărul 
total al acestor ultime configurații este egal cu n! (v. rezolvarea problemei a)), 
răspunsul corect la intrebarea pusă este 27? — nl. 


În particular, pentru tabla de şah obișnuită (n = 8), obţinem 
2:8 — 81 = 33 514 312 
configurații diferite. 

33. a) Să considerăm, pe o tablă de şah obişnuită cu 64 pătrate, diago- 
nalele care merg de la stinga în sus spre dreapta. Vom avea 15 astfel de 
diagonale: 8 diagonale care porneso din pătratele primei verticale și 7 diagonale 
care pornesc din pătratele primei orizontale ce nu aparţin primei verticale 
(fig. 40). Dacă nici o pereche de nebuni nu se ameninţă, atunci pe oricare 
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dintre diagonale nu poate sta mai mult decit un nebun; deci numărul total 
de nebuni nu poate fi mai mare decît 15. În același timp, însă 15 nebuni nu 
pot fi aşezaţi convenabil; printre cele 15 diagonale considerate, diago- 
nalele marginale sînt fiecare formate din cîte un singur pătrat, iar aceste două 
pătrate sînt aşezate pe o aceeași diagonală, care merge de la dreapta în sus 
spre stînga (pe diagonala, principală, v. fig. 40); deci pe aceste două pătrate 
nu putem așeza nebuni. Astfel, numărul maxim căutat de nebuni nu este 
mai mare decît 14. 

14 nebuni pot fi așezați în modul dorit, ceea ce arată, de exemplu, 
fig. 40. Acesta este, deci, numărul maxim de nebuni care pot fi așezați pe 
tabla de şah cu 64 pătrate, astfel încît nici o pereche de nebuni să nu se 
amenințe. 

În cazul mai general al tablei cu n? pătrate, același raționament arată că 
numărul maxim de nebuni este egal cu 2n — 2. 

b) Se va arăta că nu pot fi ţinute sub amenințare toate pătratele tablei 
cu 64 de pătratecu un număr mai mic de cpt nebuni. Într-adevăr, această 
tablă de şah are opt diagonale „albe“ (diagonale formate din pătrate albe) 
care merg de la stînga în sus spre dreapta (fig. 41, a). Dacă avem pe tablă 
mai puţin de patru nebuni „albi“ (adică aşezaţi pe pătrate albe), atunci pe 
cel puţin cinci dintre aceste diagonale nu stă nici un nebun și, cum este ușor 
de văzut, cel puţin una dintre diagonalele libere va fi formată din mai mult 
de trei pătrate. Deoarece nici unul din nebuni nu poate să amenințe mai mult 
de un pătrat al unei astfel de diagonale libere și deoarece numărul total al 
nebunilor „albi“ de pe tablă, după cum am presupus, nu este mai mare decit 
trei, rezultă că pătratele celei mai mari dintre diagonalele „albe“ libere vor 
fi ţinute toate sub ameninţare. Astfel, pentru ca toate pătratele să fie amenin- 
tate, trebuie ca numărul total de nebuni „albi“ să nu fie mai mic decit patru. 
La fel se demonstrează că, pentru ca toate pătratele tablei de şah să fie 
ţinute sub ameninţare, trebuie să avem pe tablă nu mai puţin de patru nebuni 


YN A AY N 
EARN ONAA, 


Pa Pa ST Pa aia 


ASUS A BAJ RELEE RI 
SNS CS LERA 
ASASASAS ERA CL 

NNN Sa Ps PA 


Fig. 41 


„negri“; în acest caz, va trebui să considerăm cele opt diagonale negre care 
merg de la dreapta în sus spre stinga. 

Opt nebuni pot fi așezați pe o tablă de șah cu 64 pătrate în aşa fel, încît 
toate pătratele tablei să se afle sub emeninţare (v., de exemplu, fig. 41, a). 


8 — Probleme neelementare — c. 366 113 


În mod analog se demonstrează că cel mai mic număr de nebuni care 
pot îi aşezaţi pe o tablă de şah cu n? pătrate, unde n este un număr par oare- 
care, astfel ca toate pătratele tablei să fie ţinute sub ameninţare, este egal 
cu n. Ca exemplu, în fig. 41,b este arătată așezarea a 10 nebuni pe o tablă 
de șah cu 100 pătrate, în care toate pătratele tablei se află sub ameninţare. 

"În cazul lui n impar situaţia este puţin diferită deoarece, de data aceasta, 
numărul de pătrate albe și negre este diferit. Însă și în acest caz problema 
poate fi rezolvată printr-un raționament asemănător aceluia din cazul tablei 
cu 64 pătrate. Ca exemplu se va considera tabla cu 84 pătrate reprezen- 
tată în fig. 41; c. Această tablă are nouă diagonale „albe“ care merg de la 
stinga în sus spre dreapta. Dacă pe tablă avem mai puţin de cinci nebuni 
„albi“, atunci cel puţin cinci dintre diagonalele „albe“ nu vor fi ocupate de 
nebuni, şi cel puţin una dintre aceste diagonale „libere“ va avea mai mult 
de patru pătrate. De aici rezultă că, pentru ca toate pătratele tablei să fie 
amenințate, pe tabla cu 81 de pătrate trebuie să avem nu mai puţin de 
cinci nebuni „albi“. Mai departe, tabla noastră are opt diagonale „negre“ care 
merg de la stinga în sus spre dreapta şi pentru ca toate pătratele să fie ținute 
sub amenințare, pe aceste diagonale trebuie să stea nu mai puţin de patru 
nebuni „negri“. În definitiv, numărul total de nebuni care ţin sub amenin- 
tare toate pătratele tablei cu 81 de pătrate nu poate fi mai mic decit nouă; 
evident că nouă nebuni pot fi așezați astfel, incit să ţină sub amenințare toate 
pătratele tablei (v., de exemplu, îig. 41, c). 


Acest raționament se aplică și în cazul oricărui n impar; în acest caz, de asemenea, cel 
mai mic număr de nebuni care pot îi așezați astfel încit toate pătratele să fie ținute sub 
ameninţare este egal cu n. 


34. a) Deoarece un nebun care stă pe un pătrat alb (nebun „alb“) ţine 
sub amenințare numai pătratele albe, iar un nebun care stă pe un pătrat negru 
(nebun „negru“) ameninţă numai pătratele negre, rezultă că problema aşezării 
celui mai mare număr de nebuni care nu se amenință doi cîte doi poate fi 
considerată ca o reunire a următoarelor două probleme independente: să se 
determine cel mai mare număr de nebuni „albi“ care pot fi așezați astfel, 
încît să nu se amenințe doi cite doi și, la fel, cel mai mare număr de ne- 
buni „negri“. Însă, în cazul lui n par, ansamblul tuturor pătratelor albe ale 
tablei şi ansamblul tuturor pătratelor negre sînt aceleași: ele coincid printr-o 
rotaţie a tablei cu 90* în jurul centrului său. Astfel, numărul cel mai mare 
căutat de nebuni „albi“ va fi egal, în acest caz, cu numărul cel mai mare cores- 
punzător de nebuni „negri“ (conform rezultatului problemei 33, a) amindouă 
aceste numere sînt egale cu n — 1). Cei n — 1 de nebuni „albi“ pot fi așezați 
astfel, încît să nu se amenințe, doi cîte doi, în tot atitea moduri diferite în 
cite moduri pot fi așezați și cei n — 1 nebuni „negri“. Numărul total de moduri 
de aşezare a 2n — 2 de nebuni îl vom obţine asociind fiecare din modurile 
de aşezare a celor n — 1 de nebuni „albi“ cu fiecare dintre modurile de așezare 
a celor n — 1 nebuni „negri“; deci acest număr total este egal cu pătratul 
numărului modurilor de așezare a n — 1 de nebuni de aceeași culoare. 


b) Rezolvarea problemei este în totul analoagă cu rezolvarea problemei a). 
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35. a) Un nebun aşezat pe unul dintre pătratele marginale ale tablei ame- 
nință totdeauna exact n pătrate (considerind și pătratul ocupat de el): astfel, 
dacă nebunul stă pe orizontala superioară sau pe cea inferioară, atunci pe 
fiecare verticală se află cîte un pătrat ţinut sub ameninţare. Este uşor de veri- 
ficat, mai departe, că un nebun care nu stă pe un pătrat marginal ţine totdea- 
una sub ameninţare un număr de pătrate mai mare decit n. , 

Se presupune acum că pe tabla de șah cu n? pătrate sint aşezaţi 2n — 2 
nebuni astfel ca să nu existe doi nebuni care să se amenințe (v. problema 33, a)). 
În acest caz, fiecare pătrat neocupat de nebunii considerați poate fi ţinut sub 
ameninţare de cel mult doi dintre ei (deoarece prin acest pătrat trec două dia- 
gonale); fac excepţie pătratele din colțuri care pot fi amenințate de cel mult. 
unul dintre nebuni (prin pătratele din colţuri trece o singură diagonală). Dar 
din cele patru pătrate din colțurile tablei numai două pot fi ocupate de nebuni; 
altfel, doi din aceștia s-ar ameninţa reciproc. Astfel, cei 2n — 2 nebuni pot 
să ţină sub o dublă ameninţare cel mult 


n? — (2n — 2) — 2 = n? — 2n 


pătrate şi pot ameninţa o singură dată celelalte 2n pătrate (2n — 2 pătrate 
ocupate de nebuni și două pătrate din colţuri), adică numărul pătratelor amenin- 
țate de primul nebun, numărul pătratelor amenințate de-al doilea nebun, ... 
+, numărul pătratelor amenințate de al (2n — 2)-lea nebun nu poate fi ma? 
mare decit 


(n? — 2n)-2 + 2n.1 = 2n2 — 2n = (2n — 2)n. 


În cazul în care toţi cei 2n — 2 nebuni sînt așezați pe pătrate marginale 
ale tablei, fiecare dintre ei ține sub amenințare n pătrate; deci suma formată: 
din numărul de pătrate amenințate de primul nebun, numărul de pătrate ame- 
nințate de al doilea nebun etc. este egală cu (2n — 2)n. În cazul în care cel 
puţin unul dintre nebuni nu stă pe un pătrat marginal, această sumă va fi 
mai mare decit (2n — 2) n, ceea ce, după cum am mai arătat, nu este posibil. 
Deci, toţi nebunii trebuie, în mod obligatoriu, să fie așezați pe pătrate marginale: 
ale tablei. 

b) Se consideră un pătrat oarecare marginal (dar nu din colţuri) ale 
tablei (de exemplu, pătratul de pe orizontala de jos, notat cu un cerc în fig. 42). 
Se duc cele două diagonale care trec prin acest pătrat; aceste diagonale se 
termină în alte două pătrate marginale notate în fig. 42 prin cruciulițe. Prin 
pătratele notate cu cruciulițe se duc acum celelalte două diagonale: aceste 
diagonale vor avea extremitatea în același pătrat marginal, simetric față de 
centru cu pătratul de la care am pornit (în fig. 42 acest ultim pătrat este notat. 
de asemenea cu un cerc). 

Se consideră, acum, o aşezare oarecare a 2n — 2 nebuni pe tablă, astfel 
încît nici o pereche de nebuni să nu se amenințe. Conform rezultatului pro- 
blemei a), toţi nebunii consideraţi trebuie să fie așezați pe pătratele marginale: 
ale tablei. Dacă unul din nebuni este așezat pe pătratul de Jos, notat în fig. 42 
printr-un cerc, pătratele notate cu cruciulițe trebuie să rămînă libere (ele se 
află sub amenințarea nebunului de jos); în acest caz, pătratul de sus, notat 
printr-un cerc, trebuie de asemenea să fie ocupat de un nebun, deoarece altfek 
ar rămîne libere cele două diagonale trasate în partea superioară a figurii. 
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Reciproc, dacă cel puţin unul dintre pătratele notate prin cruciuliţe este ocupat 
de un nebun, trebuie ca şi pe al doilea pătrat de acest fel să stea un nebun, 
iar pătratele notate prin cercuri să rămînă libere. Astfel, există două moduri 
de așezare a nebunilor pe cele patru pătrate marginale notate pe figură: 


PDL „A/Z 
NZA 


aah 

ASARAS V] 

ARKAAN 

SD 

ISA 

AA ANGAN 
Fig. 43 


nebunii pot sta sau pe pătratele notate prin cercuri sau pe pătratele notate 
prin cruciulițe. Este clar că unul dintre aceste moduri posibile trebuie să fie 
neapărat realizat: dacă toate cele patru pătrate ar rămine libere, am mai 
putea adăuga încă doi nebuni la cei așezați mai înainte. 

Ca prim pătrat notat prin cerc poate fi ales oricare dintre cele n — 2 
pătrate din rindul de jos, dar nu din colțuri: vom obţine astfel n — 2 dreptun- 
ghiuri diferite formate din diagonale, de felul celui reprezentat în figură. Pe 
toate aceste dreptunghiuri, trebuie să așezăm cite doi nebuni în cîte una din 
cele două perechi de virfuri opuse, indiferent de perechea în care îi vom așeza, 
cele două virfuri putind fi alese cu totul arbitrar. Este clar că alegerea unei 
perechi de virfuri într-un dreptunghi oarecare poate rămîne independentă de 
alegerea perechilor în celelalte dreptunghiuri. Asociind două moduri de ale- 
gere posibile în primul dreptunghi cu două moduri de alegere posibile pentru 
al doilea, cu două moduri de alegere posibile pentru al treilea etc. pină la cele 
două moduri de alegere posibile pentru al (n — 2)-lea, vom obţine în total 
2*-2 moduri de alegere diferite. După aceasta nu mai rămine să cercetăm decit 
pătratele din colțuri — pe pătratele marginale, dar care nu se află în colțuri, 
am așezat cel mai mare număr posibil de nebuni [anume 2(n — 2)]. Pe cele 
patru pătrate din colțuri pot fi aşezaţi, evident, doi nebuni astfel încît ei să 
nu se amenințe, iar acest lucru se poate realiza în patru moduri diferite (pe 
fiecare dintre cele două diagonale principale putem aşeza cite un.nebun în 
fiecare dintre cele două extremităţi ale diagonalei). Asociind cele patru moduri 
de așezare a nebunilor din colțuri cu 2"-2 moduri de așezare a celorlalți, vom 
obține in total 4-2”2 = 2" așezări diferite ale celor 2n — 2 nebuni. Deci, 
numărul căutat de moduri de așezare este egal cu 2”. 


În particular, pentru n = 8 se obţin în total 28 = 256 moduri de aşezare diferite. 

Observaţie. De aici rezultă, desigur, și afirmația din enunţul problemei 34, a): 
pentru n par: 27 = (22/2)2. A 

36. a) Tabla de şah cu 64 pătrate are opt diagonale „albe“ care merg 
de la stinga în sus la dreapta (v. fig. 41, a). Pe aceste opt diagonale trebuie 
să aşezăm patru nebuni, astfel încît toate pătratele albe să fie ţinute sub ame- 
ninţare (v. rezolvarea problemei 33, b)). Aceşti patru nebuni trebuie să ocupe 
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cele patru diagonale „albe“ din centru: altfel ar rămine liberă diagonala „albă“ 
formată din mai mult de patru pătrate și nu toate pătratele ar putea fa 
amenințate. Să mai observăm că, pentru ca toate pătratele de pe cele patru 
diagonale „albe“ neocupate de nebuni și care merg de la stinga în sus spre dreap- 
ta să fie ţinute sub ameninţare, nebunii trebuie să ocupe trei dintre diago- 
nalele centrale „albe“ care merg de la dreapta în sus spre stinga (fig. 43). 

De aici, nu este greu să determinăm numărul unor astfel de moduri de 
așezare pe tablă a patru nebuni „albi“, astfel incit toate pătratele albe să fie 
ținute sub ameninţare. Cele trei diagonale centrale „albe“, care merg de la 
dreapta în sus spre stinga, pot fi ocupate de trei nebuni așezați, în același 
timp, pe cele patru diagonale din mijloc, care merg de la stinga în sus spre 
dreapta, în 4:3:2 = 24 moduri: prima din diagonalele centrale, care merg 
de la dreapta în sus spre stinga, poate fi ocupată de un nebun care stă pe 
oricare din cele patru diagonale centrale care merg de la stinga în sus spre 
dreapta ; a doua poate fi ocupată de un nebun care stă pe oricare din celalalte 
trei diagonale care merg de la stinga în sus spre dreapta şi a treia poate fi 
ocupată de un nebun care stă pe oricare din celelalte diagonale care merg 
de la stînga în sus spre dreapta. Mai departe, dintre aceste 24 de moduri 
de așezare Jumătate, adică 12, lasă neocupată una dintre cele două diagonale 
centrale, care merg de la stinga în sus spre dreapta; pe această diagonală 
ultimul nebun poate fi așezat pe oricare dintre cele șapte pătrate, 12 moduri 
de aşezare lasă neocupată una dintre cele două diagonale formate din cinci 
pătrate, pe fiecare dintre ele putind fi aşezat nebunul rămas. Astfel, numărut 
total de moduri de aşezare a nebunilor „albi“ este egal cu 


12.7 + 12-5 = 84 + 60 = 144. 


La fel, numărul de moduri de aşezare a nebunilor „negri“ pentru care 
toate pătratele negre ale tablei sînt ținute sub amenințare este egal cu 144. 
Asociind fiecare dintre modurile de aşezare a nebunilor „albi“ cu fiecare dintre 
modurile de așezare a nebunilor „negri“, vom obţine în total 


144» 144 = 20 736 


moduri în care pot fi așezați opt nebuni astfel ca toate pătratele tablei să fie 
ţinute sub ameninţare (v. problema 34, b)). 

b) Se consideră o tablă de șah cu 100 pătrate (v. fig. 41, b). Această 
tablă are 10 diagonale „albe“ care merg în direcţia de la stinga în sus spre 
dreapta. Cinci nebuni „albi“ trebuie să ocupe cinci astfel de diagonale, iar cele 
patru diagonale centrale, care conţin fiecare mai mult de cinci pătrate, trebuie 
neapărat să fie ocupate. Mai departe, trebuie să fie ocupate cele cinci diagonale 
centrale, care merg de la dreapta în sus spre stinga ; aceste diagonale se termină 
cu pătrate care aparțin celor șase diagonale „albe“ marginale, care merg de 
la stinga în sus spre dreapta. 

Cele patru diagonale „albe“ centrale, care merg de la stinga în sus spre 
dreapta, pot fi ocupate în 5-4-3-2 = 120 moduri: prima dintre aceste dia- 
gonale poate fi ocupată de un nebun, care stă pe oricare dintre cele cinci dia- 
gonale „albe“ centrale care merg de la dreapta în sus spre stînga; a doua poate 
îi ocupată de un nebun care stă pe oricare dintre celelalte patru diagonale etc. 
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În acest caz 120/5 = 24 dintre aceste moduri de așezare lasă liberă diagonala 
centrală care merge de la dreapta în sus spre stinga, pe care ultimul nebun 


poate fi așezat în zece moduri; 2.—— = 48 dintre aceste moduri de așezare 


dD 7 
lasă liberă una dintre cele două diagonale „albe“ care merg de la dreapta în 


sus spre stinga și sint formate din opt pătrate, iar tr stiai 48 moduri 


de așezare lasă libere una dintre diagonalele „albe“ care merg de la dreapta 
în sus spre stinga, fiind formate din șase pătrate. Deci, numărul total al mo- 
durilor posibile de aşezare a cinci nebuni „albi“ astfel incit toate pătratele 
albe să fie ținute sub ameninţare este egal cu 


24.10 + 48-8 + 48.6 = 912. 


La fel, numărul modurilor posibile de așezare a nebunilor „negri“, astfel 
încât toate pătratele negre ale tablei să fie ţinute sub ameninţare este egal cu 
912. Asociind fiecare dintre modurile de aşezare a nebunilor „albi“ cu fiecare 
dintre modurile de așezare a nebunilor „negri“, vom obţine în total 


912.912 = 831 744 


moduri de aşezare a 10 nebuni, astfel încît toate pătratele tablei să fie ţinute 
sub ameninţare. 

c) Se consideră tabla de șah cu 81 pătrate (v. fig. 41, c). Această tablă 
conţine opt diagonale „negre“ care merg de la stinga în sus spre dreapta. 
Trebuie să aşezăm pe aceste diagonale patru nebuni, astfel incit toate pătratele 
negre ale tablei să fie ținute sub ameninţare (v. rezolvarea problemei 33, b)). Nu 
este greu de observat că, printre aceste opt diagonale, trebuie să fie ocupate 
diagonalele centrale, deoarece fiecare dintre ele conţine mai mult de patru 
pătrate care nu pot fi toate amenințate de patru nebuni aşezaţi pe alte diagonale. 
În acest caz, așezarea nebunilor trebuie să fie astfel încît să amenințe și toate 
celelalte pătrate negre ale tablei. Însă aceste pătrate se află pe patru diagonale 
centrale „negre“ îndreptate de la dreapta în sus spre stînga. 

De aici rezultă că numărul modurilor de aşezare a nebunilor „negri“ este 
egal cu 


4.3-2.1 = 24 


(prima dintre diagonalele centrale „negre“ pornind de la dreapta în sus spre 
stinga poate fi ocupată de un nebun, care poate sta pe oricare dintre cele patru 
diagonale centrale „negre“ indreptate de la stinga în sus spre dreapta; a doua 
de un nebun care poate sta pe oricare dintre celelalte trei diagonale orientate 
de la stinga în sus spre dreapta etc.). 

Întrucitva diferit se determină numărul modurilor posibile de aşezare a 
nebunilor „albi“. Tabla de șah considerată are nouă diagonale „albe“ îndrep- 
tate de la stinga în sus spre dreapta. Pe pătratele acestor diagonale trebuie 
să așezăm cinci nebuni. În acest caz, evident, trebuie să ocupăm trei astfel 
de diagonale centrale, deoarece ele conțin mai mult de cinci pătrate. La fel, 
trebuie să ocupăm trei diagonale centrale „albe“ îndreptate de la dreapta în 
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sus spre stinga. Însă, excluzind pătratele albe care aparțin acestor nouă dia- 
gonale, ne mai rămin numai patru pătrate libere, notate cu cruciuliţe în fig. 44. 
Pentru a ţine sub amenințare aceste patru pătrate trebuie, evident, să avem 
nu mai puţin de doi nebuni, iar aceşti doi nebuni pot fi așezați pe oricare 
două dintre pătratele albe notate cu cruciulițe. Evident, doi nebuni pot fi 
așezați pe două dintre cele patru pătrate considerate în 


4.3 = 12 


moduri diferite. După aceasta ne mai rămíne să folosim trei nebuni liberi 
pentru a ocupa trei dintre diagonalele centrale „albe“ care merg de la stînga 
în sus spre dreapta și trei dintre diagonalele „albe“ care merg de la dreapta 
în sus spre stînga. Deci fiecare nebun trebuie să ocupe, în același timp, una 
dintre diagonalele care merg de la stinga în sus spre dreapta şi una dintre 
diagonalele care merg de la dreapta în sus spre stinga. Numărul de moduri 
în care pot fi aşezaţi aceşti trei nebuni este, evident, egal cu 


[3.2-1 = 6. 


În definitiv, numărul total de moduri în care pot fi așezați nouă nebuni 
pe o tablă cu 81 pătrate astfel încît să ţină sub ameninţare toate pătratele 
tablei este egal cu 


24.12. 6 = 1 728. 


d) În mod cu totul analog cu rezolvarea problemelor a)—c) se poate 
arăta că numărul căutat este egal cu: 


SE aa 
SANASA 


EZME ZEZ 
zi îi 


pentru n = 4k 
| 2k(2k — 1)(2k — 2). 


fi EE ak — 1) + (k — B) at (2k + D= 


z) 2 
J i “nteti eta) = [ez] 


k 4 
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pentru n = 4k + 2 


2 
E [(4% + 2) + 4k) + Akk — 2) +... + 22+) 2 


=|(7 E = [tar +2)+2 i oi ii aa = |; 


pentru n = 2k + 1 


Cele — 1)(k — 2) ... 112k — 1)(k — 2)(k — 3) ... 1] = (6n — 6) (* = |. 


Observaţie. Rezultatul acestei probleme confirmă, în particular, exactitatea pro- 
poziţiei din problema 34, b): pentru n = 4k și n = 4k+ 2 numărul căutat este un pătrat perfect, 


37. a) Se va împărţi tabla de şah în 16 pătrate, fiecare dintre ele fiind 
compus din patru pătrate, cum se arată în fig. 45,2. Așezind regii astfel ca 
nici o pereche să nu se amenințe, în fiecare dintre aceste 16 pătrate nu poate 
sta mai mult decit un rege. De aici rezultă că nu pot fi așezați mai mult de 
16 regi ca ei să nu se amenințe doi cite doi. Însă 16 regi, care să nu se ame- 
nințe doi cite doi, pot fi aşezaţi pe o tablă de sah cu 64 pătrate: aceasta se 
vede, de exemplu, în fig. 45, a. Deci, cel mai mare număr de regi în condiţiile 
date este egal cu 16. 


b) Dacă numărul n este par, 1 = 2%, problema se rezolvă la fel ca pro- 
blema a). Anume, în acest caz, se împarte tabla în (7/2) = k? pătrate mai mici, 
formate din cite patru pătrate. Deoarece în fiecare dintre aceste pătrate nu 
putem așeza doi regi care să nu se amenințe, se deduce că numărul căutat 
de regi nu poate fi mai mare decit k?. Pe o tablă cu (2k)? pătrate pot îi așezați 
desigur k?regi, care să nu se amenințe; pentru aceasta este suficient, de exemplu, 
să-i așezăm așa cum se arată în fig. 45, în cazul n = 8. De aici rezultă că, 
pentru n par, numărul cel mai mare de regi căutat este egal cu n?/4. 

Se presupune acum că numărul n este impar: n = 2k + 1. Vom împărţi 
tabla în 


2 
TE = (k + 1}? 
2 
părți mai mici, aşa cum se arată în fig. 45, b (într-o astfel de împărțire obținem 
k? pătrate formate din cite patru pătrate, 2k dreptunghiuri formate din cîte 
două pătrate şi un pătrat mic, format dintr-un singur pătrat, adică în total 
k? + 2k + 1 = (k + 1)? părți. Este clar că în fiecare dintre aceste părți poate 
fi aşezat nu mai mult decit un rege (dacă se cere ca regii să nu se amenințe). 
Deci, numărul total de regi nu poate fi mai mare decit (& + 1)2. Însă (k + 1)? 
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regi pot fi aşezaţi pe o tablă cu 2k + 1 pătrate, așa cum se vede în fig. 45, b; 
unde k = 4. Deci, cel mai mare număr de regi în condiţiile considerate este 
egal cu 


(k + 1)? = (n + 104. 


Utilizind semnul părții întregi introdus la p. 10, rezultatele obținute 
pentru cazurile cu n par și n impar pot fi reunite: cel mai mare număr 
de regi care pot fi aşezaţi pe o tablă de şah cu n? pătrate, astfel ca ei să nu 


n+ |. 


se amenințe doi cîte doi, este egal cu 7 


Observație. Examinind fig. 45, b nu este greu de observat că pentru n impar există 
e singură configurație cu (n + 1)/4 regi pe o tablă cu n2 pătrate, astfel incit să nu se ame- 
nințe doi cite doi. Pentru n par (ìn particular pentru n = 8) există mai multe moduri diferite 
de aşezare a celui mai mare număr posibil de regi, care să nu se amenințe doi cite doi. Determi- 
aarea acestui număr o propunem cititorului. 


38. a) Se va împărți tabla în nouă părți, aşa cum se arată în fig. 46, a. 
În fiecare dintre aceste părţi există un pătrat (notat în fig. 46, a cu un cerc), 
care poate îi ținut sub ameninţare numai de regii situaţi în pătratele aceleiaşi 
părți. Deci, pentru ca toate pătratele tablei să se afle sub ameninţare, trebuie 
ca în fiecare dintre cele nouă părți să figureze cel puţin un rege. De aici se 
vede că numărul căutat de regi nu poate fi mai mic decit 9. Dar nouă regi 
pot fi aşezaţi astfel, încit să se ţină sub ameninţare toate pătratele tablei: un 
astfel de mod de așezare este indicat, de exemplu, prin cercuri în fig. 46, a. 
Astfel, cel mai mic număr căutat de regi este egal cu 9. 

b) Problema se rezolvă în mod analog cu problema a); numai că aici 
trebuie să considerăm separat trei cazuri: cazul în care n se divide cu 3, cazul 
în care n dă restul 2 prin împărțire cu 3 și cazul în care n dă restul 1 prin 
împărțire cu 3. 

Dacă n este divizibil cu 3, adică n = 3%, tabla poate fi împărţită în k? = 
= (n[3)2 pătrate din cîte nouă pătrate (v. fig. 46, b, unde n = 9); în fiecare 
dintre aceste pătrate trebuie să stea cel puţin un rege, doarece altfel nu vor 
fi amenințate toate centrele unor astfel de pătrate. Deoarece k? = n2/9 
regi pot fi totdeauna aşezaţi pe o tablă cu n? = (3k)? pătrate, astfel, încît ei 
să țină sub amenințare toate pătratele tablei (pentru aceasta este suficient; 
să fie aşezaţi în centrele pătratelor formate din cite nouă pătrate, în care a 
fost împărţită tabla; v. fig. 46, b), atunci cel mai mic număr căutat de regi 
pentru n = 3k este egal cu k? = n?/9. 


Dacă n dă restul 2 prin împărțirea cu 3, adică n = 3k + 2, tabla va îi 
2 
împărțită în (k + 11 = 2+1) părți mai mici, astfel cum s-a procedat 


in cazul n = 8, k = 2 (v. fig. 46, a). Din examinarea acestei împărțiri rezultă 
că pentru n = 3k + 2 cel mai mic număr căutat de regi este egal cu 


(k + 1)? = (n + 1)?/9. 
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În sfirsit, dacă n dă restul 1 prin împărțirea cu 3, adică n = 3k + 4 Ð, 


tabla va fi împărţită în 
+ = iii 


Z 


ENEN 
soi ] 


ZA 


AL 
NN 


Ze 
f 


— 
[i 
a 
E 
Z 
| 


părţi mai mici, după cum se arată în fig. 46,c (unde n = 10, k=2). Din 
examinarea acestei figuri se deduce uşor că pentru n = 3k + 4 cel mai mic 
număr căutat de regi este egal cu 


(k + 2)? (n + 2)?/9. 


Singurul caz în care n nu poate fi reprezentat sub forma 3k, 3k + 2 sau 
3k + 4 este cazul n = 1; însă în acest caz, este evident că numărul căutat 
de regi este egal cu {, adică, de asemenea, este egal cu (n + 2)?/9. 

Utilizind semnul părții întregi, rezultatele obținute pot fi reunite în modul 
următor: cel mai mic număr de regi care pot fi așezați pe tabla de șah cun? 
pătrate astfel încît ei să țină sub amenințare toate pătratele tablei este egal 


n+ 27 
13 
Observaţie. Examinind fig. 46, b, nu este greu de văzut că pentru n divizibil cu 3, 
există un singur mod de aşezare a (n/3)2 regi pe o tablă cu n? pătrate, astfel încit toate pătratele 
tabiei să fie ţinute sub ameninţare. Pentru n, care dă prin împărţire la 3 restul 1 sau 2, există 


mai multe moduri de așezare posibile a celui mai mic număr posibil de regi care să ţină sub amenin- 
ţare toate pătratele tablei; calculul acestui număr de moduri îl propunem cititorului. 


39. a) Pe fiecare verticală a tablei de şah poate să stea nu mai mult 
decit o regină, deci pe o tablă de şah cu 64 pătrate nu pot sta mai mult 
de opt regine, care să nu se amenințe două cîte două. Opt regine pot fi împărțite 
pe tablă astfel încît să nu se amenințe două cîte două (un astfel de mod de 
așezare este reprezentat, de exemplu, în fig. 47). 


1) Orice număr întreg pozitiv n, în afară de n = 1, eare dă restul 1 prin împărţirea cu 3, 
poate fi reprezentat sub forma n=3k + 4, unde k este un număr nenegativ. Cazul n=1 va îi 
examinat separat. 
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Se poate arăta că există în total 92 de moduri esenţial diferite de așezare a opt regine 
pe o tablă de șah obișnuită, astfel încit să satisfacă condiţia impusă. 


b) Pe fiecare verticală a tablei de șah poate sta nu mai mult decit o 
regină (altfel două regine s-ar amenința), deci pe o tablă cu n? pătrate nu 
pot fi aşezate mai mult decit n regine care să verifice condiţiile problemei. 


o] KÀ 4 EA 
— BAA EA Z Ae 
2 7 0787 i A | 
EA EA FA E a A K 
a b c -d 
Fig. 48 


Nu este greu de verificat că, dacă se așază o regină pe o tablă de şah 
cu patru pătrate, toate pătratele tablei vor fi ţinute sub amenințare şi nu va 
mai putea fi pusă o altă regină (fig. 48, a). Pe o tablă de șah cu nouă pătrate 
pot fi așezate două regine care să verifice condiţiile problemei (fig. 48, b), 
dar nu mai pot fi așezate alte trei regine. Pe tabla de şah cu 16 şi 25 de 
pătrate pot fi aşezate patru, respectiv cinci regine astfel încît să nu se ame- 
ninţe una pe alta (fig. 48, c ṣi d). 

Se va arăta, că pentru n = 1 şi pentru orice n > 4, pe o tablă de şah 
cu n? pătrate pot fi aşezate n regine care nu se ameninţă una pealta (pentru 
n = 1, acest rezultat este evident). 

Se consideră mai întîi cazul lui n par. Pe verticalele vecine nu pot fi 
aşezate regine pe una și aceeași orizontală sau pe orizontale vecine (altfel 
ele se vor amenința), deci pe verticalele vecine vom încerca să -aşezăm reginele 
sărind cite o orizontală. În acest caz pe prima verticală vom aşeza regina 
pe a doua orizontală, pe a doua verticală — pe a patra orizontală etc., pină 
ce se ajunge pe orizontala de sus; apoi vom trece din nou la prima orizontală 
etc. (fig. 49). Deoarece în felul acesta două regine nu vor sta pe aceeași verti- 
cală sau orizontală, mai rămîne să verificăm că nu se vor afla două regine 
pe aceeaşi diagonală. 

Dacă două pătrate ale tablei aparțin aceleiași diagonale, aceasta înseamnă 
că diferența dintre numerele orizontalelor pe care se află aceste pătrate este 
egală cu diferenţa numerelor corespunzătoare ale verticalelor. În acest; caz, 
pătratul corespunzător verticalei cu numărul cel mai mare poate aparţine 
atit orizontalei cu numărul cel mai mare, cât și celei cu numărul cel mai mio 
(fig. 50, a şi b). Dacă primul pătrat se află la intersecţia verticalei a z-a cu 
orizontala a j-a, iar al doilea — la intersecţia verticalei a k-a cu orizon- 
tala a l-a, atunci vom avea după caz 


i—k=j—l (*) 

sau 
i—k=l—j. (**) 
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În primul caz, cele două pătrate considerate se află pe aceeași diagonală care 
merge de la stinga în sus spre dreapta şi în al doilea caz, pe o aceeași dia- 
gonală, care merge de la dreapta în sus spre stinga. 
Evident că, dacă două regine din schema noastră se află amindouă în 
jumătatea din stînga sau amindouă în jumătatea din dreapta a tablei, diferența 
SN! 


Ot 4 e ARI RS 
SLALA V S E Ca 
JES ESAS NAS 
e ie AA 
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Fig. 49 Fig. 50 


dintre numerele orizontalelor lor va fi de două ori mai mare decit diferența 
dintre numerele verticalelor (deoarece în fiecare jumătate a tablei, cînd se 
trece de la o regină la următoarea, numărul verticalei creşte cu 1, iar numărui 
orizontalei cu 2). Astfel mai rămine să verificăm dacă două regine aşezate 
una în jumătatea din stinga a tablei, iar a doua, în cea din dreapta pot să 
stea pe o aceeași diagonală. 

n primul rînd se observă că nici o pereche de regine, dintre care una 
stă în jumătatea din stinga a tablei, iar cealaltă în cea din dreapta nu se pot 
afla pe o aceeași diagonală care merge de la stînga în sus spre dreapta: în- 
tr-adevăr, reginele care stau în jumătatea din stinga a tablei sint așezate pe 
diagonale care merg de la stinga în sus spre dreapta şi sînt situate în triunghiul 
de sus din stînga al tablei, iar reginele aşezate în dreapta stau pe astfel de 
diagonale situate în triunghiul de jos din dreapta (v. fig. 49, unde sînt trasate 
diagonalele corespunzătoare). De aceea ne mai rămîne numai să cercetăm 
dacă două astfel de regine, aşezate în jumătăţi diferite ale tablei, pot să se 
afle pe o aceeași diagonală care merge de la dreapta în sus spre stinga. 

Se presupune că regina se află pe verticala a i-a; în acest caz, ea se află 
pe orizontala a 2-a. Să presupunem, mai departe, că regina din dreapta 
se află pe verticala a (j + n/2)-a şi deci se află pe orizontala a (2j — 1)-a 
Dacă ele s-ar afla pe o aceeași diagonală, care merge de la dreapta în sus spre 
stinga, atunci ar fi adevărată egalitatea 


+ n2) — i= 2 — (2j — 1); 64 —J)+2=n, 


ceea ce, evident, este posibil numai dacă n prin împărțirea cu 6 dă restul 2. 
Astfel, pentru n par, de forma Ôk sau 6k + 4, figura 49 dă modul de așezare 
a n regine pe tabla de şah, astfel încit nici una să nu amenințe pe alta. 
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Pentru n = 6k + 2, figura 49 conduce la o așezare în care două regine 
se ameninţă. Se poate arăta însă și în acest caz un mod de așezare a n re- 
gine care satisface condiţiile problemei, însă acesta va fi mult mai complicat 
decit cel precedent. O astfel de așezare este arătată în fig. 51, unde s-a luat 


n = 14 (compară, de asemenea, cu fig. 47). Aici pe = — 3 verticale din 


jumătatea din stinga a tablei de la a 2-a 


57979237 bA A AA 


pînă la (3 — za, reginele sint aşezate a A A m 

sărind cîte o orizontală şi începînd cu a ELU 17454 

3-a (adică, pe orizontalele cu numerele 3, 5, A A A KA 5/5 A2 

n cale cotă AAE U A 

7, +, R — 5). Pe Da 3 verticale incepin ZA, A VA AoA A 

cua | — + 3l-a şi terminînd cua (n — 1)-a, [GAGA AA 4 A 
( ) A B A VA T NK 

regine sint aşezate sărind cite o orizontală D U P h 

şi începind cu a 6-a (adică pe orizontalele AA 44 A, 

cu numerele 6, 8, 10,..., n— 2). Astfel 5 Za il ll 

rămîn neăcup ie verticalele cu numerele 1, 4 4 A A A 

n n 

Poa a A e IRI cei n și orizon- Fig. 51 

2 2 sili 2 

volelă ici guatnanelă 4 E ae 24 A BE ta [ = ta. Zaa, 


n n , SEE k ; i 
G + ta, (3 + a)-e şi a n-a verticală, reginele vor fi așezate respectiv 


pe orizontalele cu numerele n — 3, 1, n — 1, 2, n şi 4. Este clar că în felul 
acesta nu se vor afla două regine pe 0 aceeași verticală sau pe o aceeași ori- 
zontală; mai rămine să verificăm că pe fiecare diagonală a tablei nu va sta, 
de asemenea, mai mult decit o regină. 

Vom renumerota toate diagonalele tablei care merg de la stinga în sus 
spre dreapta, dind pătratelor marginale ale tablei, situate pe orizontala de jos 
și pe verticala din stinga, numerele de la 1 la 2n — 1, după cum se arată 
în fig. 52, a, şi vom considera că fiecare diagonală are numărul pătratului 
care-i aparține. În mod analog vom numerota diagonalele care merg de la 
dreapta în sus spre stinga, dind numere pătratelor orizontalei de jos și verti- 
calei din dreapta, așa cum se arată în fig. 52, b. Dacă vom considera că 
prima regină este cea așezată in prima verticală, a doua, cea așezată pe a doua 
verticală etc., atunci reginele vor ocupa pe rind diagonalele care merg de la 
stinga în sus spre dreapta, cu numerele 


3n n 3n n 
2n — 4, 1, 2, 3, — — 3, — +2, —— 1, — +1, 
n n+i, n+ n+ 7 m 7 z T 
2243, z tH4 pt5 euni, 4; ; 


printre aceste numere nici unul nu apare de două ori, numai dacă 
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Fig. 52 


adică dacă n > 6. În mod analog, reginele vor ocupa pe rînd diagonalele care 
merg de la dreapta în sus spre stinga cu numerele 


i 3 A 05 a De arti E act EER 
2 2 2 2 
3n n n n n 
BR, Prag), Ladi dala E paag ean 8 
E z T z T z t TAS n n+ 


unde punctele înseamnă termenii nescrişi ai progresiei aritmetice cu rația 3. 


Dintre aceste numere 4, 7, 10, 13,..., 3 — 3, E — 2, zu + 1 dau restul 
1 prin tmpărțirea cu 3; Z — 1, Z + 2 2+ 8,2 h T H1, SH. 


.., 2n — 4 se divid cu 3 (aici n este “ia fs 6k + Ji n—3 şin+3 
dau restul 2 prin împărţirea cu 3. De aici se vede dintr-o dată că nici un 
număr nu apare de două ori printre cele scrise. 

A mai rămas să arătăm că și pe tabla cu n? pătrate, unde n estei m par, 
putem așeza, de asemenea, n regine, astfel încît să nu se amenințe două 
cite două. Aceasta devine cu totul evident dacă observăm că în toate confi- 
guraţiile de mai sus, valabile pentru n par, diagonala principală, care merge 
de la stinga în sus spre dreapta, a rămas neocupată de regine. De aceea, dacă 
pe o tablă cu n? pătrate (n impar) se așază n regine în modul următor: pe 
primele n — 1 orizontale şi pe primele n — {1 verticale se pun n — 1 regine, 
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astfel cum s-a procedat pe tabla cu (n — 1)? pătrate (n — í par) şi apoi 
se mai pune cite o regină pe pătratul din colţul drept de sus al tablei, atunci 
aceste n regine vor satisface condițiile problemei (v., de exemplu, fig. 53, 
unde este reprezentată așezarea a 15 regine pe o tablă cu 225 pătrate). 


NZEZIZAZ 


ZAA 
A 444, p á 


27078787 
ZE ZI 


Pal adL NR 20 287 
P A 
CABAZA HAZA 


Fig. 53 Fig. 54 Fig. 55 


În ceea ce privește numărul configuraţiilor diferite a n regine pe o tablă cu nê pă- 
trate, care satisfac condițiile problemei, acesta este foarte greu de determinat și nimeni nu a 
reușit să-l calculeze pînă acum. 


Nu este rezolvată pină acum nici problema celui mai mic număr de regine care pot fi așe- 
zate pe tabla cu nê pătrate, astfel încit toate pătratele tablei să fie ținute sub ameninţare. Pentru 
tabla de șah obișnuită cu 64 pătrate, acest număr este egal cu 5 (v. de exemplu, fig. 54); numărau 
configuraţiilor diferite a cinci regine pe o tablă cu 64 pătrate, astfel ca toate pătratele tablei 
să fie ţinute sub ameninţare, este egal cu 4860. 


40. a) Deoarece un cal care stă pe un pătrat alb ţine sub amenințare 
numai pătrate negre, este evident că pot fi aşezaţi 32 cai, astfel încît să nu. 
se amenințe doi cîte doi. Pentru aceasta, este suficient să-i aşezăm pe pătra- 
tele albe ale tablei (aceste pătrate sînt în număr de 64/2 = 32). Vom arăta 
acum că nu putem așeza în modul arătat mai mult de 32 cai. În acest scop, 
vom împărți tabla de șah în opt părţi egale, în formă de dreptunghiuri cu. 
baza din două pătrate și înălțimea din patru pătrate (fig. 55). Este ușor de 
văzut că un cal, aşezat într-un astfel de dreptunghi ţine sub amenințare un 
singur pătrat din acest dreptunghi, iar pentru doi cai, pătratele amenințate 
sînt diferite. De aici rezultă că în fiecare dintre aceste dreptunghiuri (compuse 
din opt pătrate) nu pot fi așezați mai mult decît patru cai, care să nu se ame- 
ninţe unul pe altul. Astfel, numărul total de cai pe care putem să-i așezăm 
pe tabla de șah nu este mai mare decit 4.8 =32. 


b) Trebuie să determinăm cite configurații diferite cu cei 32 cai pot fi 
obţinute pe o tablă de șah, astfel încît nici o pereche de cai să nu se amenințe. 
Două astfel de configurații sînt evidente: putem aşeza cei 32 cai pe toate 
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pătratele albe ale tablei (prima configuraţie) sau pe toate pătratele negre 
ale tablei (a doua configuraţie). Se va demonstra că nu mai există nici o altă 
configurație. 

Se va împărţi din nou tabla în opt părţi egale, după cum se arată în 
fig. 55. În acest caz, în fiecare dintre aceste părți va trebui să aşezăm cite 
patru cai (v. rezolvarea problemei a)). Să cercetăm, acum, cum pot fi aşezaţi 
patru cai în dreptunghiul de jos din stinga (vom numi acest dreptunghi primul 
dreptunghi). 

Vom încerca, mai întîi, să ocupăm cele două pătrate de jos ale acestui 
dreptunghi (aceste pătrate sint notate în fig. 56, a prin cercuri). În acest caz 
trebuie să lăsăm libere pătratele din primul dreptunghi, notate în figură prin 
cruciuliţe: pătratele de pe orizontala a treia sint amenințate de caii așezați, 
iar pătratul de pe orizontala a doua, notat cu o eruciuliță, nu poate fi ocupat, 
deoarece, în acest caz, cei trei cai aşezaţi ar ține sub ameninţare cinci pătrate 
din al doilea dreptunghi de jos din stinga, deci în acest dreptunghi nu vor 
mai putea fi așezați patru cai. Dacă vom mai așeza doi cai pe pătratele notate 
în fig. 56, a cu steluțe, atunci din nou nu vom mai putea așeza patru cai 
în dreptunghiul al doilea din stinga de jos (decarece în acest caz nu rămîn 
neamenințate decit trei pătrate ale acestui dreptunghi, notate prin cruciulițe 
tn fig. 56,a); deci o astfel de configuraţie cade de asemenea. Dacă vom așeza 
caii pe pătratele primului dreptunghi, notate în fig. 56, b prin cercuri, atunci 
in al doilea dreptunghi din stînga jos vom fi obligaţi să ocupăm pătratele 
notate prin cercuri (celelalte pătrate ale dreptunghiului considerat fiind ţinute 
sub ameninţare de caii din primul dreptunghi); în acest caz, în al treilea drept- 
unghi din stinga de jos vor putea fi așezați numai doi cai (pe pătratele notate 
cu cercuri). Deci, şi această posibilitate cade. În sfirşit, dacă în primul drept- 
unghi vom ocupa pătratele de pe prima și a patra orizontală (fig. 56, c), atunci 
in al doilea dreptunghi din stinga jos, de asemenea, va trebui să ocupăm 
pătratele de pe aceleași orizontale; în acest ca în dreptunghiul din stinga 
sus, caii pot fi aşezaţi numai pe pătratele orizon „lelor a şaptea și a opta, iar 
în dreptunghiul al doilea din stinga de sus nu va putea fi aşezat nici un 
cal. Deci, se vede că nu pot fi ocupate în același timp ambele pătrate de 
jos ale primului dreptunghi. 

Dacă în rindul de jos al primului dreptunghi nu stă nici un cal, atunci 
caii vor trebui să stea pe ambele pătrate ale orizontalei a treia. Însă acești 
doi cai țin sub ameninţare cinci pătrate din dreptunghiul vecin din stinga; 
deci nici această situaţie nu este posibilă. 

Astfel, rămîne să considerăm că pe orizontala de jos a primului drept- 
unghi stă neapărat un singur cal. Pe orizontala de sus (a patra) a primului 
dreptunghi, de asemenea, stă un cal. Într-adevăr, dacă pe această orizontală 
nu ar sta nici un cal, atunci pe orizontala a doua ar trebui să stea doi cai, 
iar aceştia ar ţine sub ameninţare cinci pătrate din al doilea dreptunghi 
jos. Dacă pe orizontala a patra ar sta doi cai, atunci, sau nu am mai putea 
să aşezăm patru cai în dreptunghiul al doilea din stînga jos (fig. 56, d), sau 
în al doilea dreptunghi am putea așeza patru cai, dar în al treilea nu (fig. 56,e). 

Este ușor de văzut că pe orizontala de jos și cea de sus din primul drept- 
unghi caii trebuie să stea pe verticale diferite — altfel nu vom izbuti să aşezăm 
cîte patru cai în dreptunghiul al doilea din stînga și în al treilea din stinga 
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(v. fig. 56, f şi g). Dacă aceşti doi cai stau pe verticale diferite (adică pe pătrate 
de aceeaşi culoare, v. fig. 56, h), atunci cei doi cai de pe orizontalele a doua 
şi a treia trebuie să fie aşezaţi pe două pătrate de aceeași culoare — numai 
aceste pătrate nu sint ţinute sub ameninţare. Mai departe, în al doilea drept- 
unghi, de asemenea, doar pătratele de aceeași culoare nu vor fi ţinute sub 
ameninţare, în al treilea la fel etc., adică în toată jumătatea de jos a tablei. 
Aceste raționamente se aplică şi jumătăţii de sus a tablei, unde toţi caii trebuie 
să fie așezați pe pătrate de aceeași culoare. În acest caz, este clar că, dacă în 


| A VA V T2 
z î7 77 
MZZ 


A VA 
„e 
77] 
NIZ 
Zizi iz 
i VA VA | 
jo kA A | 


jumătatea de jos vom alege o culoare, iar în cea de sus alta, atunci unii cai 
se vor ameninţa. Astfel rămîn numai două posibilităţi: de a aşeza toți caii 
sau pe toate pătratele albe sau pe toate cele negre. 


41. a) Se duc, mai întîi, n drepte care unesc virful B cu n puncte situate 
pe latura AC — aceste drepte împart triunghiul în n + 1 părţi. Vom duce 
acum dreptele care unesc virful C cu cele n puncte de pe latura AB (fig. 57). 
Fiecare dintre aceste drepte (al căror număr este egal cu n) se va intersecta 
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cu cele n drepte duse mai înainte și deci va fi împărţită prin punctele de inter- 
secţie în n + 1 părți. Însă fiecare dintre aceste porţiuni ale dreptei considerate 
împarte în două una dintre părțile triunghiului, obţinute mai înainte, adică 
măreşte cu unu numărul părților în care a fost divizat triunghiul.|De aici rezultă 
că toate dreptele împart triunghiul în (n + 1) + (n + i)n = (n + 1)? părți ». 

b) Dreptele care trec prin virturile B şi C împart triunghiul în (n + 1)? 
părţi (problema a)). Fiecare dintre dreptele care trec prin virful A se inter- 
sectează cu toate cele 2n drepte care trec prin viriurile B şi C în 2n puncte 
(toate punctele de intersecţie sînt diferite, deoarece nu se întîmplă ca trei 
dintre aceste drepte să se intersecteze într-un punct). Astfel fiecare dintre 
dreptele care trec prin virful A este împărţită de celelalte drepte în 2n + 1 
părţi şi deci mărește numărul total de părţi cu 2n + 1. De aici rezultă că numă- 
rul total de părți este egal cu 


(n + 1)? + nn + 1) = 3n2+ 3n +1. 


42. a) Este clar că n drepte vor împărți planul în cel mai mare număr 
de părţi, dacă toate aceste drepte se intersectează (adică nici o pereche nu 
este paralelă) și dacă nici un grup de trei dintre ele nu sînt concurente. Deci 
rămîne să determinăm în cîte părți este împărţit planul prin n drepte nepara- 
lele două cîte două și astfel încit nici un grup de trei dintre ele să nu fie con- 
curente. 2 


Presupunem că au fost duse în plan k drepte; ducem dreapta a (k + 1)-a 
şi vom arăta cu cit a crescut numărul de părți în care dreptele împart planul. 
Dreapta a (k + 1)-a se intersectează cu cele k drepte în k puncte, care o îm- 
part în k + 1 părți. Deci dreapta a (k + 1)-a va tăia exact k + 1 părți din 
toate părțile existente ale planului. Deoarece fiecare dintre aceste părţi 
este împărţită în două, după ce am dus cea de-a (k + 1)-a dreaptă, numărul 
total de părţi a crescut cu Æ + 1. Însă dacă a fost dusă numai o singură dreaptă, 
planul a fost împărţit de aceasta în două părţi. De aici rezultă că, după ce 
au fost duse n drepte, planul a fost împărțit în 


223 +4+. n 


părți (după ce a fost dusă cea de-a doua dreaptă se adaugă încă două 
părți, după a treia — încă trei, după a patra — încă patru etc.). Deci, cel mai 
mare număr de părți în care n drepte pot împărţi planul este egal cu 


2 
223 nara) Him 4 = ERE, 


D Acest rezultat se poate deduce,.de asemenea, şi din faptul că n drepte care trec prin 
virful B împart fiecare dintre cele n + 1 părţi ale triunghiului, obţinute mai înainte, în n + 1 
părți mult mai mici. Dar raționamentul folosit este mult mai comod deoarece se poate aplica 
și în unele din problemele care urmează. 

2) S-ar putea crede că deşi se respectă toate aceste condiţii, numărul părților încă mai 
depinde de configurația dreptelor. Însă, din soluţia noastră va rezulta că acest număr este deter- 
minat în mod unic de valoarea lui n şi deci nu depinde de configuraţia dreptelor. 
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b) n cercuri vor împărți planul în cel mai mare număr de părţi, dacă 
toate cercurile se intersectează (adică nici o pereche nu sint tangente și nici 
unul nu este situat în întregime în interiorul sau în exteriorul altuia) și nici un 
grup de trei astfel de cercuri nu se intersectează în același punct. 

Raţionind ca în problema a), vom arăta că cercul al (k + 1)-lea măreşte 
numărul de părţi ale planului cu 24 [al (k + 1)-lea cerc se intersectează cu 
cele F cercuri duse mai înainte în 2k puncte; aceste 2k puncte îl împart în 
2k părţi]. Deoarece un cerc împarte planul în două părţi, numărul total de 
părţi după ce au fost duse n cercuri va fi egal cu 


2423 4+6+8+...+2(n—1)22+ 21 + 2+3 + -+ (n—1)]= 


=rRr°—n+42. 


=2? pun — 1) 
ia 2 


43. a) n plane împart spaţiul în cel mai mare număr de părți dacă nici 
o pereche nu sînt paralele şi nici un grup de trei dintre ele nu trec printr-o 
aceeași dreaptă și nu sînt paralele cu o aceeași dreaptă și nici un grup de 
patru nu trec printr-un același punct. 

Se va presupune că spaţiul a fost împărţit de k plane în părți şi vom 
cerceta cu cît se măreşte numărul părților după ce ducem planul al (k + 1)-lea. 
Acest plan se va intersecta după k drepte cu cele & plane existente (deoarece 
nici o pereche de plane nu sînt paralele şi nici un grup de trei nu trec printr-o 
aceeaşi dreaptă), iar nici o pereche dintre aceste k drepte nu sint paralele 
(deoarece nici un grup de trei plane nu sînt paralele cu o aceeași dreaptă) și 
nici un grup de trei nu se intersectează într-un punct (deoarece nici un grup 
de patru dintre planele considerate nu trec printr-un același punct). Astfel de 
k drepte împart planul in (k?+-k+2)/2 părţi (v. rezolvarea problemei 42, a)) 
şi fiecare dintre ele se obține ca rezultat al intersecţiei dintre planul al (k + 1)-lea 
cu una dintre părțile în care a fost divizat spaţiul mai înainte. Astfel, planul 
al (k+ 1)-lea se intersectează cu (k?+k+2)/2 părţi ale spaţiului, împărțindu-le 
pe fiecare în două; deci, după ce a fost dus al (k + 1)-lea plan, numărul total 
de părţi se va mări cu (42 + k + 2)/2 părţi. Deoarece un plan împarte spaţiul 
în două părți, rezultă că n plane vor împărți spaţiul în 

2 2 2 2 
241 +1+2,2 Tamea rii a A EE Le 1)2+ (n 1)+2_ 
2 2 2 2 
= olt Pt + (n — 1) + [1 + 2 +... (n — 1] + 2.42 
2 


părți. Deoarece 
1+2 +3 +... + (n — 1) = n(n — 1)/2, 
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iar LD 


124 22 4 324.. (n — 1)? = n(n — 1) (2n — 1)/6, 


deci numärul total de părți va fi egal cu 


24 Ba = ya ae (n—1)= 


(n — 1) (2n? — n + 3n + 12) _ +n +6, 


12 6 


b) Problema se rezolvă în mod analog ca precedenta. Se va presupune 
că au fost duse k sfere şi vom stabili cu cît se mărește numărul de părți după 
ce ducem sfera a (k + 1)-a. Sfera a (k + 1)-a se poate intersecta cu sferele 
duse mai înainte după k cercuri; aceste k cercuri împart suprafața sferei cel 
mult în k? — k + 2 părți (v. problema 42, b); faptul că aici considerăm împăr- 
prea prin cercuri nu a planului ci a sferei nu schimbă nimic din raționamentul 


19) Vom scrie o serie de formule: 
P= 18, 
B= (1 pipa 14312+3141, 


33 = (2 + 1} = 274+ 3:22 3.241, 
43 = (3 + 1} = 33 + 3:33 +3341, 
n? = [(n— 1) + 1]? = (n — 1} + 3(n — 1)? + 3(n— 1) + 1. 
Adunind toate aceste formule, vom obține 
134 234334... FPn3=1953 4234. (n 1) 
+ 3[12 + 22 + ...+ (n— 1) + 3[1 + 2 +... (n— 1) + (n— 1) 
şi deci 


n3— 1?— 3[1 + | + (n— I-en- 


12+ 224 ...+(n—1P= 3 


2n?— 3n(n— 1)— 2n _ n(2r?— 3n —3-— 2) _ n(n- 1)(2n-— 1) 
6 6 


ceea ce trebuia demonstral. 
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făcut în rezolvarea problemei 42,b)). Astfel sfera a (k + 1)-a măreşte numărul 
părţilor cu k? — k -+- 2 și deci numărul total de părţi este egal cu 


2+ (42—1+2)+ (22—2+2)+ (32 — 3 + 2) +. + [n — 1)? — 
—(n— 1) + 9] =24 [12 2p 32. (n — 1—23.. 


.. + (n — 1)) + 22424. p= EDn 1) "s 


6 
BUS A A EE (n — 1) (2n? — n — 3n + 12) _ 
2 6 
_ nin? — 3n + 8) i 
3 


Astfel, cinci sfere pot impărļi spațiul in cel mult 5(25 — 15 + 8)/3 = 30 părți. 


44. Prima rezolvare. Să considerăm diagonala A,A, a poligonului 
AyAgâg... A, De o parte și de alta a acestei diagonale se găsesc respectiv 
k — 2 virturi ale poligonului (vîrfurile As, Az, Ag, 3 Ap) şi n — k virfuri 
(virturile Apus, Ario =, An) Diagonala A,A, se va intersecta cu toate dia- 
gonalele care unesc unul oarecare dintre cele k — 2 virfuri din primul grup 
şi oricare dintre cele n — k virfuri din al doilea grup, adică se interesectează 
în total cu (k — 2)(n — k) diagonale. Deci, toate diagonalele care trec prin virful 
A, (diagonalele A143, Aa Ag, ...» AzAg-a) se vor intersecta cu celelalte diago- 
nale în 


1.(n — 3) + Xn — 4) + 3(n — 5) + (n — 3) -1 
puncte. Dar 
A(n — 3) + An — 4) + 3(n — 5) +... + (n — 3)-1 = 1[(n — 1) — 2] + 
4 2i — 1) — 31+ 3l(n — 1) — 4] +... + (n — lin — 1) — (n — 2) = 
E E EE E E 3 


n— 2-3) _ 


a.. + (n — 3)(n — 2)] = (n — 1) 3 


— [1:2 + 2.3 + 3-4 + ... + (n— 3) (n — 2)]. 
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Şi, deoarece ? 
1.27 2:34 3-44... + (n —3)(n — 2) = (n —3)(n — 2)(n — 1)/3 


avem 
4 (ri — 3) + An — 4) + 3(n — Bo ct (n — 3)-1 = 
(n — 1)(n — 2)(n — 3) _ (n — 1)(n — 2)(n — 3) _ (n— 1) (n — 2)(n — 3) 


Deci diagonalele care trec prin viriul A, se vor intersecta cu celelalte dia- 


Lat i ati, puncte. Într-un același număr de puncte 
se vor intersecta cu celelalte diagonale și diagonalele care trec prin oricare 
alt virf al poligonului. Dar înmulţind (n — î) (n — 2)(n — 3)/6 cu numărul 
de virturi ale poligonului (egal cu n), fiecare punct de intersecţie va fi conside- 
rat de patru ori (în fiecare din aceste puncte se intersectează cite două diago- 
nale, fiecare din ele avind două extremităţi în două virturi). În definitiv, nu- 
mărul căutat de puncte de intersecție este egal cu 


(n — î)(n— 2)(n—3) n _nn— 1)(n— 2) (n-— 3), 
6 20 24 


Rezolvarea a doua. Această problemă poate fi rezolvată mult 
mai simplu aplicînd formula pentru numărul combinărilor. Într-adevăr, vom 
considera un punct de intersecție al diagonalelor. Friecare punct de intersecție 
aparține la două diagonale. Punctului B de intersecție a diagonalelor AAs 
şi AzA; îi corespunde un grup de patru virfuri A,, Ág, As şi A, ale poligonului 
considerat (punctul B este punctul de intersecție a diagonalelor patrulaterului 


gonale in 


1) Prin metoda inducției complete este ușor de arătat că 
1-2: 3...k4+2:3:4..(k+1)+3:4*5...(kR+2)+...+n(n+1)(n +2)...(n+k—1)= 
an+ î)(n + 2)...(n + k) 
k+ 1 


(v. de exemplu, problema 133 in [56]. Același rezultat se obține din formula din problema 55, g) 


a cărții de față. 
Putem, de asemenea, folosi faptul că 


1-2423 +34 +. + nn + 1) = 1: 1) + 2 2+1) H 3 (3+1) H o + nmn) = 
= (12 + 22 + 3? + e + n) HHOH Hon); 


mai departe, v. nota de la p. 132 
n mod analog 


1:213 +4 2-3:4+ 3:45 +. + n(n + 1) (n + 2)= 
= 1(1 + 1) (2 + 2) + 2X(2 + 1) (2 + 2) + -+ n(n + 1) (n + 2) = 
= (18 + 28 4 o + n?) + 3(12 + 22 + o H n3) H (LH 2 H o H n); 


mai departe v. nota de.la p. 132. 
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AAAA, fig. 58). Reciproc, fiecărui grup de patru virfuri A,, As, Ag şi 
A, ale poligonului îi corespunde un singur punct de interescţie a diagonalelor 
patrulaterului A,42A4344. De aici rezultă că numărul punctelor de intersecţie 
a diagonalelor poligonului convex este egal cu numărul combinărilor de n 
elemente luate cite 4, adică este egal cu 


_ (n — t(n — 2)(n — 3), 
24 


Ca 


Fig. 58 Fig. 59 


45. Prima rezolvare. Vom nota cu f, numărul căutat pentru 
poligonul convex cu n laturi. Vom deduce relaţia dintre fp şi fmı Se va 
considera un poligon convex oarecare cu n + 1 laturi; vom nota toate viriurile 
sale luate într-o ordine anumită cu Á}, Aa, Ág, ---, An, Any (fig. 59). Se va 
duce diagonala AA, Poligonul cu virfurile A}, Ag, ..., A, este un poligon 
convex. Se vor duce toate diagonalele sale; acestea vor fi, în același timp, 
şi diagonalele poligonului cu n + 1 laturi. Pentru a obține toate diagonalele 
poligonului cu n + 1 laturi trebuie să mai unim virful al (n + 1)-lea cu cele- 
lalte virfuri prin n — 2 diagonale. Se va considera diagonala care uneşte 
virful al (n + 1)-lea cu al k-lea (k = 2, 3, 4,...,n — 1). De o parte a ei se 
vor afla k — 1 vîriuri (virfurile A}, As, ..., Ay), iar de cealaltă parte n — k 
vîrfuri (virfurile Ap, Apa =: A). Deci, diagonala A, 4, va intersecta 
(k — 1)(n — k) diagonale ale poligonului cu n + 1 laturi. Punctele de inter- 
secţie vor împărţi această diagonală în (k — 1)(n — k) + 1 părţi. Deci ea va 
mai adăuga în poligonul cu n + 1 laturi încă (k — 1)(n — k) + 1 părţi. Dia- 
gonalele care nu trec prin A împart poligonul cu n + laturi în fp, + 4 
părți [fp părţi ale poligonului 4,42... A, și partea a (f, + 1)-a, care este tri- 
unghiul A,43 444]. După ce au fost duse diagonalele din 4, la aceste f, + 1 
părți ale poligonului cu n + 1 laturi, se vor mai adăuga 


[2 — 1) (n —2)+1]+18— 1) (n — 3) + 1 ++ -+ (n — 1) — 
— in — (n — 1) + 13 


părți. Astfel, avem 


fari = fa + (2 — 1) (n — 2) + 3 — 1) (n — 3) + 
.. +[(n — 1) — ln — (n — 1) + n — i. 
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Însă b 
(2 — 1)(n — 2) + (3 — 1)(n — 3) +... +[(n — 1) — Hin — (n — 1) = 
= l. (n — 2) + 2- (n — 3) + -+ (n — 2)[n — (n — i) = n + 2n +... 
+ (n —2)n — [1-2 + 2.3 +... + (n — 2) (n — 1)]= 
Ee (n — în — 2) _ (n — 2)(n — Î)n _ (n — dn — în 


2 3 6 
Deci 
— 2)\(n— 1 
papy eenn poa 
h =f t LA Dms, 
2-3 
fa=fa + + 2, 
fh=1. 
Adunind toate aceste egalități, se obține 
1.2.3 2.3-4 (n — 2)(n — 1)n 
= i gpi U ai Ami A 
fazi 6 + 6 T 6 + 


EE SE ta ui 
Deoarece ” 
1.2.3 + 2.3-4 + 3-4.5 +... + (n —2)(n— 1)n = 
= (n — 2)(n — 1) n(n + 1)/4, 
atunci, în definitiv 
(n — 2)(n — tnin + 1) „nn — 1) 


fari = ae a 
Deci ' 
ps (n — 3)(n Ru (n — i)n + (n Du 2) ez 
(n — 1)(n — 2) 


= m — 3n + 12), 


1) Vezi p. 134. 
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astfel, 


f _ (n — 1) (n — 2) (n? — 3n + 12) 
5 24 
Punind în această formulă n = 3, 4, 5,..., se obţin 


h=1, fa = 4, f = 11, fs = 25, fı = 50, fs = 82, -.. 


Din rezultatul obținut rezultă, în particular, că dacă nici un grup de trei diagonale ale 
poligonului convex nu se intersectează într-un singur punct, atunci numărul de părți în care 


poligonul este împărţit de diagonalele sale nu depinde de forma poligonului, ci depinde numai 
de numărul vìrfurilor sale. 


Rezolvarea a doua. Diagonalele poligonului cu n laturi îl impart 
in părţi care sînt evident toate poligoane. Se va nota curg numărul triunghiurilor 
care se află printre aceste poligoane, cu r, numărul patrulaterelor, cu 7; nu- 
mărul pentagoanelor etc., în sfîrşit cu 7„ numărul poligoanelor cu m laturi 
(aici m este cel mai mare număr de laturi ale poligoanelor formate de diagonalele 
poligonului cu n laturi). Trebuie să calculăm suma 


fa = Ta Pat Ts + ce t Pe 


Se va determina numărul de virfuri ale tututor poligoanelor in care este 


împărțit poligonul cu n laturi prin diagonalele sale. Pe de o parte, această 
sumă este evident egală cu 


3ra + 4r, F 5r; + ae A MT 


Pe de altă parte, fiecare dintre punctele de intersecție ale diagonalelor poli 
gonului este virful a patru poligoane alăturate în acest punct, iar fiecare dintre 
virfurile poligonului cu n laturi este virful a n — 2 poligoane care se alipesc 
în acest virf (fig. 60). Însă, deoarece numărul punctelor de intersecție ale 
diagonalelor poligonului este egal cu n(n— 1) (n—2) (n— 3)/24 (v. problema 44) 
iar numărul viriurilor poligonului este egal cu n, suma numărului de virfuri 


ale tuturor poligoanelor, în care este împărțit poligonul cu n laturi de diago- 
nalele sale, este egală cu | 


4 n(n — 1)(n — 2)(n — 3) 
24 
2 n(n — 1)(n = 2)(n — 3) 4 


+mn—2)n= 


n(n — 2). 
în acest mod, se obține 


3ra + 4r, + 5r; + -.. tmr = A nS + n(n — 2). 


Se determină acum suma unghiurilor tututor poligoanelor în care este 
împărțit poligonul cu n laturi. Deoarece suma unghiurilor poligonului cu k 
laturi este egală cu (k — 2). 180°, suma căutată este egală cu 


[73 + 274 + 3r; + ... + (m — 2) Ta]: 480°. 
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Pe de altă parte, suma unghiurilor alăturate în fiecare dintre cele n(n—1)(n— 
— 2)(n — 3)/24 puncte de intersecţie ale diagonalelor poligonului cu n laturi 
este egală cu 360° (aceste unghiuri acoperă un unghi complet în jurul punctului 
de intersecţie), iar suma tuturor unghiurilor alăturate în toate virfurile poli- 
gonului este egală cu suma unghiurilor poligonului, adică este egală cu (n—2) x: 
x 180°. Rezultă deci că 


"A AAZ 
A LIAN 
AANA 
Z V V 
A A Ay 
CEACE 


A AA 
k 
Fig. 61 


[ra + 2r; + 3r; + -+ (m — 2) Tra]: 180° = 


7n — În — 2)(n — 3) -360° + (n — 2). 180° 
24 i 
adică 
n(n — 1)(n — 2)(n — 3) 
12 
Scăzind expresia pentru 73 + 274 + 375 + ... + (m — 2)7,, din expresia pentru 
3ra + 4ra + 5r + e +H MT, obţinem 
n(n — 1)(n — 2)(n — 3) 
12 


Ta + 2r, + 3r; + ... + (Mm — 2) Ta = + (n—2), 


Ara + Ta + Ts + o + Ta) = + (n — n — 2) 


de unde 
fa = T3 F Ta FH Ts F o F Tn = 


n(n — 1)(n — 2)(n — 3) 
îi 24 2 24 


46. a) Se va arăta, mai întii, cîte dreptunghiuri de lățime dată k şi înăl- 
time dată Z alcătuite dintr-un număr întreg de pătrate pot fi formate pe o 
tablă de șah. Fiecare dreptunghi de acest fel se obține separind pe tablă k 
verticale consecutive şi 1 orizontale consecutive (fig. 61). Un grup de k verti- 
cale consecutive poate fi ales în 8 — k + 1 = 9 — k moduri diferite (ca primă 
verticală a grupului poate fi luată prima, a doua, a treia ..., a (8 — k + 1-a 
verticală a tablei); în mod analog, } orizontale consectutive pot fi alese în 
8—1+1=9—1 moduri. De aici rezultă că un dreptunghi de lăţime 4 şi 
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înălțime 1 poate fi ales în (9 — k)(9 — 7) moduri diferite, adică pe tablă există 
în total (9 — k)(9 — 1) astfel de dreptunghiuri. 

Se vor determina acum cîte dreptunghiuri diferite de lățime dată k se 
pot forma pe o tablă de șah. Înălțimea l a dreptunghiului poate să varieze 
între 1 şi 8; deci numărul unor astfel de dreptunghiuri este egal cu 

(9 — k) (9 — 1) + (9 — k) (9 — 2) + = + (9 — k) (9 — 8) = 
= (9 — k) (8+ 7+6 +5+4+3+2+ 1) = 369 — k). 

Ținind seama că lățimea k a dreptunghiului poate, de asemenea, să varieze 
între 1 şi 8, vom găsi că numărul total de dreptunghiuri diferite este egal cu 
36(9 — 1) + 36(9 — 2) +... + 36 (9 — 8) = 
= 36(8 + 74+64+5+4+3+4+2+ 1) = 36-36 = 1 296. 


b) Într-un mod cu totul analog ca în rezolvarea problemei a), tragem con- 
cluzia că numărul tuturor dreptunghiurilor posibile de lățime k şi înălțime 7 pe 
o tablă cu n? pătrate este egal cu (n + 1 — k)(n + 1 — l). Numărul tuturor 
dreptunghiurilor posibile de lungime dată k este egal cu 


(n + 1—BU + 2 m += (n + 1 — nn + 02, 
iar numărul tuturor dreptunghiurilor diferite posibile este egal cu 


n(n + 1) . _fan+iP, 
EDAH tn m [E | 


47. a) Această problemă este asemănătoare cu precedenta. Numărul 
tururor pătratelor fomate din k? pătrate, care pot fi alese pe o tablă de șah 
cu 64 pătrate, este egal cu (9 — k)? (v. rezolvarea problemei 46, a)). De aici 
rezultă că numărul tuturor pătratelor este egal cu 


82 + 724 62... + 12 = 644 49 4 36 +25416494441 1 204. 


b) În mod analog ca în rezolvarea problemei a) se trage concluzia că nu- 
mărul căutat este egal cu 


42 243p.. p ne = RE DOn+), 
6 


Observaţie. Deoarece după formula cunoscută (această formulă nu este greu de 
stabilit prin metoda inducției complete sau de demonstrat în mod analog ca în nota de la p. 132 
avem 
2 

Ld 


part |22] 
2 


se poate da rgzultatelor problemelor a) și b) următoarea formulă simetrică. 
Numărul pătratelor diferite, formate dintr-un număr întreg de pătrate, care pot fi trasate 
pe o tablă cu n? pătrate, este egal cu 
12 + 22 + 32 +... + n2; 


139 


numărul dreptunghiurilor diferite, formate dintr-un număr întreg de pătrate, care pot fi trasate 
pe o tablă cu n? pătrate, este egal cu 


13 + 22473933. n. 
„48. Evident că virfurile triunghiurilor căutate sint sau virfurile poligonului 
inițial sau punctele de intersecţie ale diagonalelor sale. Să cercetăm separat 
patru cazuri posibile: 
1° Toate cele trei virfuri ale triunghiului sint virfuri ale poligonului. 
2° Două virfuri ale triunghiului sînt virfuri ale poligonului, iar al treilea 
este punct de intersecţie a diagonalelor. 
3° Unul dintre virfurile triunghiului este virf al poligonului, iar două sînt 
puncte de intersecţie a diagonalelor. 
„4 Toate cele trei virfuri ale triunghiului sint puncte de intersecţie a 
diagonalelor. 
1° Numărul triunghiurilor, ale căror viriuri coincid toate cu virfurile 
poligonului (fig. 62, a), este evident, egal cu C3. 
2° Se va considera un triunghi oarecare -1,4,B, unde A, și Ag sînt virfuri 
ale poligonului, iar B ests punct de intersecţia a diagonalelor (fig. 62, d).La- 
turile A,B şi AB ale acestui triunghi aparțin diagonalelor A, şi AzA, ale 
poligonului; triunghiul no- 
stru este unul dintre cele 
patru triunghiuri în care 
este împărţit patrulaterul 
A AgAsA, prin diagonalele 
sale. În acest caz, fiecărui 
grup de patru virfuri A.,Az, 
A, şi A, ale poligonului 
inițial îi corespund patru 
triunghiuri, care au două 
virfuri în virfurile poligonu- 
lui şi unul într-un punct de 
intersecție a diagonalelor 
sale (astfel vor fi cele patru 
triunghiuri în care este îm- 
părțit patrulaterul A424344 
prin diagonalele sale). Deci 
“numărul total de triun- 
ghiuri de tipul 2° este 
egal cu 4C?. 
3° Se consideră un tri- 
unghi oarecare ABB, 
unde A, este jun virf .al 
poligonului, iar B, şi B, sint puncte de intersecție a diagonalelor (fig. 62, c). 
Laturile A.B, Ab, şi BB; ale acestui triunghi aparțin diagonalelor A144, 
AA, AzA; ale poligonului; triunghiul nostru ABB, este unul dintre cele 
cinci triunghiuri care se obţin cu virfarile stelei in cinci colţuri 
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A1B242B343ByAaBsşB,. În acest caz, fiecărui grup de cinci virfuri A,, Ag, 
As, Aa Şi Aş îi corespunde o anumită „stea în cinci colţuri“, care conţine cinci 
triunghiuri de tipul 3. Deci, numărul total de triunghiuri de tipul 3° este 
egal cu 5C}. 

4° Se "consideră un triunghi oarecare B BBa, unde B,, Ba, B3 sînt 
puncte de intersecţie a diagonalelor poligonului (fig. 62, d). Laturile B.B,, 
B.B, şi BB, ale acestui triunghi aparțin diagonalelor Asa Asa şi Aå; 
ale poligonului. În acest caz, evident, fiecărui grup de șase virfuri A, 
As, As Ap As, Ag ale poligonului nostru îi corespunde un singur triunghi 
de tipul 4S, ' format de diagonalele care unesc virfurile opuse ale hexagonului 
convex 444343 444şAg..Deci numărul total de triunghiuri de tipul 4° este egal 
cu CE. 

În acest mod, numărul total 7, al tuturor triunghiurilor căutate, care se 
obține prin însumarea numărului de triunghiuri de tipul 1°, 2°, 3° și 45, 
este egal cu 

Ta = Ca + 404 t 5C + Ca = 


= aa (n — 3)n — 4) 4 

6 4 

4 — n — AnS) _ P(n — 1) (n — 2)(m + 18n? — 43n + 60), 
120 | 720 


Punind în această formulă n = 3, 4, 5 etc., se obțin 
L= 1; D=, T; =35 To= 411 eté 
49. Pentru ca să existe cel puțin un astfel de poligon cu k laturi, trebuie 
ca n să nu fie mai mic decit 2k (deoarece oricare două virfuri ale poligonului 
cu & laturi trebuie să fie separate de cel puţin un virf al poligonului cu n laturi). 
Se vor nota virfurile poligonului cu A, As, ..., Anca, A, şi vom calcula 
cite poligoane cu k laturi verifică condiţiile problemei și au un virf în A, 
Să presupunem că celelalte & — 1 virfuri ale unui astfel de poligon cu k laturi 
sint punctele A,, Ass e Aira Numerele î,, l2, -.-, 2-a sint toate cuprinse între 
1 și n — 3 trebuie să verifice condiţia 
la mă ù > 2, lz a la > 2, ... LA) Pa i-a > 2. 
Se consideră acum k — 1 numere 
j= in Ja Sia Jo Sa — 2, n Jei = tr- — (k — 2). 
Din inegalitățile pe care trebuie să le verifice numerele î,, is, ..., îx-, rezultă 
că numerele Ji, Je, +, Jy-u vor verifica inegalităţile 
1 Si, <j: <j; <- <j s(n—3)—(kh—2)=n—h—1 


Reciproc, dacă Jada» .Jx-1 sint numere oarecare neegale intre ele, cuprinse 
între 1 şi n — k — 1 şi așezate în ordine crescătoare, atunci numerele ù = În 
ia = Ja+ 1. iezi = ję-ı + (k — 2) vor verifica inegalitățile 


i > 1, i—i > dion — i > 2, nu sn—3 
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şi deci poligonul cu F laturi A,A,,--. A „Ama va fi unul dintre poligoanele 
căutate, care au un virf în punctul A, .. Rezultă deci că numărul poligoanelor 
căutate, care au un vîrf in punctul Á,- este egal cu numărul grupurilor de 
k — 1 numere întregi pozitive care nu sînt mai mari decit n — k — 1, adică 
este egal cu Cii. 

Este ușor de calculat care este numărul total de poligoane, care satisfac 
condiţiile problemei noastre. Întrucît numărul poligoanelor cu k laturi, care 
au unul dintre virfuri într-un anumit virf al poligonului cu n laturi, este 
același pentru toate virfurile, înmulțind C*-7_, cu n (adică însumind numărul 
poligoanelor cu k laturi, care au drept unul dintre virfuri un virf determinat al 
poligonului cu n laturi, după toate cele n vîrturi), vom socoti fiecare poligon 
cu ķ laturi, care verifică condiţiile problemei, de k ori (poligonul cu 4 laturi 
are k virfuri). Deci, numărul căutat al poligoanelor diferite cu k laturi este 
egal cu 


A cr = nn —k— 1) 


k k(n — 2k)! 


50. a) Se presupune că un poligon cu n laturi este împărțit de diago- 
nalele care nu se intersectează în interiorul său în k triunghiuri. Atunci suma 
tuner unghiurilor interioare ale tuturor acestor triunghiuri este egală cu 

80°%. 

Se va calcula această sumă pe altă cale. Deoarece diagonalele consi- 
derate nu se intersectează în interiorul poligonului, toate vîrfurile triunghiu- 
rilor se află în virfurile poligonului. Suma unghiurilor pentru toate viriurile 
triunghiurilor de diviziune, alăturate într-un vîrf dat al poligonului, este 
egală cu unghiul interior al poligonului din acest virf (fig. 63). Deci, suma 
tuturor unghiurilor interioare ale tuturor triunghiurilor este egală cu suma 
tuturor unghiurilor interioare ale poligonului, adică este egală cu (n — 2) : 180°. 
De aici rezultă k: 180° = (n — 2) : 180°, adică 


k=—n—2, 


Astfel, numărul triunghiurilor în care este împărţit poligonul de către 
diagonale este egal cu n — 2 şi nu depinde de modul de diviziune. 

b) Se va calcula numărul } al diagonalelor care fac parte dintr-o astfel 
de diviziune. Fiecare triunghi are trei laturi, deci numărul total al laturilor 
tuturor triunghiurilor este egal cu 3(n — 2). Dar fiecare diagonală a poligo- 
nului este latura a două triunghiuri, iar fiecare latură a poligonului este latură 
a unui singur triunghi. Deci 


3(n — 2) = 21+n, 3n—6—n=2], l= (2n — 6)/2 = n — 3. 
Astfel, numărul diagonalelor este egal cu n — 3 şi nu depinde de modul 
de diviziune. 


51. a) Se va nota cu T, numărul de moduri în care poate fi împărțit în 
triunghiuri poligonul cu n laturi prin diagonalele care nu se intersectează 
în interiorul său. Vom arăta că, dacă sint cunoscute numerele Ti, 7,,..., Tos 
se poate determina şi numărul Tp 
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Se va fixa o latură oarecare a poligonului cu n + 1 laturi, de exemplu 
A,A În acest caz, sînt posibile următoarele moduri de împărțire în triun- 
ghiuri a poligonului cu n + 1 laturi. 

1° În descompunere intră A A,4z4; (fig. 64, a). Deoarece poligonul cu 
n + 1 laturi este convex, diagonala A.A, separă din el un poligon cu n laturi 
convex, care poate fi descompuns în triunghiuri în T, moduri. Deci, există 


Aka 
Ak 
Ake 
A 

mi \ rA Apt J 
1 Aa 4 A A n 

a b ! 

Fig. 63 Fig. 64 Fig. 65 


T, moduri de diviziune a poligonului cu n + 1 laturi în triunghiuri, în care 
intră A A AaAa. 

2° La fel există T, moduri de descompunere, în care în descompunere 
intră AAAA nr 

3° În descompunere intră AAAA, unde 2<k<n (fig. 64, b). 

Se va calcula numărul descompunerilor existente atunci cînd se fixează k. 
Diagonala A,A separă din poligonul cu n + 1 laturi un poligon cu k laturi 
AzA; --. Any lar diagonala A,A, va separa din poligonul cu n + 1 laturi 
un poligon cu n— k + 2 laturi Apr Apa «e: An Ama Aa. Poligonul cu k laturi 
poate îi descompus în triunghiuri în 7, moduri, iar poligonul cu n + 2 — k 
laturi în Tp+2- moduri. Deoarece putem în descompunerea poligonului cu n+i 
laturi să combinăm o descompunere oarecare a poligonului cu k laturi cu c 
descompunere oarecare a poligonului cu n + 2 — k laturi, numărul tuturor 


descompunerilor poligonului cu n + 1 laturi în care intră AA,ApAzua este 
egal cu T,T n2} 


Dind lui k diferite valori 2, 3, 4,..., n, vom obține relația 
Tar = 21a H Isla + Ta +- + Tao Ta + Ta 


Trebuie să considerăm că T} = 1 (există o singură descompunere pentru 
triunghiuri) ; patrulaterul poate, însă, să fie descompus în două moduri 
în triunghiuri (cu fiecare dintre cele două diagonale), aşadar 7, = 2. 

Mai departe calculele pot fi efectuate cu ajutorul formulei obţinute: 


T, = 97, + VT, =2:24+1=5, 
T= 27T; + LT, + TT =2:54 1:2421 = 14, 
T, = 273 4 TT + TTi + T T= 21441-542- 245:1=42, 
Ta = 271 + TTo + TaT + TT, + TaT; = 
=2-42) +41-14425452414: 1= 132 
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Deci, octogonul convex poate fi descompuns în triunghiuri prin diago- 
nalele care nu se intersectează în interiorul său în 132 moduri diferite. 

b) Folosind numai formula dedusă în problema a), este greu de stabilit 
cu ce este egal numărul 7, în cazul general. De aceea, vom deduce, acum, 
incă o relaţie care permite să determinăm pe 7,, cunoscind pe 73, Ta ..., Tuca: 
Folosind apoi ambele relaţii obţinute, vom determina fără greutate 
formula pentru T, 

Se va calcula numărul descompunerilor poligonului convex 4,4243 ... A, 
din care face parte diagonala AÁ, Această diagonală împarte poligonul 
în poligonul 4,43... A, şi poligonul cu n — k+ 2 laturi Apr Anda 
(fig. 65). Deoarece primul dintre aceste poligoane poate fi împărţit în triun- 
ghiuri în 7, moduri, iar al doilea în T -x2 moduri, numărul descompunerilor 
poligonului, din care face parte diagonala A,A,, este egal cu TyT perez 

Numărul descompunerilor din care face parte o anumită diagonală poate 
fi însumat după toate diagonalele poligonului în modul următor: mai întii 
vom forma suma din n — 2 termeni, corespunzătoare celor n — 2 diagonale 
care trec prin virful A,. Apoi vom înmulți această sumă cu numărul n al 
virfurilor și produsul obținut îl vom împărţi la 2 (deoarece fiecare diagonală 
trece prin două virfuri). Suma corespunzătoare diagonalelor care trec prin 
virful A, este evident egală cu 


TaT a- H Talr- +- + Tao fat TaiTTo 


După înmulţirea acestei expresii cu n/2 vom obține 
n 
3 (Pomi Pama e t Tao Ta Taifa). 


Prin însumarea după fiecare diagonală a numărului de descompuneri din care 
face parte diagonala dată, fiecare descompunere va fi, evident, considerată 
de atitea ori cîte diagonale fac parte din această descompunere. Conform 
problemei 50, b), numărul diagonalelor care fac parte din fiecare descompunere 
este egal cu n — 3. Deci 


(Ta Tea PT a asus a Tag AE E Dati 8) Tia il 


Aceasta este formula pe care am voit să o obținem. 
Se observă, acum, că expresia care stă între paranteze în partea stingă 
a egalităţii (*) figurează, de asemenea, în formula stabilită în soluția pro- 
blemei a): 


Ta = 2T, + TaT a-1 + Ta Tae aE sis T TacaTa SF Tai 73 
Deci 

TaTaot H Talno + o t Taofia +H Tran = Tai Ta 
Sub stituind această expresie în formula (*), se obține 


zas 27) = (n — 3) Tp 


de unde 


_ An E 3) T, 
n 


Ta — 2T 


n 


T a= 2T, 4 2(n — 3) p 4n— 6 T,= 2(2n — 3) T.. 
n n n 


Acum se deduce fără nici o dificultate formula generală 


Tas 2(2n — 3) T,= 2(2n — 3) 2(2n — 5) T,= 
n n(n — 1) 
2(2n — 3) 2(2n — 5) 2(2n — 7) 
e Pa = 


n(n — 1) (n — 2) 


22n — 3) X27 — 5) .. 2n — 3 — 2 (n — 8) p _ 
n(n — 1) ... [n — (n — 3)] : 


3- 5... (2n — 3) , 1-3-5... (2n — 3) 


E S ăi ba al 


3: 4:5...n n! 
sau, inlocuind n + 1 cu n, 
d *3- 5...(2n—5) 
(n — 1)! 


T para, 


n 


Folosind formula pentru numărul combinărilor de m elemente luate cite k, această relație 
poate fi scrisă sub forma următoare: 


T, = 15284: (n 6) (2n— Dag On 522 L 
(n= 1)12: 4... (2n— 6) (n— 1)! 2%-2(n— 3)! 
= E E = ni Chs = —— Chais 
n— 1 (n— 2)! (n— 3) n— 1 n— 3 
sau incă altfel: 
ro @-5!2 (2n— 4)! _ n- 
"(no Di(n=3) — (n—23)(n— 1)(n— 3)!  (n— 1)!(n— 2)! 
E S S Ch} = to Cn- 4)! I CHa, 
n— 1 [(n— 2)!]2 n— i1 n— 2 (n— i}! (n— 3)! n— 2 


10 — Probleme neelementare — c. 366 145 


sau 


_ @n-4_ 1 An 3) _ 1 oma 
(n— 1)! (n— 2)! 2n— 3(n— Din 2) 2n—3 0 


Se mai observă că, pentru valori mai mari ale lui n, calculul numărului Tp cu oricare 
«dintre formulele date este laborios (deoarece trebuie să calculăm un produs cu un mare număr 
sde factori). Utilizind, însă, formula lui Stirling 


nla vama (=) 


e 


(v. problemele 160— 161 și textul care se referă la aceste probleme), se poate obține fără difi- 
cultate o formulă aproximativă pentru Tp, utilă pentru valori mari ale lui n 


r 1 _@n-49! Vm Jn AA eD 
a RE a E y NETA AE a i i ARE 


n— 1 [(n— 2)]?}  (n— lvV2n(n — 2) (n — 2)"-2) e-(”-2)]2 


_ 92(n-2) , 
(n= 1 yrim- 


această formulă ne permite, cu ajutorul tabelelor de logaritmi, să calculăm pe Tp cu o precizie 
«destul de mare pentru valori ale lui n oricit de mari (se observă, că precizia formulei aproxi- 
imative este cu atit mai mare, cu cit n este mai mare). 


52. a) Vom nota cu O, numărul de moduri în care 2n puncte oarecare 
«de pe cerc pot fi unite două cîte două prin n coarde care nu se intersectează 
în interiorul cercului. Vom arăta că, cunoscind pe 0, 0,,..., Pra, putem 
determina pe %,. 

Să notăm cele 2n puncte în ordinea succesiunii lor pe cerc cu A, Áz, 
Ag, 2 Aaa. Punctul A, poate fi unit cu punctele Az, Ap Ag, ---, Aon; altfel, 
de ambele părţi ale coardei care trece prin punctul A, s-ar găsi cite un număr 
impar de puncte şi deci, unind punctele două cîte două, coarda care trece 
prin A. ar trebui să fie intersectată de cel puţin o coardă. 

Să calculăm numărul modurilor diferite de unire a punctelor, în care 
A, este unit cu Ás, În acest caz, de o parte a coardei 4,43, se află 2(k — 1) 
puncte (punctele Az, Ag, ..., A2r-1), iar de cealaltă 2(n — k) puncte (punctele 
Arpt Aaa e 42). Evident că primele 2(k — 1) puncte pot fi unite două 
cite două în 0,_, moduri, iar celalalte 2(n — k) puncteîn 0,_, moduri. Toate 
modurile posibile, care verifică condiţiile problemei, de unire două cite două 
a tuturor 2n puncte şi în care A, este unit cu App, le vom obţine combinind 
toate cele 0,_, moduri diferite de unire a punctelor As, Áz, ..., Á2p-1 CU toate 
cele O,_, moduri diferite pentru punctele Asr, Azi -s 42; astfel numărul 
acestor moduri de unire este egal cu 0,_10,_,. Considerînd, acum, că punctul 
A. poate fi unit cu punctele As, A4, Ag, -e Azn-2 Azm obţinem formula generală 


9, = Pa + 9, 0,2 + D: D,-3 + E. + 9,20, + Prr 


Cu ajutorul acestei formule putem, fără nici o dificultate, să determinăm 
orice 0,. Trebuie să calculăm pe O; vom observa că O, este evident egal 
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cu 1 (două puncte pot fi unite într-un mod unic), iar mai departe vom calcula 
succesiv: 


D= 0, + 0, =1+1=2, 

D= D, + OD + D =24+1:1+2=5, 

D= D+ D,D, + DD t D51242 +51 14, 

D; = Pr D,D, + D,D, + d, + 0 = 
=1441:542:24+5:14+14= 42, 

0; = Ds + DD, + Dda + DD, + D,D, + DLI 
=4241-144+2-54+5-24 14-43 42 = 132, 

D, = Pe + Dds + DD, + DD + D,D + DD + DT 
= 132 + 4- 42+ 2-144+ 5-53 14-24 42: 1+ 132 = 429, 

D, = D, + DD + Ds + DD, + DD, + DD+ 00,+9,= 
= 499 + 1-1324 2-424+5-144+14 5442: 2+ 
+ 132 : 1 + 429 = 1 430, 

Da = D + DD, + DaDo + DDt DD, + DD+ DD + 0,0, H 
+ ®, = 1 430 + 1 - 429 + 2- 132+ 5: 424+ 14: 14+42:5+ 
+ 132 - 2 + 1 430 = 4862, 

Dio = Da + DOs + DD, + Dde + DD + DD+ DD + DD H 
+ 030, + D= 4862 + 1. 1430-2. 4294+ 5: 132 + 14: 42 + 
+ 42- 144 132- 5 + 429- 2 -+ 1430 - 1 -+ 4862 = 16 796. 


Deci, numărul căutat de moduri este 16 796. 
b) Să notăm numărul căutat de moduri cu ®,. În rezolvarea problemeè 
a) s-a aratat că O, verifică relația 


i 9, = Da + 9, D,-2 + DPs +-+ 9,20, + Dar 


Această relație ne permite să determinăm pe ®,, cunoscind pe ®,, 0,, ®,, ..- 
.. „1 şicu ajutorul ei putem să calculăm succesiv pe O, pentru orice n 
(v. rezolvarea problemei a)) ; însă formula generală pentru O, din această relație 
este greu de dedus. Am putea, ca în rezolvarea problemei 51, b), să încercăm 
să găsim încă o relaţie dintre O, și O, 0,,..., pı insă este mult mai ușor 
să utilizăm dintr-o dată rezultatul obţinut la problema 51, b). ` Într-adevăr, 
la rezolvarea acestei probleme s-a arătat că numerele 7, verifică relaţia 


Tan = Ta + ToTa-1 + TaTa-2 + AAA + Ta-2Ta + Ta-113 + Tai 
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foarte asemănătoare cu relaţia pe care o verifică 9,. Vom nota pe Tp cu Ra; 
atunci R, va verifica exact aceeași relaţie ca și ®,: 


Rai azi Ra + R R,-3 + RaRa-a +... + Ra-sRa + R,-sRi + Ru-a 
sau, înlocuind n — 1 cu n, 
Ra ii Rua za R R,-2 T RR,-3 + T Rasa F Ra-eha T Rau 
În acest caz, R, = T, = 1 = ®,; deci calculul succesiv al lui R, cu această 
formulă pentru n = 1, 2, 3, ... conduce la același rezultat ca și calculul succe- 
siv al lui Ọ, cu formula dată mai sus (compară soluţiile problemelor 51, a) 
şi 52; a): calculele in ambele cazuri coincid în întregime). 
Deci, pentru orice n 
0,=R,=T7 


n n n+2 


_ 1? 30 9 (2n — 1) on 
(n+ 1)! 
sau, utilizind expresia pentru numărul combinărilor de n elemente luate 


cite m, 
1 


P, = —— Cir = — Chh = —— Ba = — Oh = Ci 
E n—1 n+1 n 2n + 1 


53. a) Fiecare dintre cele p sectoare poate fi vopsit cu n culori. Deci 
două sectoare pot fi vopsite în n? moduri diferite (fiecare dintre cele n moduri 
de vopsire pentru un sector poate fi asociat cu fiecare dintre cele n moduri 
de vopsire pentru un al doilea sector), trei sectoare pot fi vopsite în n? moduri 
diferite (fiecare dintre cele n? moduri de vopsire pentru două sectoare poate 
fi asociat cu fiecare dintre modurile de vopsire pentru un al treilea) etc. ; 
p sectoare pot fi vopsite in n? moduri diferite. Aici, însă, se consideră diferite 
două moduri de vopsire oarecare, în care cel puțin un sector este vopsit di- 
ferit. Unele dintre aceste moduri de vopsire „diferite“ se pot suprapune prin 
rotirea cercului și deci trebuie considerate ca fiind identice. 

Să calculăm, acum, cite astfel de moduri de vop- 
sire „diferite“ se obţin prin rotirea cercului vopsit 
într-un anumit mod. Este clar că dacă toate cele p 
sectoare sint vopsite într-o singură culoare (vor Íi 
astfel de vopsiri cîte culori diferite avem, adică n), 
atunci, prin nici o rotire a cercului nu se va obține 
un nou mod de vopsire. Dacă însă unele sectoare sint 
vopsite difererit, atunci pot fi obţinute noi moduri de 
vopsire prin rotirea cercului cu unghiurile de 

o o o o 
360 À 360 2, 360 i 360 TET 
P P P P 

(prin aceste rotații sectoarele trec unul in altul). Vom arăta că, pentru un mod 
de vopsire oarecare, în care cel puţin două sectoare sint colorate diferit, nici 
un grup de două dintre cele p moduri de vopsire care se obțin din cea inițială 

360° 360° , 
bă t Di acc. 


P P 


prin rotația ċercului cu 0° (aceasta este vospirea inițială), cu 
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0 ‘(p — 1) nu vor coincide. (Se observă că pentru p neprim acest 


..} 


lucru nu-i adevărat: prin rotirea, de exemplu, a vopsirii reprezentate în fig. 66 
360° 360° 
3 


cu unghiul de TAa vom obţine aceeași vopsire). Într-adevăr, 


360. j 380 


să presupunem, de exemplu, că la rotiri cu unghiurile de - m, 


P 
unde 0 < k < (p— 1), O<mx<(p—1)}, k<m, obținem una și aceeași 


-m Şi apoi cu unghiul de 309 -k în 


vopsire. Rotind cercul cu unghiul 
sans contrar, ne convingem că vopsirea iniţială trece în ea insăși prin rotaţie 

a 360° ; f ; FER E E 
cu unghiul de —— -(m — k). Deci, această vopsire trece în ea însăși și 


la rotaţiile cercului. cu unghiurile de 


300 -2(m — k), e A < 3(m — E), a, AL (p — 1) (m — k). 
P P P 
Este uşor de văzut însă că la rotații cu unghiurile de 
0°, 260 (m — k), ia - -2A(m — k), c., 200 -(p— 1)(m—k) 
P P P 


(în total sint p unghiuri!) primul sector se va suprapune pe rind cu toate 
sectoarele. În caz contrar, la două rotații oarecare, de exemplu, la rotații cu 


-g(m — k) şi SU "(m — k), primul sector ar fi tre- 


Ra 60 
unghiurile de $ 
buit să ocupe aceeaşi poziție (deoarece în total există p poziții diferite, 
adică atitea cite rotații sînt), ceea ce nu este posibil, deoarece diferența 


360° _ 360° 


— 360 (l — 9) (m — k) 


(m — k) g(m — R) 


nu este multiplu de 360° (p este prim, iar] — q şi m — k sint mai mici decit p). 

Astfel, pentru ca două vopsiri obținute din vopsirea inițială să se poată supra- 
A ii Bau 360° . 360° : 

pune prin rotații cu unghiurile de ms 2 k, ar fi trebuit ca toate 


P 
sectoarele să fie vopsite cu aceeaşi culoare ca şi primul sector, adică toate 
să fie vopsite cu una și aceeaşi culoare. 
Deci, printre n? moduri de vopsire, cele n vopsiri cu o singură culoare 
se consideră cite o singură dată, iar fiecare dintre celelalte vopsiri se consi- 
deră de p ori. Deci numărul total de vopsiri diferite este egal cu 


n + (n? — n)lp. 
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b) Deoarece numărul modurilor de vopsire diferite este totdeauna un nu- 
măr întreg, rezultă că, dacă p este un număr prim, atunci pentru orice n, 
numărul n? — n se divide cu p. Aceasta este teorema lui Fermat. 


54. a) Se va determina, mai întii, numărul poligoanelor stelate cu p 
laturi, diferite ca formă sau ca poziţie, care au ca virfuri punctele A, 44,..., Áp 
Se va considera că punctele A,, 44,..., A, sînt situate pe cerc în ordine suc- 
cesivă. Toate poligoanele cu p laturi care au ca virfuri aceste puncte se obţin 
unind punctul A, cu un punct oarecare A, din numărul de p — 1 puncte As, 
As, ---, Ap, unind punctul A, cu un punct” oarecare A,, din numărul de p—2 
puncte diferite de A, și de A , unind punctul A, cu un punct oarecare A, din 
numărul celor p — 3 puncte rămase etc. pînă ce 'terminăm toate punctele’ Aa, 
As, --- Ap; ultimul dintre aceste puncte (punctul A;,_) este unit din nou cu A.. 
Punctul A, poate fi ales în p — 1 moduri diferite, punctul A, poate fi ales, 
după aceea, în p— 2 moduri diferite, punctul A, poate fi 'ales în p — 3 
moduri etc. Combinînd toate modurile "posibile de alegere a punctelor A,, 
As Aia o Aipa vom obţine în total 


(p — 1) (p — 2) (p — 3)... 1 = (p — 1)! 


moduri de alegere a șirului A,, Áps Ais e Aip, (numărul tuturor permută- 
rilor posibile ale numerelor 2, 3, ..., p — 1, p). Să observăm insă, că fiecare 
poligon care are ca virfuri punctele A, Ag, A ..: Ap este obţinut prin această 
metodă de două ori: o dată cind unim A, cu A, A, cu Ai A CU Asa ss Ai 
cu A; i Aip, CU Ay, Și a doua oară, cînd unim A, cu Aipa Aip CU Aipa- 
seo An CU Ain Ay Cu A, Și Ap CU A, (de exemplu, pentru p = 7 heptagoa- 
nele A,Aq4AsAsAnAzAg și A,46 AA „45454 vor coincide, iar toate celelalte 
heptagoane AzĂ sd bi Ai „Ais vor fi diferite de acestea). Astfel, numă- 
rul total al poligoanelor cu p laturi care au ca virfuri punctele A,, As, a... A 
este egal cu (p — 1)/2. 

Este uşor de văzut că dintre aceste (p — 1)!/2 poligoane unul singur 
AyAzA3 ... Ap nu va îi stelat, celelalte poligoane vor conţine toate cel puţin 
o intersecție. Astfel, numărul total al poligoanelor stelate diferite ca 
formă și ca poziție şi care au ca virfuri punctele A,, Aa, Ag, ..., A, este egal 


1 
T 


Se va determina acum, cu cit se va micşora acest număr, dacă se consi- 
deră ca diferite doar acele poligoane cu p laturi care nu se suprapun prin ro- 
tația cercului. În acest scop, trebuie să calculăm cîte poligoane diferite cu p 
laturi se obțin dintr-un poligon printr- -o rotație a cercului care transformă 
mulțimea punctelor A, A3,..., A, în ea însăși, adică prin rotații deunghiu- 

„_ no 360° 360° 360°” 
rile 0°, 2 


? "dy ss 


ip 


P 


‘(p — 1). Se consideră cele p poligoane 


cu p iatus care E obțin dintr-unul singur prin aceste rotații. Raţionind ca 
la rezolvarea problemei 53, a), este uşor de demonstrat că, dacă două dintre 
ele se suprapun, neapărat se vor suprapune toate aceste "poligoane (pentru 
demonstrație se va folosi faptul că p este un număr prim). Într-un astfel de caz, 
însă, evident, toate laturile și toate unghiurile poligonului stelat iniţial cu p 
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laturi trebuie să fie egale între ele, adică acest poligon este regulat. Deci, 
din fiecare poligon stelat cu p laturi regulat se poate obţine prin rotație doar 
un poligon cu p laturi, iar din fiecare dintre celelalte (neregulate) poligoane: 
se obţin, în acest mod, p poligoane diferite ca poziţie. 

Se va determina numărul poligoanelor stelate regulate care au ca vir- 
furi punctele date A,, 42, ..., Ap. Toate poligoanele regulate care au ca virfure 
aceste puncte se obţin, evident, unind punctele A}, As, 43,..., A, mai întii. 
succesiv (adică A, cu Aa, Aa cu Aa etc.); după aceea sărind unul (adică A, 
cu Áa, Ag cu Aş etc.), apoi sărind două (A, cu A}, A4 cu A, etc.), apoi sărind 
trei etc. Ca ultimă posibilitate vom uni toate virfurile date sărind p — 2 (A, cu 
A, etc.). [Observăm că pentru p neprim nu toate poligoanele obținute vor: 
fi poligoane cu p laturi: astfel, pentru p = 6, unind vîrfurile din două în două, 
vom obţine triunghiul A1434;, iar unind peste două, obţinem bigonul (adică 
diametrul) 4,44. Dar pentru p prim acest lucru nu se poate întîmpla. Într- 
adevăr, numerele a p virfuri consecutive ale celui de a k-lea poligon sint egale 
cu resturile împărțirii la p ale numerelor 1, 1 + k, 1+ 2k, 1+ 3%... 1 + 
+ (p — 1)k. Însă pentru p prim toate aceste resturi sînt diferite (deoarece 
diferența (1 + mk) — (1 + nk) = (m — n)ìk pentru m#n msp-—l şi 
n < p— 1 nu poate să se dividă cu p). Deci, două virfuri ale celui de al k-lea. 
poligon cu p laturi sînt diferite și, deci, avem efectiv un poligon cu p laturi]. 

Astfel, unind punctele A,, 44, ..., A, la rind, peste unul, peste două..., 
„.. peste p—2, vom obţine p— 1 poligoane regulate cu p laturi. Dar aceste p— 41 
poligoane regulate se vor suprapune două cîte două (unind virfurile peste k 
sau peste p— 2 — k, evident, vom obține unul și acelaşi poligon regulat), 

Deci, numărul total de poligoane regulate cu virfurile în punctele A,, Áz, .., 
„.- Ap este egal cu (p — 1)/2 (astfel, pentru p = 7 vom avea trei heptagoane 
regulate: A,Az 4344464 A1A34s4nAzAa4g Şi AsA44As4e 4245; fig. 67), 


Numărul poligoanelor stelate regulate este egal cu P z —1=2 7 (toar 


te poligoanele regulate, în afara poligonului A, As... Ap sint stelate). 


A A 
4 z A 7 
A, 
A A; 
As 
Az A7 
Ag As 
Fig. 67 


Acum este uşor de găsit rezolvarea problemei. Deoarece printre cele 


Íg- poligoane regulate diferite ca formă sau ca poziție, fiecare. 


dintre cele (p — 3)/2 poligoane regulate figurează o singură dată, iar fiecare. 
dintre celelalte poligoane (neregulate) figurează de p ori, rezultă că numărul 
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total al poligoanelor stelate diferite, care nu se suprapun prin rotația cercului, 
este egal cu 
1 1 
—(p— 1)!—1——>(p—3 
eo z? ı 1f{(p—1)1+1 
E a r 
P 2 2 P 
b) Deoarece numărul poligoanelor stelate diferite cu p laturi este bineîn- 
teles, un număr întreg, din rezultatul problemei precedente rezultă imediat că, 
pentru orice număr prim p, numărul (p — 1)! + 1 este divizibil cu p. [Aici 
considerăm că p > 3, deoarece altfel problema a) nu are sens: însă și pentru 
p= 2 numărul (p — 1)! + 1 = 2 este divizibil cu p = 2.] 
Dacă numărul p nu este prim, atunci (p — 1)! + 1 sigur nu se divide cu p, 
deoarece în acest caz există un divizor al lui p, mai mic decit p — 1 şi (p — 1)! 
se divide cu acest divizor, iar (p — 1)! + 1 nu se divide cu el. 


55. a) Co + C1 + C2 +. FC = (1 + dn = 25, 
b) CO — Ct + C — + (—1Cn= (1—1) = 0. 
c) Se va folosi faptul că 


nti w (n + 1) n(n — 1)... (n — k + 1) 


+p— 4} 


—— Ci 0, 
k+1 1-2.3.. k(k+4+ 1) i 
Deci 
; 1 4 4 
n+ DICA Cr Ca. Cu = 
( | T3 T3 + TT 
= Cha + Cha t o e Caii = (1 4 (pt AI aM 4 
şi 


ntl 
EE 1 


1 1 
Cop Cip LO n 
++ Gt EF Sr 


d) Se va folosi faptul că 
ket = no (n — 2) «-: (n — k + 1) _ nC- 
1:2... (k— 1) 
Deci 
Ca + 204 + 3Cr + o + nCa = (Coca + Caa t Cha t e. + CRI) = 
= n(1 + 1)! = 2%-1n. 
e) Ca în rezolvarea problemei d), se obține 
C} — 2C} + 303 —... + (—1)™-1 nC? = n[C}_ — Cla + Ca. 
ss. + (—1) C = n(4 — 1) = 0. 
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f) Suma căutată este egală cu coeficientul lui z” în următorul polinom: 
(1 — z) + Hi — z) +. + (1 — zh, 
Transformind acest polinom, vom obține 


(1 — T)” p H1 — x) + (i — r) +... (1 — r) = 


n+l n—m 
= (1 — g)" (° + al- g ap am) = (1 — r) ia = 2 
£t — 


= — (1 — pl {x — gm} = gm(1 — pnl — z”+(1 — q”). 


Deci, coeficientul căutat al lui z? este egal cu (—1)” Cn_, pentru m <n — 1 
şi egal cu 0 pentru m = n (compară cu rezultatul problemei b)). 
g) Suma căutată este egală cu coeficientul lui z* în polinomul 


(1+ x)” + (1 ryt + (e A a) a mb 8 a ut 
Transformind acest polinom cu ajutorul formulei pentru suma termenilor 
unei progresii geometrice, vom obține 


(1 a) (Ap zi pa H (L mm = 


(1 + anim a (1 + mp 4 1 RN 
——— E L pntm+l — 1+ m, 
ERE A : (| ) ( )) 
De aici este clar că coeficientul căutat al lui z” este egal cu CE&+4,, — Chr 
pentru k<n — 1 şi cu CR, pentru k = n. 
h) Expresia căutată este egală cu coeficientul lui x°” în polinomul 


z2n(1 = g)?” + masi] = g)?”-2 + p2n-2(1 = n + Da + (1 Z zh. 
Înainte de a transforma acest polinom, îi vom mai adăuga următorii termeni 
care nu conţin pe 22: 
rH — pl p al — pp a +a a) H L; 


prin adăugirea acestor termeni, coeficientul lui z?” nu va fi desigur influenţat. 
Suma căutată este egală cu 


(x — z?) + (x — r?) + (x — x?) t + (r—z)+l= 


(x E g?) —4 _ a2nt1(4 = ph — 1 a 1 — Fratia E | CE pn 
(2 — 22) —1 —z2ż+r—í1 —r+i 
Deci, rămine numai să determinăm coeficientul lui z?” în expresia 
[4 — r(4 — g)2™] 1 = (4 — gemi(1 — mina i +r, 
1— r+ r E EE 
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Conform formulei pentru suma progresiei geometrice infinite, avem 


Îl az SU 1 

1+ a 1+ 
(bineînţeles că această formulă are sens numai dacă x este în valoare abso- 
lută mai mic decît unu, lucru de care vom ţine seama). Deoarece z2%+1(4 — y)? 
conține numai puteri ale lui z mai mari decît 2n, rezultă că suma căutată 
este egală cu coeficientul lui x? în ultimul produs. De aici rezultă că 


2a — Cami + Câmp — e + (—1) C? = 
1 pentru 2n = 6k, adică pentru n = 3k, 


= (Í + (1 — r + z? — 2 p g”? — ...) 


=4 0 pentru 2n = 6% + 2, adică pentru n = 3k + 1, 
—1 pentru 2n = ôk — 2, adică pentru n = 3k — 1. 

i) Expresia căutată este egală cu coeficientul lui z” în polinomul 
(1+ x) + 2(1 + mi 21 a) H a + 204 + a). 


Se va transforma acest polinom folosind formula pentru surna termenilor 
unei progresii geometrice 


(1 a) 212 ae H 224 H ara pe e PL H a. 
=(1+ ai să aa dia pct na 2 |- 


trag G+} © (+a 
= (1 + 2)” [a T IEE S 1)= 
= (1 + mm P ist ae = 4+21= 
= [2040 a) (E H aj 


Dar (pentru |z] < 1). 
1 
1— rz 


1424 HeH 


Deci, suma căutată este egală cu coeficientul lui z” din expresia 
21 + z) (1+ g+ +.) (1 DI (dr pr + m.) 


Dacă vom înmulţi un polinom în g cu 1+ z+ z? + coeficientul lui 
x” în acest produs va îi, evident, egal cu suma coeficienţilor puterilor lui z, nu 
mai mari decit n din polinomul iniţial. Într-adevăr, termenii în ° din produs 
se obţin prin înmulţirea termenilor în z* ai polinomului, unde k < n, respectiv 
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cu termenii z”? ai sumei 1 + x + z? -+ ... Astfel, produsul 2t1(1 + x)” (1 + 
+ x + z? + ...) după desfacerea parantezelor va conține termenul în z” cu 
un coeficient egal cu suma tuturor coeficienţilor polinomului 2°41 + z)”, 
adică cu un coeficient egal cu 27+122=—22+1 (compară cu problema a)). Coe- 
ficientul lui gz” în produsul (1 + p)2% (1 + x+ 22+....) va fi egal cu suma 
coeficienţilor polinomului (14+-)2%+1, care stau în faţa lui x? = 1, x, £’, n, 2%, 
adică va fi egal cu suma coeficienţilor din prima jumătate a polinomului 
(14). Dar, deoarece C4= Cin t rezultă că această sumă este egală cu 
semisuma tuturor coeficienţilor ji u + zx)? adică este egală cu 227+1/2 = 222, 
De aici rezultă că coeficientul lui z” în expresia 


2AA + (lot) (1 H a) A H e aH nn) 


este egal cu 277m1 — 27 = 2%, 
j) Expresia căutată este egală cu coeficientul lui z” în produsul următor: 


(Ca + Cae + Ca? + mu. t Cha”) (CRH Crt a Cota +... + Caz”). 
Însă Cn-k = C* şi deci, 
Cn Cn + Cg? 4, + Coat = 
= CO + Chip + Cx? +... + Chan = (1+ xy. 
Astfel, trebuie să găsim doar coeficientul lui x” în produsul 
(1+ 0 (1+ 2)” = (1 + 3)”. 


Acest coeficient este evident egal cu Ch. 
k) Aici trebuie determinat coeficientul lui x” în produsul 


(Ch — Caz + Cn? — ... + (—1)CRa") (CRH Cala + Cat t a + Cha”) 
egal cu 
(1 — (+ z) = (1 — 2’). 
Evident, acest coeficient pentru n = 2m (par) este egal cu (—1)"” Cn, iar 
pentru n = 2m + 1 (impar) este egal cu zero. 
1) Din identitatea 
(1+ a)" (L + a) = (1 + pm 


rezultă imediat că această expresie este egală cu C£,,, (compară cu rezolvările 
problemelor j) și k). 


56. a), b) Contorm soluţiilor problemelor 55, a ) şi b), 
Co CA + GG Cp pap, 
C—C +O COH. (403 = 4 — n =0, 
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Adunind.aceste două egalități și împărțind suma cu 2, vom obţine 


CO +.C2 + Ca + di iza 


ceea ce dă rezolvarea problemei a). 
Scăzind egalitatea a doua din prima și împărțind diferența cu 2, vom avea 


CI + C3 + CE + o = = = 2m1, 


adică rezolvarea problemei b). 
c), d, e), f). Se va scrie dezvoltarea binoamelor (1 + 1)", (1 — 19, (1 +)” 
şi (1 — i)” după teorema binomului lui Newton: 


2” = C3 + C3 + C3 + C3 +o + CR 
0= C} —C1+ C2— O + o t (A) CR, 
(1+ i= Cat iCat PC t PO A în Cr, 
(1 — i} = C}— ili + PC — PC? +.. (din Ca, 
Se observă acum, că pentru A care dă restul 1 prin împărțirea cu 4, 
1+ (—1) + it + (1) it =1—1+i—i=0; 
pentru k care dă restul 2 prin împărţirea cu 4, 
1+ (DEE (1 i=l; 
pentru k care dă restul 3 prin împărţirea cu 4, 
1+ (1) + it (Ci iic, 
iar pentru k care se împarte la 4 fără rest, 
1+ (1) + i + (1i =141+41+1=4. 
Adunind cele patru egalităţi scrise mai sus, obținem 
2» (1+ i) + (1 — ij" = 4 {03 + Ch + 03 + CR+...), 
adică 
C3 + C$ + CS + CR [2 4 (1 i)” + (1 — i)”. 


Cu aceasta, problema c) este rezolvată ; se va simplifica, însă, rezultatul obținut, 
transformind partea dreaptă a ultimei formule. 
Se va folosi forma trigonometrică a numerelor complexe: 


1- i= y2 (cos 45° + i sin 45°), 
1 — i= V2[cos (—45°) + isin (—45°)] = V2 (cos 45° — i sin 45°). 
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Conform formulei lui Moivre ”, de aici rezultă că 


(1+ i) = V? (cos n 45° + i sinn 45%), (1—i) = y7" (cos n 45° — sin n 45°). 
Astfel, 
2” + (1 — i} + (| — in = 2” + 2 -2™2 cos n 45°, 
adică 
C? + Ci + Ca CP L = 2r- 4 2-22 cos n 45° = 
[2n-2 + 2-3/2 pentru n = 8k, 
2-2 + 20-32 pentru n = 8k + 1, 
=42"- pentru n = 8k + 2, 
2»-2 — 20-32 pentru n = 8k + 3, 
27-2 — 20-32 pentru n = 8k + 4. 


Acesta este răspunsul definitiv la problema c). 
Pentru rezolvarea problemei d) se va considera suma 


+i (0 i(i pia i), 
unde toate parantezele se desfac după teorema binomului lui Newton. Nu este 
greu de verificat că 1 — (—1) — i {it + i(—1)* it =Q pentru k care dă 
prin împărțirea cu 4 resturile 0, 2 sau 3 şi 1 — (—1)! — i «it + i (—1)* i* = 
= 1+ 1+ 1+ 1= 4 pentru k care dă restul 1 prin împărțirea cu 4; deci 
2 — i(t +i i (1 i) = 4014 Ci + C HOR H a). 


Folosind din nou forma trigonometrică a numerelor 1 + i şi 1 — i, vom obține 
fără nici o dificultate 


C++ C + Co — CR + e = 2023 20-92 sin n 45° = 
ua pentru n = 8k sau n = 8k + 4, 
27-2 3 20-3/2 pentru n = 8k + 1 sau n = 8k + 3, 

=4 27-2 + 20-232 pentru n = 8k + 2, 


27-2 — 20-52 pentru n = 8k — 1 sau n= 8k — 3, 
2%-2 — 20-22 pentru n = 8k — 2. 


Se va considera acum suma 


(1+1 + (1 — 1) — (1+ i) — (1 — i)”; 


3) Aşa se numeşte formula (cesa + ising)” = cos nx + isin na. Pentru demonstrarea ei 
nu avem decit să utilizăm de n ori egalitatea (cosx + isina) (cos 8B + i sin B) = cos (a + B) + 
— i sin (a + 6), care rezultă direct din regula de inmulțire a numerelor complexe. 
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analog cu cele precedente, este ușor de arătat că această sumă este egală cu 
2 — (1+ i — (1 — i)” = 4(Ch + Ca CR Cai =.) 
CÈ? + C$ + CIO CH = 202 — 200-212 cos n 45° = 
27-2 — 20-2/2 pentru n = 8k, 
27-2 — 2292 pentru n = 8k + 1, 
=g aia pentru n = 8k + 2, 
27-2 + 20-32 pentru n = 8k + 3, 


27-2 4 2-2/2 pentru n = 8k + 4. 
În sfîrşit, fie suma 
(+141 + (ri (+i i(t- i. 
Această sumă este egală cu 
2P + i (1+ i — i(t — i)" = 4(C3 + C3 + C + CR n), 
de unde rezultă 
C3 + Cl p CH p CB p.. = 272 — Drd sin n 45° = 


Deci 


27-2 pentru n = 8k sau n = 8k + 4, 
27-2 — 2-3/2 pentru n = 8k + | sau n = 8k + 3, 
= 4 27-2 — U-22 pentru n = 8k + 2. 
27-2 + 22972 pentru n = 8k — 1 sau n = 8k — 3, 
27-2 + 24%-2/2 pentru n = 8k — 2. 
Cu aceasta problemele c), d), e) şi f) sint rezolvate în întregime. 


Observație. Este clar că räspunsul la problemele e), f) ar fi putut fi obținut imediat 
şi din rezultatele problemelor precedente a)— d). 


g), h), i). Aceste probleme se rezolvă în mod analog cu cele patru pro- 
bleme precedente; numai că în locul numerelor 1, — 1, i și — i, care sînt cele 
patru valori ale lui f1 (adică cele patru rădăcini ale ecuației zt — 1 = 0), aici 


se consideră cele trei valori ale lui V1 (cele trei rădăcini ale ecuației 22 — 1 = 
= 0), egale respectiv cu 


-1 +i/3 -1i 
< 0 RR 0 
Deoarece z? — 1 = (x — 1) (x? + x+ 1), numerele e, și eg sînt, evident, 


cele două rădăcini ale ecuației de gradul al doilea z? + x+ 1 = 0; să mai 
observăm că 


1, & = 


DAI 2 — 3 — 
EL = Ca E= Ep E5 e = l, 


1+ e1 + e= 1 + e + e = 1 H e H e[l O. 
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Conform teoremei binomului lui Newton, se obţine 
(1+ 1)” = Ch + Ca + Ca + Cht- + Cr 
(1 e)" = C3 + eC} + 03 + ECS +... + etc? 
(1 E2)” = CR + EC + EC} + C +... + CR 


Conform proprietăților scrise mai sus ale numerelor e, și eg, suma 1 + ef -+ eă 
este egală cu zero pentru k prim cu 3 şi egală cu 1 + 1+ 1 = 3 pentru k 
divizibil cu 3. Deci, adunînd cele trei egalități, vom obține 


2P 4 (1+ e1)” + (1+ ea)" = 3(C3 + C3 + C++... 
Se trece, acum, la forma trigonometrică a numerelor complexe: 
e, = cos 120° + isin 120°, £, = cos 240° + isin 240°, 
1 + e, = —ep = —cos 240° — i sin 240° = cos 60° + i sin 60°, 
1 + e = —e, = —cos 120° — i sin 120° = cos 60° — i sin 60°. 
Utilizind formula lui Moivre, se obțin: 
(1 + £)” = cos n 60° + i sin n 60°, . (1 + ep)” = cos n 60° — i sin n 60°. 
de unde 
2” + (1 + e)" + (1 -+ ea)” = 2” + 2 cos n 60°. 
Deci, 
(2” + 2)/3 pentru n = 6k, 
(2” + 1)/3 pentru n=6k +41, 
(22 — 1)/3 pentru n=6k+2, 
(22 —2)/3 pentru n=6k+3. 


Ch- Ci +C + C? + ... = (22 + 2 cos n 60*)/3 = 


Aceasta este rezolvarea problemei g). 
Fie suma 


(1 + 1) + eat + £1)” + e(1 + £2)". 
Nu este greu de văzut că această sumă este egală cu 
2” + ealt + e)” + elt + ea)” = 3(Ch + Ch + Cht COR o) 
Aplicîind din nou forma trigonometrică a numerelor complexe, vom avea 
(| + £1)” = (cos 240° + i sin 240°) (cos n 60° + sin n 60°) = 
= cos (n + 4)60° + isin (n + 4)60°, 
e,(1 + £2)” = (cos 120° + isin 120°) (cos n 60° — i sin n 60°) = 
= (cos 240° — i sin 240°) (cos n 60° — i sin n 60°) = 
= cos (n + 4) 60° — i sin (n + 4) 60°. 
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De aici 
C1 + Ct + CIA CI +... = [22 + 2 cos (n + 4) 60%]/3 = 
(22 — 1)/3 pentru n = 6k sau n = 6k — 2, 
_}(2 + - 1)/3 pentru n = 6k + 1 sau n = 6k + 3, 
(22 + 2)/3 pentru n = ôk + 2, 
(2» — 2)/3 pentru n = 6k — 1. 


La fel, considerind suma 
(1+ 1) + e(l + e1)” + e(l + e)” 
egală cu 
20 e(l + e)” + eall + ea)” = 3(C + CS + C3 + CH H o), 
se va găsi uşor că 
C2 + C3 + C3 + CU +... = [22 + 2 cos (n + 2) 60°]/3 = 


27 — 1)/3 pentru n = 6k sau n = 6k + 2, 

(2” — 2)/3 pentru n = 6k + 1, 

(22 + 1)/3 pentru n = 6k + 3 sau n = 6k — 1, 
(22 + 2)/3 pentru n = 6k — 2 


Acest rezultat se deduce din răspunsurile la problemele a), g) şi h). 


57. Teorema se demonstrează prin metoda inducției complete în mod 
cu totul analog cu demonstrația obişnuită a formulei binomului lui Newton. 
Este uşor de verificat că pentru n egal cu 1 şi 2, teorema binomului factorial 
este adevărată !. Se va presupune că această teoremă este adevărată pentru 
exponentul n, adică 


(a + bb = qi + Cla”— tib + C2a”—2"b21h 4 nd + pnl 


şi se va arăta că în acest caz teorema va fi adevărată şi pentru n + 1. Într-ade- 
văr, îinmulțind cu a + b — nh ambii membri ai elgalităţii care exprimă teo- 
rema pentru exponentul n, în partea stingă vom obține evident (a + b)” +143 


D Să observăm că-luăm aici și exponentul n = 2 doar ca o ilustrare a teoremei consi- 
derate. Pentru a putea aplica metoda inducției complete este de ajuns să ne convingem că te- 
orema este adevărată pentru n = 1 și să considerăm imediat trecerea de la n lan + 1. 
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în partea dreaptă, unde figura suma avind ca termen de rang i pe Cian—ihbi!, 
vom obţine după înmulţirea cu a -+ b — nh ca expresie a acestui termen 


Cian—ihbih (a + b — nh) = Cian—ihbilt (a — (n — i) hì) + (b — îh)) = 
= Cian-ih[a — (n — i) hi + Cian—ilbibh (b — ih) = Cian—itihbith 
+ Cian—ilhpi+1ih, 


Conform relaţiei cunoscute Ci! + Ci = C:,,, rezultă, că și în cazul teoremei 
obişnuite a binomului lui Newton, că după înmulţirea membrului intii cu 
a+ b — nh se va obţine o sumă de termeni de forma C$ 10”+!—il+ bilt, Cu 
aceasta, s-a demonstrat că, dacă teorema binomului factorial este adevărată 
pentru exponentul n, ea este adevărată și pentru exponentul n + 1. Deoarece 
această teoremă este adevărată pentru n = 1, rezultă valabilitatea ei pentru 
orice n. 


56. a) Deoarece 


Cà - = , 
¿l il 
se va obține 
Cicki = cp d = A — kl — n'i mè—il i Ciniltmi—il. 
il(k— i)! kl il(k— i) k! 


Deci, suma căutată este egală cu 


(m+n! o 


Z (Cpr + Cim=tt n Cîmh—2ipaii +- p Cm) = 


Această rezolvare a fost obţinută anterior pe altă cale (v. rezolvarea problemei 
55, 1)). 
b) Termenul de rang i al sumei poate fi transformat în modul următor: 
pl 1 


ii a i A TIC 7 7 a aa 


Dar, după cum este uşor de văzut, 
(—1) (m + it = (—1)' (m + i) (m + i — 1) (m + 1) = 
= (—m — 1) (—m — 2) ... (—m — i + 1) (—m — i) = (—m — 1)", 
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Deci, 
(—1 Chic = E Ci(—m — În, 


Astfel, suma este egală cu 


= {Cga + Cin —m — 1) + Căii m — 1) 4... + Cm1 = 


_ (n— m -— ph _ (n —m— in —m—2)...(n—m=—h), 
a k! 5 k! 


Pentru n — m — 1 > k această expresie este evident egală cu C% m-i. 


Se mai observă că, ținind seama de egalitatea Chn = Cha, putem scrie relația obți- 
nută (pentru n— m -— 1 > k) sub forma 


CRC — CR aOR + CRCh2— ... + (— 10 CHC = Cm: 


59. a) Se vor considera cele mai scurte drumuri care duc de la intresecția 

(0, 0) la intersecţia (n — m + 1, m) (fig. 68). Numărul unor astfel de drumuri 
este evident egal cu C1,.. Se împart acum aceste drumuri în următoarele 
clase fără elemente comune. În primul rind, se poate porni pe strada „orizontală“ 
— astfel de drumuri vor fi tot atitea cîte drumuri unesc intersecţia (1,0) 
cu intersecţia (n — m + 1, m), adică sint în număr de C”. În al doilea rind, 
se poate parcurge mai înti un cartier pe strada „verticală“ şi abia în punctul 
(0, 1) să se treacă la dreapta; numărul acestor drumuri este egal cu numărul 
drumurilor care unesc intersecţia (1, 1) cu intersecţia (n — m + 1, m), adică 
este egal cu Cn-i. În al treilea rind, se poate trece întîi din punctul (0,0) 
în punctul (0, 2) și de acolo să se 

(Qm) (tm) (m+ł,m) ia la dreapta — numărul acestor 
j drumuri este evident egal cu nu- 
mărul drumurilor care unesc 
punctele (1, 2) şi (n —m + 1, m), 
adică este egal cu Cm-2. În al 


atrulea rînd, se pot parcurge 

perla ED rect întîi trei are o strada 
(0,1) (44) (E GE (0 EE] verticală de rang zero şi de acolo 
(0,0) (1,0) să se treacă la dreapta (în total 
Fig. 68 Cn=3 drumuri) ; în al cincilea rind, 


să se ajungă în punctul (0, 4) și 
ecolo să se pornească la dreapta (în total Cn-4 drumuri) etc. Ultima 
posibilitate este aceea ca mai întii să se parcurgă „în sus“ toate cele m car- 
tiere și numai de acolo să se treacă la dreapta (un singur drum, C$-m = 1). 
Deoarece numărul total de drumuri este egal cu C7,, și fiecare drum aparține 
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numai unei singure dintre clasele considerate, de aici rezultă imediat relația 
pe care trebuie să o demonstrăm. 


Se mai observă că relația obţinută poate fi uşor stabilită și din rezultatele probleme 
55, g). Într-adevăr, deoarece CP = Cm, această relație poate fi scrisă sub forma 


pm + CIP + CR în. + CI = Cha. 

Presupunind aici n = m + k şi scriind termenii din membrul întti în ordine inversă, vom obţine 
C + Chn + Cra +- + Chim = Cieri = Chi 

Însă acesta este un caz particular al problemei 55, g). 


Nu este greu, de asemenea, să stabilim direct relația căutată cu ajutorul teoremei bino- 
mului lui Newton; această problemă se reduce la determinarea coeficientului lui x” în poli- 
nomul i 


(+ 092 p (+ ri p ri + je p ep anl + ana, 
care este suma a m -+ 1 termeni ai unei progresii geometrice cu rația z/(1 + z). 


b) Se consideră toate drumurile cele mai scurte, care duc din punctul 
(0, 0) în punctul (n — m + k + 1, m). Numărul unor astfel de drumuri este, 
evident, egal cu C2,,ya. Se împart aceste drumuri în clase fără elemente co- 
mune. Pentru aceasta se duce pe „harta oraşului“ o dreaptă verticală, care 
trece între verticalele de rang k și k + 1 (fig. 69). Fiecare dintre. drumurile 
considerate va intersecta această dreaptă în cite un singur punct. Numărul 
drumurilor, care intersectează dreapta dată într-un punct situat pe orizontala 
de rang r este, evident, egal cu produsul dintre numărul drumurilor care unesc 
punctul (0, 0) cu punctul (k,r) şi numărul drumurilor care unese punctul 
(k + 1, r) cu punctul (n—m+k + 1, m). Astfel, acest număr este egal cu 
Car, Punind în ultima expresie r= 0, 1, 2 ..„ m şi insumind toate 
expresiile obținute, ne convingem că suma 


CCR + Cal p + Ci a Cs + ses DE Co m Câ-m 
este egală cu C% +1, ceea ce trebuia demonstrat. 


(n-m+k+4,m) 


(kk) (mm-k,k) 


8 8002 
09 Ed 0 680 05 608) 
(08 E ME E 
| | ee II] 
T rr HH 


o . _(k,0) (k+40) E (00) (m-k,0) (m,0) 
Fig. 69 Fig. 70 


În cazul particular k = 0 se obține 
Cn + Cm + a + Clan = Cu, 
adică rezultatul problemei a). Pentru k = 1 se obține următoarea relație simplă: 
Cm + 2CRÈ + e +m t 1) Chm = Cala: 
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c) Se consideră din nou schema geometrică. Numărul CEC? este produsul 
dintre numărul celor mai scurte drumuri care duc din punctul (0, 0) în punctul 
(m — k, k) şi numărul celor mai scurte drumuri care duc din punctul (m — k, k) 
în punctul (n + m — k, k), adică este numărul celor mai scurte drumuri care 
duc din punctul (0,0) în punctul (n + m — k, k) şi care trec prin punctul 
(m — k, k) (fig. 70). La fel C*-2C2 este numărul celor mai scurte drumuri care 
duc din punctul (0, 0) în punctul (n -+ m — k, k) şi care trec prin punctul 
(m — k + 1, k — 1); CR-2C2 este numărul celor mai scurte drumuri care duc 
din punctul (0, 0) în punctul (n + m — k, k) şi care trec prin punctul (m — k + 
+ 2, k — 2) ete.; COCE este numărul celor mai scurte drumuri care duc 
din punctul (0, 0) in punctul (n + m — k, k) şi care trec prin punctul (m — 
— k + k, 0) = (m, 0). Deoarece fiecare dintre cele mai scurte drumuri care 
duc din punctul (0,0) în punctul (n+ m — k, k) intersectează într-un singur 
punct dreapta dusă în fig. 70, atunci suma care figurează în problema 59, c) 
este egală cu numărul total al celor mai scurte drumuri care unesc punctele 
(0, 0) şi (n + m — k, k), adică este egală cu Chym 


Alte aplicaţii ale metodei utilizate aici sint date în rezolvările problemelor 81, a) — c) 


60. Vom rezolva mai intti problema b), care este mult mai generală. Vom 
considera un drum oarecare din rețeaua de drumuri care încep în punctul 
A şi se termină la una dintre intersecțiile aparținind rindului de rang o 
mie și vom stabili cite persoane merg pe această cale. Drumul considerat 
este fomat din 1 000 „cartiere“ diferite și la fiecare intersecţie grupul de 
persoane care merg pe acest drum se împarte în două: jumătate continuă 
drumul considerat, iar cealaltă jumătate coteşte în altă parte. Este clar că 
dintre cele 21000 : 2 = 2°% persoane care pornesc pe drumul imediat următor 
va sosi la capăt doar una singură, 20 = 1. Deci, pe fiecare drum care aparține 
reţelei considerate va merge o singură persoană dintre cele 210%. Rezultă 
deci că numărul total de drumuri este egal cu 21 %0 (ceea ce nu este greu de 
verificat şi printr-un calcul direct). Astfel, problema se reduce la determinarea 
numărului de drumuri diferite care duc la fiecare din intersecțiile din rindul 
de rang o mie. Dar rețeaua de drumuri reprezentată în fig. 5 (v. p. 23) 
este analoagă cu reţeaua de drumuri reprezentată în fig. 4; cu deosebirea 
că în fig. 4 „străzile“ sint dispuse în direcţie orizontală şi verticală, iar în fig. 5 
— în direcţiile ] și m. Pentru a ajunge la intersecţia a k-a (socotind de la stinga 
spre dreapta, începînd cu zero) din rindul de rang o mie, trebuie să se parcurgă 
în total 1 000 de cartiere, dintre care k cartiere în direcția m (iar celelalte în 
direcţia 1). Deci, numărul total de drumuri care duc la intersecţia a k-a este 
egal cu Coop. Deci, la intersecţia a k-a din rindul de rang o mie, unde Osks 

10001 


<1 000 vor sosi CE voo — TL 000— k)! persoane. 


De aici rezultă, în particular, că la cele trei intersecții periferice B,, B, 

; ; i ; 1 000: 999 
şi B vor sosi respectiv Ctogo = 1, Ciooo = 1 000 şi Chogo R TIR 
= 499 500 oameni. Acest rezultat s-ar fi putut obține şi printr-un calcul direct. 
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61. Cele trei relaţii din această problemă se stabilesc uşor ţinind seama 
că numărul B% este coeficientul lui z* în dezvoltarea expresiei (1 + z + 22)”; 


(1 + z+ 23)” = B3 + Bir Bt + Bat, (*) 
Să demonstrăm, mai întii, această formulă. Pentru n = 
d+z+zj=i1+z+z, 


adică formula considerată este într-adevăr valabilă (deoarece B9=B!=B:=1). 

Se va presupune, acum, că această relaţie a fost demonstrată pentru expo- 
nentul n și vom arăta că, în acest caz, ea va fi adevărată și pentru exponen- 
tul n + Î. În acest scop, se vor înmulţi ambii membri ai relaţiei (*) cu 
(1+ z+ 22). În membrul întîi se obţine evident (1 -+ z + 22)1, iar în 
membrul al doilea se găseşte 


(8 + Biz + B+ B3 +.. + Bat) (14 e+ a?) = B+ (B+ B!) e+ 
+ (B+ B} + B?) a? + (B, + B+ BI) H 
A + (B2"7-: + B2») g2r+1 + Bing, 


Dar, conform regulii de formare a numerelor Bt,,, ultima expresie este egală 
cu 


2 2142-2042 
Boa + But + Bit? + Bi +o t Bii ae, 


Astfel, într-adevăr, dacă formula este adevărată pentru exponentul n, atunci 
ea este adevărată şi pentru exponentul n + 1. Deoarece pentru n = 1 această 
formulă este adevărată, rezultă că ea este adevărată şi pentru orice n. 

Se mai observă că din simetria triunghiului numeric rezultă că BE = 
= B2-k pentru orice n. 

Acum relaţiile care ne trebuie pot fi demonstrate dintr-o dată într-un mod 
cu totul analog cu demonstrarea relaţiilor din problemele 55, a), b) și j). 


a) B? -+ B} -+ B3 +. t B3 = (14 1H p=, 
b) B} — B} + B? — ... + BP = (1—11 =1. 
c) Suma căutată este egală cu coeficientul lui z?” în polinomul 
(B3 + Biz + Ba? +... + Bira). (Ban + Bants + Boz? +... + Bar”), 
Dar, deoarece Bp”* = Bi, rezultă că acest polinom este egal cu 
(Ba + Bax + Bar? +. + Boa = (14 + 2°)”, 
de unde rezultă imediat relația cerută. 


62. Deoarece prima bicicletă întilnită poate fi, cu aceeași probabilitate, 
oricare dintre cele 10 000 biciclete din oraș, rezultă că numărul total de rezul- 
tate egal posibile ale experienţei este aici egal cu 10 000. Rămine de calculat 
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numărul „rezultatelor favorabile“, adică numărul de numere care nu conţin 
cifra 8. Acest număr poate fi determinat cu următorul procedeu. Vom con- 
veni ca numerelor care conțin mai puţin de patru cifre să le adăugăm citeva 
zerouri în faţă, astfel încît să fie formate din patru cifre (astfel, în locul nu- 
mărului 26 vom serie 0026) şi să înlocuim numărul 10 000 cu numărul 0000. 
În acest caz, numărul numerelor care conţin cifra 8 va rămîne, evident, același. 
Acum numerele 0000, 0001, 0002, ..., 9999 reprezintă toate numerele posibile 
de cîte patru cifre, unde, în particular, pe primul loc poate să stea zero sau 
mai multe cifre zero. Dacă un astfel de număr nu conţine citra 8, atunci 
pe primul loc în acest număr poate să figureze oricare dintre cele nouă 
cifre 0, 1, 2,..., 7, 9, tot astfel și pe locul al doilea, al treilea și al patrulea 
poate să figureze oricare dintre aceste nouă cifre. Asociind cele nouă valori 
posibile ale primei cifre cu cele nouă valori ale celei de-a doua, a treia și a 
patra cifră, vom obţine, evident, în total 94 numere de cîte patru cifre, care 
nu conțin cifra 8 (compară cu soluţia problemei 9). 

Astfel, din 10 000 de rezultate egal posibile (întilnirea cu oricare dintre 
biciclete) vor fi 94 rezultate favorabile, de unde rezultă că probabilitatea cău- 
tată este egală cu 94/10 000 = (0,9)1 = 0,6561. 


63. a) Experienţa considerată constă în aceea că extragem la întimplara 
la rind patru fişe dintr-un grup de şase fişe. În acest caz, prima extragere 
poate da şase rezultate diferite (poate fi extrasă prima oricare dintre cele șase 
litere), a doua poate da cinci rezultate diferite (poate fi extrasă a doua oricare 
dintre cele cinci litere, care au mai rămas după prima extragere), a treia poate 
da patru rezultate, diferite, a patra — trei rezultate diferite. Asociind cele 
şase rezultate posibile din prima extracție cu cele cinci rezultate posibile din 
a doua extracție vom obține 6: 5 = 30 rezultate posibile ale succesiunii de 
două extrageri; tot așa, pentru o succesiune de trei extrageri se vor obține 
4:30 = 120 rezultate posibile și pentru patru extrageri succesive 3-120 = 
= 360 rezultate posibile. Deci experimentul poate conduce la 360 rezultate 
diferite; toate aceste rezultate sint egal posibile. 

Favorabil va fi un singur rezultat, anume acela în care se va extrage 
întîi fișa cu litera N, a doua oară fișa cu litera O, a treia oară fișa cu litera R 
şi, în sfirșit, a patra oară — fișa cu litera A. Deci, probabilitatea căutată 
este egală cu 1/360 œ~ 0,003. 

b) Aici, din nou, experimentul constă în extragerea succesivă a patru 
fişe dintr-un grup de șase fişe de același fel, deci poate avea 360 rezultate 
egal posibile. Calculul numărului de rezultate favorabile este însă mult mai 
complicat decit în cazul problemei a), deoarece în cuvîntul „mamaia“ există 
litere identice. Favorabile vor fi aici toate acele rezultate în care va fi extrasă 
intii oricare dintre fişele existente cu litera m, a doua — oricare dintre cele 
trei fişe cu litera a, a treia — a doua fişă cu litera m (amintim că una dintre 
aceste fişe a fost extrasă la început), a patra — oricare dintre cele două fișe 
rămase după a doua extragere a fișelor cu litera a. Asociind cele două rezultate 
posibile ale primei extracţii cu cele trei rezultate posibile ale celei de-a doua, 
cu un rezultat posibil al celei de-a treia şi cu cele două rezultate posibile 
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ale celei de-a patra extracţii, vom obţine în total 2:3:1:2 = 12 rezultate 
favorabile diferite. Deci, probabilitatea căutată este egală aici cu 


64. Se presupune că cifrele extrase la rind sint x, y, Z, t, u; numărul 
căutat NV are torma zyztu (linia de deasupra înseamnă că q, y, z, t, u sint 
cifre ale numărului N). Într-un mod cu totul analog ca în soluţia problemei 
precedente tragem concluzia că numărul total de rezultate diferite ale expe- 
rimentului, care constă din extragerea la întimplare a cinci cifre din cele zece, 
este egal cu 10:9.8: 7:6 = 30 240. Se va arăta care este numărul rezultatelor 
favorabile. i 

Pentru ca numărul N să fie divizibil cu 396 = 49:11, trebuie ca acesta 
să verifice criteriile de divizibilitate cu 4, cu 9, cu 11, adică: numărul cu 
două cifre tu să se dividă cu 4; suma z -+ y + z+ t+ u să se dividă cu 9 
şi diferenţa (x -+ z + u) — (y + 1) să se dividă cu 11 — ultimul criteriu de 
divizibilitate rezultă din faptul că. diferența 


xyztu — [(z + z2 + u) — (y + J= 10 000 + 1000y + 100z + 10t + 


+ u— (z+ z+ u) + (y+ ti) = 9999x 1001y + 99z+ 11t = 
= 11(909z + 91y + 9z + t) 


se divide totdeauna cu 11. (Vezi [56]). Deoarece r+ y + z+i+ u>0+1+ 
+2+3+4=10șizry+rz+i+us9+8+7+6+5= 35, suma z + 
-++ y + z + t+ u se poate divide cu 9 numai în cazul în care ea este egală cu 
18 sau cu 27. Să considerăm separat aceste două cazuri. 

1° Fiez+y+z+tiț+u=18 Aici diferenţa (x+ z+ u)— (y + t) 
este pară şi se divile cu 11 numai dacă z + z + u = y + t= 9. În acest 
caz, perechea de (y, ţ) nu poate fi decit sau perechea (0, 9), sau perechea (1, 8), 
sau (2, 7), sau (3,6), sau (4,5). 

Dacă (y, t) este (0, 9), egalitatea z + z + u = 9 este posibilă numai în 
următoarele trei cazuri: 


e +z+u=1+2+6; zr+zru= 1 +3+5; z+z+ u=2+3+ 4. 


Al doilea dintre aceste cazuri nu convine (cifra u trebuie neapărat să fie pară, 


doarece zyztu se divide cu 4); primul și al treilea caz dau cîte patru numere 
N care se divid cu 396 (deoarece, dacă vom alege z, z și u astfel ca cifra u 


să fie pară, atunci numai unul singur dintre cele două numere z9z0u sau 
20z0u este divizibil cu 4 — aceste două numere sînt ambele pare și dau resturi 


diferite prin împărţire la 4, deoarece diferența z9z0u — z0z9u = 8 910 nu 
este divizibilă cu 4). În definitiv, obţinem 4+ 4 = 8 rezultate favorabile. 
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Dacă (7, t) este (1, 8), sînt posibile următoarele cazuri: 
z+z+ru=0+2+7, z+zru=0+3+8, 
s+z+u=04+4+5 z+z+u=2+3+4, 


cărora le corespund, în mod analog cu cele precedente, încă 4 + 4 -+ 4 + 4 = 
= 16 rezultate favorabile. 


Dacă (y, t) este (2, 7), sînt posibile următoarele cazuri: 
s4+z+u=04+1+8 z+z+u=04+3+4+6, 
s+z+u=04+4+5 r+z+u=14+3+5, 


cărora le corespund încă 4+ 4+ 4 + 0 = 12 rezultate favorabile (cazul 
z+z+u=14+3+4+5 nu dă nici un astfel de rezultat). 
Dacă (y, t) este (3, 6), sînt posibile următoarele cazuri: 


z+az+u=0+1+8, r+z+u=04+2+7, s+z+u=04+4+5, 


cărora le corespund incă 4 + 4 + 4 = 12 rezultate favorabile. 
În sfirșit, dacă (y, t) este (4, 5), sint posibile următoarele cazuri: 


x+z+u=0+14+8, t+z+u=0+2+7, 
s+z+u=0+3+6, r+}z+u=1+2+06, 


cărora le corespund încă 4+ 4+ 4+ 4 = 16 rezultate favorabile. 

Astfel, există în total 8 + 16 + 12 + 12 + 16 = 64 numere N = zyzitu 
care se divid cu 396 şi astfel ca z + y + z + t+ u = 18. 

2° Fie x+ y + z+ t+ u= 27. În acest caz, diferența (z + z+ u) — 
— (y + t) este impară și poate fi divizibilă cu 14 numai în cazul z + z + u = 
= 19, y + t = 8. Perechea (y, t) poate fi sau perechea (0, 8), sau (1, 7), sau 
(2,6), sau (3,5). 

Dacă cifrele (y, 1) sint (0, 8), suma z -} z + u poate ii egală cu 19 numai 
în următoarele cazuri: 


z+azt+u=94+7+3; z-+z+u=9+6+ 4; 


primului dintre aceste cazuri nu-i corespunde nici un număr N = zyztu divizibil 
cu 4, iar celui de-al doilea îi corespund patru astfel de numere (dacă 2=0 
sau îi = 8, atunci pentru ca N să fie divizibil cu 4 este necesar ca u să fie 
divizibil cu 4). 

Dacă (y, 1) este (1, 7), sint posibile cazurile 


z+z+u=9+8+2; z+z+ru=9+6+84; z+z+u=8+6+5; 
acestor cazuri le mai corespund încă 4+4+ 4 = 12 rezultate favorabile 
(dacă t= 1 sau t= 7, atunci, pentru ca numărul N = zyziu să se dividă 
cu 4, este necesar ca u să fie cifră pară, primă cu 4). 
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Dacă (y, t) este (2, 6), sînt posibile cazurile 
z+z+a=94+7+3; r+z+u=84+7+4; 


acestor cazuri le corespund încă 0 + 8 = 8 rezultate favorabile. 
În. sfirşit, dacă (y, t) este (3, 5), sînt posibile cazurile 


z+z+ru=9+8+2, z+ztkru=9+6+4; 
z+z+ru=8+7+4; 


acestor cazuri le corespund încă 4 -+ 4 + 0 = 8 cazuri favorabile. 

În definitiv, cazurilor în care æ+ y + z+ t+ u= 27 le corespund 
4 + 12 + 8 + 8=— 32 rezultate favorabile. 

De aici rezultă că probabilitatea căutată este egală cu 


64+ 32_ 9% 1 


0,0015. 


30240 30240 630 


65. Experiența considerată constă in aceea că cifra citată se formează 
la întimplare; dacă, în acest caz, nu se obține legătura necesară, atunci se 
formează la întîmplare o a doua cifră. Astfel, aici sint posibile rezultate de 
două tipuri diferite: sau se formează două numere sau numai unul (ultimul 
corespunde situaţiei în care numărul a fost bine ales de prima dată). În acest 
caz, nu avem nici un motiv să considerăm ca fiind egal posibile unul oarecare 
din rezultatele de primul tip şi unul oarecare din rezultatele de al doilea tip. 
Pentru a obţine sistemul de rezultate egal posibile este comod aici să pre- 
supunem că în toate cazurile se formează două numere, adică chiar 
şi în cazul în care s-a obţinut de prima dată legătura necesară se formează 
la intimplare un alt număr oarecare și se întreabă dacă s-a obținut legătura 
(în fapt nu este, desigur, necesar să se telefoneze efectiv a doua oară). 

Numărul total de rezultate posibile egal posibile al unor apeluri telefonice 
consecutive este egal cu 10: 9 = 90 (prima dată poate fi formată oricare 
dintre cele 10 cifre, iar a doua oară oricare dintre celelalte 9 cifre). Favorabile, 
vor fi aici, evident, nouă rezultate în care prima dată va fi formată cifra care 
trebuie, iar a doua oară oricare dintre celelalte nouă cifre și nouă rezultate 
în care va fi formată prima dată oricare dintre cele nouă cifre necorespun- 
zătoare, iar a doua oară cifra bună. Deci, numărul total al rezultatelor favo- 
rabile este egal cu 9 + 9 = 18. In consecinţă, probabilitatea căutată este egală 
EEND) 

5 

66. a) Aici experimentul constă în a intreba 12 persoane şi a afla în care 
lună cade ziua lor de naștere. Ziua de naștere a primei dintre aceste persoane 
poate să cadă în oricare dintre cele 12 luni — acestea vor fi cele 12 rezultate 
egal posibile diferite ale chestionării primei persoane. După aceea, ziua de 
naştere a celei de-a doua persoane poate din nou să cadă în oricare dintre 
cele 12 luni; asociind aceste 12 posibilităţi cu 12 rezultate ale chestionării 
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primei persoane, vom obţine 12 : 12 = 122 rezultate egal posibile ale ches- 
tionării a două persoane. La fel, la chestionarea a trei persoane vom avea 122 
rezultate egal posibile ale chestionării etc.; la chestionarea a 12 persoane vom 
avea 12!? rezultate egal posibile. 

Se va calcula acum cîte dintre aceste rezultate vor fi favorabile, adică 
astfel ca zilele de naștere să cadă toate în luni diferite. Ziua de naștere a primei 
persoane poate să cadă, evident, în orice lună, însă ziua de naştere a celei de-a 
doua persoane trebuie neapărat să cadă în una dintre cele 14 luni libere, 
ziua de naştere a celei de-a treia persoane trebuie să cadă în una dintre cele 
10 luni rămase etc. pină la ultima persoană, a cărei zi de naștere trebuie nea- 
părat să cadă în singura lună neocupată de zilele de naștere ale celorlalte. 
Asociind aici 12 posibilităţi pentru prima persoană cu 11 posibilități pentru 
a doua, cu 10 pentru a treia etc., vom obține în total 12: 11 - 10... 1 = 12) 


! 
rezultate favorabile. Deci, probabilitatea căutată este egal cu = æ 0,000 054. 


b) Numărul total al rezultatelor egal posibile se calculează aici la fel ca 
în a), — acesta este egal cu 126, Vom calcula acum numărul rezultatelor fa- 
vorabile. Numărul rezultatelor pentru care zilele de naștere ale tuturor celor 
6 persoane vor cădea în două luni anumite (de exemplu, în ianuarie și aprilie) 
este egal cu 2% — acest număr se obţine prin aceleaşi raționamente ca și nu- 
mărul 126 pentru numărul total al rezultatelor. Din aceste 26 rezultate trebuie 
să lăsăm de o parte două pentru care toate cele 6 zile de naştere cad sau în 
prima sau în a doua dintre cele două luni ale noastre — aceste două rezul- 
tate nu pot fi considerate favorabile, deoarece aici toate cele 6 zile de naștere 
cad nu în două luni, ci intr-una singură. Deci, numărul rezultatelor favorabile, 
pentru care toate zilele de naştere cad în două luni anumite este egal cu 2% — 2. 
Deoarece 2 luni din 12 pot fi alese în C}, = 66 moduri diferite, rezultă că 
numărul total al rezultatelor favorabile va fi egal cu 66 - (2% — 2) = 66 - 62 


De aici rezultă că probabilitatea căutată este egală cu SE Sa 0,00137. 


67. Primul călător se poate urca în oricare dintre cele trei vagoane. Apoi, 
al doilea călător se poate urca, de asemenea, într-unul dintre cele trei vagoane, 
aşa că numărul total de moduri de repartizare în vagoane a doi călători este 
egal cu 3: 3 = 32; în mod analog, numărul modurilor de repartizare a nouă 
călători în trei vagoane de tramvai este egal cu 3. Deci, numărul total de 
rezultate egal posibile este egal cu 3%. Să considerăm acum numărul de rezul- 
tate fav orabile pentru problemele a), b) și c). 

a) Trei călători așezați în primul vagon pot fi aleși din cei nouă călători 
9:8:7 
1.420 

şase călători în celelalte două vagoane este egal cu 28 (tot așa cum numărul 

modurilor de repartizar» a nouă călători în cele trei vagoane este egal cu 39). 

Asociind C? moduri de alegere a trei călători, aşezaţi în primul vagon, cu 28 

moduri de repartizare a celorlalți călători, vom obţine în total C$ - 26 = 
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în C? = moduri diferite. Numărul modurilor de repartizare a celorlalți 


îi TE rezultate favorabile. De aici rezultă că probabilitatea căutată 
este egală cu 

9:8-7:26 1792 

12-33” 6561 

b) Numărul modurilor în care se pot alege trei călători, așezați în primul 

vagon, este egal cu numărul combinărilor de 9 luate cîte '3, adică cu C3 = 


20,273. 


= EE (v. rezolvarea problemei a)). În al doilea vagon se pot urca oricare 
trei din ceilalți şase călători; acești trei călători se pot alege din şase în C} = 
6-5-4 ; 


moduri. Asociind C3 moduri în care se pot alege trei călători așezați 


în primul vagon cu C? moduri în care se pot alege trei călători urcați în al doilea 


vagon, vom obţine în total C3C3 = a ELE le Aa a ELR rezultate 
(1-2: 3)2 (31 
favorabile. f 
Deci, probabilitatea căutată este egală cu 
91 _ 560 2 0,085. 


{131730 6561 


c) La fel, ca în b) se arată că numărul cazurilor în care în primul vagon 
s-au urcat doi călători, iar în al doilea trei, este egal cu 


9-8 7:6:5 E: 
1-2 1-2-3 213141 


Numărul de cazuri este același și cînd în primul vagon s-au urcat doi călători, 
iar în al treilea trei; sau în al doilea vagon doi călători, iar în primul trei; 
sau în al doilea doi călători, iar în al treilea trei; sau în al treilea vagon doi 
călători, iar în primul trei; sau în al treilea vagon doi călători, iar în al doilea 
trei. Astfel, numărul total al rezultatelor favorabile este egal cu 6: C2C3 = 


9| 280 | 
— = 7 03 
2:41:39? 729 RN 


(Această probabilitate este de E ori mai mare decit probabilitatea reparti- 


CICI = 


91 DR . 
= « Probabilitatea căutată este egală cu 
5 -4l 8 


papi: da »)). 


68. Experimentul considerat în această problemă constă în repartizarea 
a 20 de echipe în două grupe. Numărul total de moduri de alegere.a 10 echipe 


(o grupă) din 20 este egal cu C38 = ——— 201 ; în acest caz, alegerea a 10 


(4012 ` 
echipe și alegerea celorlalte 10 echipe conduce la una și aceeași împărțire 
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a echipelor în două grupe. Deci numărul total de rezultate egal posibile, adică 
împărțirea tuturor echipelor în două grupe de cite 10 echipe fiecare, este 


egal, în acest caz, cu — CH8 = zaone IODE ` Să cercetăm care este numărul 
rezultatelor favorabile în cazurile a), b) şi c). 

a) Numărul cazurilor în care două echipe date A și B (faptul că aceste 
echipe sint cele mai tari nu are, bineînţeles, nici o importanţă) fac parte din 
grupe diferite este egal cu numărul modurilor în care din 18 echipe care mai 
rămîn după ce'se scot echipele A şi B se pot alege nouă echipe, care intră 
în aceeași grupă cu echipa A. Numărul unor astfel de moduri este egal, evi- 
dent, cu numărul combinărilor de 18 luate cite 9. Deci, probabilitatea căutată 
este egală cu 

ù% _18: 17- 16:15-14:13: 12:11-10. 
C9/2 1-2-3:4-5:6:7:8:9 
„20 - 19- 18 + 17: 16. 15. 43-12-41 _10 


-2:1-2:38:4:5:6-7:8:9:10 49 


Problema a) poate îl rezolvată și fără a calcula numărul total al rezultatelor. Pentru 
aceasta, este suficient să ne imaginăm că, dacă echipa A se găsește în una din cele două grupe, 
atunci echipa B poate ocupa sau unul dintre cele 9 locuri libere în aceeași grupă sau unul dintre 
cele 10 locuri libere din grupa a doua (10 rezultate favorabile şi 9 nefavorabile). 


b) Numărul cazurilor în care patru echipe A, B, C şi D vor face parte 
din aceeaşi grupă este egal cu numărul combinărilor de 20 — 4 = 16 (numărul 
echipelor rămase) luate cîte 10 — 4 = 6 (numărul locurilor rămase in acea 
grupă, unde se află echipele A, B, C şi D). Probabilitatea căutată este egală cu 


Ch _2:7-8:9:10_% _ 
CH2 20:19-18:17 323 


Dacă se consideră repartizările posibile ale echipelor în decurs de doi ani, 
fiecare repartizare posibilă a echipelor din primul an poate să fie asociată cu 
orice repartizare din anul următor, adică numărul rezultatelor posibile aici se 
ridică la pătrat şi este egal cu (C10/2)2, Numărul rezultatelor favorabile, 
de asemenea, se ridică la pătrat și este egal cu (C$)? 

Astfel, probabilitatea ca cele patru echipe mai tari să facă parte din aceeaşi 
grupă doi ani la rind este egală cu (28/323)? ~ 0,0064. 

c) Numărul cazurilor în care echipele A și B vor face parte din acași 
grupă, iar echipele C şi D din cealaltă este egal cu numărul combinărilor de 
20 — 4 = 16 (numărul echipelor rămase după scoaterea echipelor A, B, C 
şi D) luate cite 10 — 2 = 8 (numărul locurilor rămase în grupa în care se află 
echipele A şi B). Numărul cazurilor este același și cînd într-o grupă se află 
A şi C, iar în a doua B şi D, sau cînd într-una din grupe se află A și D, iar 
în a doua B şi C. Numărul total al cazurilor favorabile este egal cu 3: Ch = 

3- 161 


(8)? 


iar probabilitatea căutată este egală cu 
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69. Numărul total al rezultatelor posibile într-o succesiune de patru par- 
tide se obţine asociind câştigul sau pierderea din prima partidă cu ciștigul sau 
pierderea din a doua, a treia și a patra partidă. Acest număr este egal cu 
24 = 16. Toate aceste rezultate sint egal posibile, deoarece după enunţul pro- 
blemei adversarii sint de forțe egale și pentru fiecare partidă în parte proba- 
bilitatea cîștigului este aceeași pentru fiecare dintre adversari. Aici rezultatele 
favorabile sint rezultatele în care primul dintre adversari cîştigă în trei cazuri 
din patru; numărul unor astfel de rezultate este egal, evident, cu 4 (aceste 
patru cazuri corespund cazurilor în care se pierde prima, a doua, a treia sau 
a patra partidă şi se cîştigă celelalte). Probabilitatea căutată este, astfel, egală 
cu 4/16 = 1/4. La fel în cazul a opt partide, numărul total de rezultate este 
egal cu 28 = 256. Numărul rezultatelor favorabile este egal, aici, cu numărul 
de moduri în care se pot grupa cinci partide ciștigate cin opt, adică este egal 


cu C$ = S = 56. Deci, probabilitatea de a ciștiga cinci partide din opt 
este egală cu a 7 < 1 Ă 


256 324 


Răspuns. Este mai probabil să se cîştige trei partide din patru faţă de un adversar 
de forţă egală decit să se ciștige cinci partide din opt). 


70. a) Aici se consideră experimentul constind din extrageri a k bile 
dintr-o urnă, care conţine n + m bile. Alegerea a k bile din n + m bile se poate 
face în CE,,, moduri diferite. Acesta va fi numărul rezultatelor egal posibile 
ale experimentului nostru. Rezultatele favorabile vor fi acelea în care, printre 
cele k bile extrase, se vor afla exact r bile albe şi deci k — r negre. Este clar 
că, pentru aceasta, trebuie ca r < k, r <n şi k—r <m; în caz contrar, 
nu se va obţine nici un rezultat favorabil și probabilitatea va fi egală cu zero. 
Procedind la verificarea acestor inegalităţi, se obţine numărul rezultatelor 
favorabile asociind C} moduri de extragere a r bile albe din n bile albe exis- 
tente cu C$" moduri de extragere a k —r bile negre din m astfel de bile. Deci 
numărul rezultatelor favorabile este aici egal cu C+C%" şi probabilitatea cău- 
tată este CCTC E, m 

b) Fie k < n şi k < m. La o extragere a k bile din urnă care conţine n 
bile albe şi m negre, numărul bilelor albe extrase poate fi egal sau cu 0, sau 
cu 1, sau cu 2,..., sau cu A. Conform problimei a), probabilitatea ca acest număr 


3 5 
1) Acest rezultat pare la început paradoxal, deoarece T > 3 și se pare, astfel, că 


trebuie să fie mai greu să se ciştige faţă de un adversar de egală valoare trei partide din patru, 
decit cinci partide din opt. Însă într-un fel astfel de raţionament nu se ţine seama de faptul 
că atunci cind numărul total de partide crește, probabilitatea unui anumit rezultat în general 
se micșorează considerabil deoarece crește numărul cazurilor posibile. Într-adevăr, trebuie 
să facem deosebirea între probabilitatea de a ciștiga exact cinci partide din opt, despre care 
se vorbeşte în enunţul problemei, de probabilitatea de a ciștiga nu mai puţin de cinci 
partide din opt. A ciștiga față de un adversar de valoare egală nu mai puţin de cinci 
partide din opt este, într-adevăr, mult mai ușor decit a ciștiga nu mai puţin detrei par- 
tide din patru; însă, pentru a ciștiga nu mai puţin de cinci partide din opt există patru cazuri 
posibile (ciștigarea a cinci, șase, şapte și opt partide), iar pentru ciștigarea a nu mai puţin de 
trei partide din patru sint numai două (ciștigarea a trei sau a patru partide). 
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să fie egal cu 0 este egală cu COCE/C*,,,; probabilitatea ca acesta să fie 1 este 
egală cu CACH '/C E m; probabilitatea ca acesta să fie 2 este egală cu C2C%2/C+, ;... 
probabilitatea ca acesta să fie egal cu k este egală cu CEC? JCE m Dar suma 
tuturor acestor probabilități trebuie să fie egală cu 1: într-adevăr, prin adu- 
narea lor vom obţine o fracție avind la numărător şi la numitor numărul 
total al rezultatelor egal posibile ale experimentului. Deci, 


coc: C! Ck- 2Ck-2 ko 
n m sm 3 EnCm + ap Cam — 4 
Ce Chim Chim Ch rm 


şi 
CC + CLC! + czer? +--+ CRCI, == Che 


Observaţie. Metoda utilizată în problema 70, b) pentru stabilirea relaţiilor dintre 
coeficienţii binomiali este, ca idee, asemănătoare cu metoda „geometrică“ examinată în pro- 
blema 59. În ambele cazuri împărțim o anumită mulțime de obiecte (cele mai scurte drumuri 
din metoda „geometrică“ și toate rezultatele posibile ale experienţei în soluţia problemei 70, b)), 
al căror număr poate fi calculat, în submulțimi fără elemente comune şi egalăm, după accea 
numărul total al obiectelor cu suma numărului de obiecte aparţinind şubmulțimilor. Să obser- 
văm că, spre deosebire de numărul celor mai scurte drumuri, nu este obligatoriu ca număru! 
total de rezultate ale experienţei să fie exprimat prin coeficienţi binomiali, ceea ce face ca 
metoda din problema 70, b) să fie aplicabilă la stabilirea unui șir de relaţii care în principiu 
nu pot fi obţinute în schema geometrică a problemei 59 (v., de exemplu, problema 71). 


71. a) În momentul în care o persoană constată că cutia de chibrituri 
scoasă din buzunar este goală, a doua cutie poate să conţină O chibrituri 
(adică să fie de asemenea goală), 1 chibrit, 2 chibrituri, 3 chibrituri etc. pînă 
la n chibrituri inclusiv. Experimentul constă în aceea că persoana scoate 
de mai multe ori la întimplare cîte un chibrit dintr-o cutie sau din cealaltă, 
pină cînd una dintre ele se va goli. În acest caz, numărul total de chibrituri 
scoase în diferite etape ale experimentului va fi, desigur, diferit; de aceea 
diferitele rezultate nu vor fi egal posibile și: nu pot fi folosite pentru calculul 
probabilităților. Această dificultate poate fi înlăturată cu ajutorul unui pro- 
cedeu‘ analog celui folosit în rezolvarea problemei 65: vom considera că în 
momentul în care cutia scoasă va fi goală persoana o umple din nou (practic 
acest lucru poate fi realizat, de exemplu, inlocuind cutia goală cu ocutie 
plină) şi continuă să ia mai departe cite un chibrit la întîmplare dintr-o cutie 
sau alta. Vom conveni să considerăm că această extragere succesivă a chibri- 
turilor se opreşte după scoaterea celui de-al (27n + 1)-lea chibrit deoarece 
inițial ambele cutii au conţinut în total 27 chibrituri, este clar că în acest 
moment cel puţin una dintre cutii va fi goală (și va fi umplută din nou). 
Acum putem formula din nou problema pusă în modul următor: o persoană 
scoate de 2n + 1 ori la rînd cîte un chibrit dintr-una din cele două cutii, iar 
probabilitatea de a lua de fiecare dată un chibrit dintr-o cutie sau alta este 
aceeaşi. Numărul de chibrituri din fiecare cutie poate fi considerat nemărginit 
(deoarece am convenit să umplem cutia goală din nou). Într-un moment 
Oarecare, persoana a scos pentru prima oară al (n + 1)-lea chibrit dintr-una 
din cutii (în prima formulare aceasta ar fi însemnat că èl a găsit cutia goală); 
care este probabilitatea ca în acel moment din cutia a doua să fi fost scoase 
n — k chibrituri? 
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În noua formulare, problema se rezolvă foarte simplu. La fiecare extracţie 
în parte se pot prezenta, evident, două cazuri (chibritul poate fi extras din 
prima sau din a doua cutie); la 2n + 1 extracţii succesive se pot prezente 
22n+1 cazuri diferite. Acesta este chiar numărul total al cazurilor egal posibile 
în experimentul considerat. Cazuri favorabile vor fi acelea în care în primele 
2n—k extracţii vor fi scoase n chibrituri din prima cutie şi n — k. din a.doua, 
iar al (2n— k+ 1)-lea chibrit va fi din nou scos din prima cutie ; sau, dimpotrivă, 
in primele 2n — k extracţii, n chibrituri vor fi scoase din a doua cutie și n — h 
din prima, iar în a (2r — k + 1)-a extracţie, chibritul va fi scos, de ase- 
menea, din a doua; rezultatele ultimelor k extracţii pot fi în acest. caz oare- 
care. Dar numărul cazurilor în 2n — k extracţii, în care n chibrituri sînt scoase 
din prima cutie, iar n — k din a doua, este egal cu numărul combinărilor 
Code 2ng—k elemente luate cite n. Asociind aceste cazuri cu 2% cazuri 
posibile din: ultimele & probe, vom găsi că numărul de cazuri în care n + 4 
chibrituri sint scoase mai întîi din prima cutie, din a doua cutie fiind scoase 
în acest moment n— chibrituri, este egal cu C3,_„2*. Tot atitea vor fi și cazu- 
rile în care al (n + 1)-lea chibrit va fi scos pentru prima oară din a doua cutie, 
iar din prima cutie vor fi scoase în acel moment n — F chibrituri. Deci, numă- 
rul total de cazuri favorabile ale ‘experienței este aici egal cu 2C8n-p' 2° = 
= 24C h-p Deci, pentru probabilitatea căutată, vom obţine formula 


k+1 m 
2 i 2n—k Cin-k k 


gml = gga-k 


b) În momentul în care persoana, despre care este vorba în enunţul 
problemei a), constată că cutia de chibrituri scoasă din buzunar este goală, 
în a doua cutie se poate găsi orice număr de chibrituri de la O la n. Suma 
probabilităților ca acest număr să fie egal cu 0, ca acest număr să fie egal 
cu 1, ca acest număr să fie egal cu 2 etc. pină ce acest număr este egal cu n, 
trebuie, evident, să fie egală cu 1: adunind toate aceste probabilităţi, vom 
obține o fracţie avînd atit la numărător cît şi la numitor numărul cazurilor 
egal posibile ale experimentului. Deci, 


Con Ji Cin- + Cina + Si + c = 1, 


22n D2n-1 227-2, 


Cin + 2Câa- + 22C n-z + e + 2Ca = 27, 


72. Deoarece fiecare dintre vinătorii A și B pot nimeri şi ucide rața 
de tot atitea ori cît o pot rata, atunci, la fiecare împuşcătură în parte, probabi- 
litatea de a ucide rața pentru fiecare dintre acești vinători este egală cu 1/2, 
adică este egală cu probabilitatea de a obține stema în aruncarea monedei. 
Astfel, problema noastră este echivalen'a cu următoarea: A aruncă moneda 
de 50 de ori, iar B o aruncă de 541 ori; care este probabilitatea ca lui B să-i 
iasă stema de mai multe ori decit lui A ? În această problemă, numărul cazurilor 
egal posibile ale experienței nu este greu de calculat; însă, calculul numărului 
cazurilor favorabile este foarte complicat. Nu vom face acest calcul, ci vom 
folosi în locul lui următorul raţionament simplu și ingenios. 
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Mulțimea tuturor cazurilor experimentului, care constă în aceea că A 
aruncă moneda de 50 ori, iar B o aruncă de 541 ori o vom separa în urmă- 
toarele două părți: 1) mulțimea tuturor cazurilor în care lui B îi va ieşi 
stema de mai multe ori decit lui A şi 2) mulțimea tuturor cazurilor în care 
lui B îi va ieși stema nu de mai multe ori (adică de mai puţine ori sau de tot 
atitea ori). Se observă că, dacă lui B i-a ieșit stema de tot atitea ori cit și 
lui A sau de mai puţine ori, aceasta înseamnă că lui B i-a ieșit banul de mai 
multe ori decit lui A şi, invers, dacă lui B i-a ieşit banul de mai multe ori decit 
lui A, aceasta înseamnă că stema i-a ieșit lui B sau de tot atitea ori cit și lui 
A sau chiar de mai puţine ori (deoarece B aruncă numai o singură dată în plus 
decit A). Deci, mulţimea cazurilor în care B nu obţine stema de mai multe 
ori decit A coincide cu mulțimea cazurilor în care B obţine banul de mai 
multe ori decît A. Dar, datorită pertectei simetrii a monedei, numărul cazu- 
rilor, în care lui B îi apare stema de mai multe ori decit lui A trebuie să fie 
egal cu numărul cazurilor în care lui B îi apare banul de mai multe ori decit 
lui A. Deci, în problema noastră numărul cazurilor favorabile este egal cu 
numărul cazurilor nefavorabile, de unde rezultă imediat că probabilitatea 
căutată este egală cu 1/2. 

Astfel, probabilitatea ca prada lui B să fie mai mare decît prada lui A 
este egală cu 1/2. 


Observaţie. Soluţia dată rămine valabilă în întregime în cazul în care în timpul 
vinătorii A întilneşte n rațe iar B întilnește n + 1 rațe. Şi în acest caz mai general probabi- 
litatea ca prada lui B să fie mai mare decit a lui A este egală cu 1/2. 


73. a) În experimentul din problemă, doi vinători trag în vulpe în acelaşi 
timp. În acest caz, frecvenţa cu care unul dintre vinători nimereşte sau ratează 
nu depinde, desigur, de rezultatul împușcăturii simultane a celuilalt: dacă 
ei vor trage simultan de mai multe ori în vulpe, atunci primul va nimeri 
la ţintă o dată la trei trageri, iar al doilea va nimeri la țintă atit în cazul 
în care împușcătura primului vinător este reuşită cît şi în cazul în care nu 
este reuşită. În calculul probabilităților, cei doi vinători pot fi înlocuiţi cu două 
persoane care extrag fiecare, independent de cealaltă, cîte un bilet dintr-o 
urnă conţinind două bilete cu inscripția Ra (adică „rateu“) și un bilet cu 
inscripţia R („reuşit“). Numărul biletelor cu inscripția R extrase din urnă 
dau numărul cazurilor în care vulpea este nimerită. 

Asociind cele trei cazuri ale extragerii biletului de către prima persoană 
cu cele trei cazuri de acelasi fel din extragerea efectuată de a doua persoană, 
vom obține următoarele rouă cazuri egal posibile: 


Ra—Ra Ra—Ra Ra—R 
Ra—Ra Ra—Ra Ra—R 
R —Ra R —Ra R —R 


(primul este indicat rezultatul primei extrageri a biletului). Printre aceste 
nouă cazuri există cinci cazuri favorabile, adică astfel că cel puțin o persoană 
scoate biletul R (in tabel acestea sînt cazurile care figurează în coloana a treia 
sau în rîndul al treilea). Astfel, probabilitatea căutată, ca vinătorii să ucidă 
vulpea, este egală cu 5/9. 
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b) Asociind fiecare dintre cele nouă cazuri din problema precedentă 
cu cele două ratări şi o reuşită, independente de ele, ale celui de-al treilea vină- 
tor, vom obţine 27 rezultate egal posibile pentru împușcăturile simultane 
ale celor trei vinători. În aceste 27 rezultate, cel puţin unul dintre primii doi 
vinători nimerește în vulpe în 5: 3 = 15 cazuri (amintim că în problema 
precedentă vulpea era nimerită în cinci cazuri din nouă); în celelalte 12 cazurE 
şi primul şi al doilea vinător vor rata, însă, în a treia parte dintre ele (adică 
în patru cazuri) al treilea vinător va nimeri în vulpe. Astfel, cel puțin un caz 
în care se nimereşte va fi unul dintre cele 15 + 4 = 19 din 27 cazuri egal 
posibile şi probabilitatea căutată va fi egală cu 19/27. 

c) În cazul tragerii simultane de către n vinători, în mod analog cu cazu- 
rile a) şi b) vom obţine 3” cazuri egal posibile. Dar, aici, calculul numărului 
de cazuri corespunzătoare cazurilor în care nimerește cel puţin un vinător 
este mult mai complicat decît în condiţiile mult mai simple considerate ma: 
sus. Totuși, un astfel de calcul poate fi efectuat (el este analog calculului 
făcut la prima soluție a problemei 78, a)). Aici, nu-l vom face, însă, deoarece 
problema poate fi rezolvată mai simplu cu ajutorul următorului raţionament. 
Vom calcula numărul cazurilor care corespund ratărilor de către 
toţi cei n vinători. Numărul cazurilor în care nimereste cel puţin 
unul dintre vînători va fi egal cu diferența dintre numărul total al cazurilor 
egal posibile și acest număr. Numărul cazurilor în care ratează toți vină- 
torii este uşor de calculat, evident, primul vinător din 3” împuşcături va rata 


în a "32 = 2 - 3"1 cazuri. Din aceste 2 -3"-1 împușcături nereușite pentru. 


primul vinător, al doilea vinător va rata în Z2 -37-1 = 22 -3n-2 cazuri 
Din aceste 22 :3"-2 împușcături nereușite pentru primii doi vinători, al treilea 


vinător va rata în 7 »22 -9n-2 = 23 :3”-3 cazuri. Continuind să raționăm 


in mod analog, vom ajunge la concluzia că toți cei n vinători vor rata simultan 
in 2” cazuri din 3”. Astfel, numărul cazurilor corespunzătoare cazului ca să 
nimerească cel puțin un vinător este egal cu 3” — 2” şi probabilitatea căutată 


în această problemă este egală cu 1 = 1— (3) . 


74. Se va calcula întii probabilitatea cu care se nimereşte la a doua și 
la a treia impușcătură. A doua oară vinătorul trage de la distanța de 150 m, 
iar a treia oară de la distanța de 200 m. Deoarece, conform presupuneri 
făcute, probabilitatea de a nimeri este invers proporțională cu pătratul dis- 
tanței și probabilitatea de a nimeri la distanța de 100 m este egală cu 1/2, 
atunci probabilitatea de a nimeri la a doua împuşcătură va fi egală cu 
1/100% 1 4 2, : . „4 (1002 4 

(0 =—:—=—s iar la a treia va fi egală cu = | ) == 

150 2 9 9 2 \ 200 8 
Rezultă deci că problema noastră este echivalentă cu următoarea. O per- 
soană extrage la intimplare o bilă dintr-o urnă în care se află o bilă albă şi 
una neagră. Dacă bila scoasă este neagră, ea face o a doua extracție dintr-o 
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altă urnă care conţine două bile albe şi 9 — 2 = 7 negre. În sfirșit, dacă şi 
această bilă este neagră, face o a treia extracţie dintr-o urnă în care se află 
o bilă albă şi 8 — 1 = 7 bile negre. Care este probabilitatea ca această per- 
soană să scoată cel puţin o dată o bilă albă? Această probabilitate va fi egală, 
exact, cu probabilitatea ca viînătorul să nimerească vulpea. 

Se va considera ca, independent de rezultatul primei şi celei de-a! doua 
extracţii, persoana considerată tot va extrage cîte o bilă din toate cele trei 
urne (această presupunere este analoagă cu cele făcute mai înainte în rezol- 
varea problemelor 65 şi 71 şi urmăreşte același scop). Extragerea unei bile 
din prima urnă poate prezenta două cazuri egal posibile: unul în care se extrage 
bila albă, al doilea, extracția bilei negre. La extragerea din a doua urnă se pot 
ivi nouă cazuri egal posibile: două în care este extrasă bila albă și şapte pentru 
cea neagră. Extragerea din urna a treia poate prezenta opt cazuri egal posi- 
bile din care numai în unul bila extrasă va fi albă. Asociind cele două cazuri 
din prima extragere cu nouă cazuri din cea de-a doua și cu opt cazuri din cea 
de-a treia, vom obţine în total 2: 9: 8 = 144 cazuri egal posibile ale experi- 
mentului. Nefavorabile vor îi acele 1 : 7: 7 = 49 cazuri în care și din prima, 
și din a doua, şi din a treia urnă sint extrase bile negre. Celelalte 
144 — 49 = 95 cazuri vor fi favorabile. Deci, probabilitatea căutată în pro- 


blemă este egală cu 198066; 
144 


75. Prima rezolvare. Vom considera experimentul în care fie- 
care din cele patru persoane A, B, C şi D face anumite afirmaţii şi după aceea 
se verifică care dintre ele a spus adevărul şi care nu. Fiecare din aceste patru 
persoane spune adevărul o dată din trei cazuri, tot așa cum fiecare din vină- 
torii din problema 73 nimerește la ţintă o dată din trei cazuri. Raţionind 
ca și la rezolvarea acestei probleme, ne vom convinge că în experimentul 
considerat se poate aprecia că există 81 cazuri egal posibile; aceste 81 cazuri 
egal posibile se pot reduce la următorul tabel (A înseamnă adevăr, F — fals) 
patru litere consecutive se referă la afirmaţiile făcute respectiv de A, B, 
C şi D): 

A—A—A—A; A—A—A—F; A—A—F—A; A—F—A—A; F—A—A—AŢ 
o dată de 2 ori de 2 ori de“2 ori de 2 ori 
A—A—F—F; A—F—A—F; A—F—F—A; F—A—A-F; 

de 4 ori de 4 ori de 4 ori de 4 ori 
F—A—F—A; F—F—A—A; A—F—F—F; F—A—F-F; 
de 4 ori de 4 ori de 8 ori de 8 ori 
F—F—A—F; F—F—F—A; F—F—F—F 
de 8 ori de 8 ori de 16 ori 

(aici un caz se repetă o dată, patru cazuri se repetă de două ori, șase cazuri 

se repetă de patru ori, încă patru cazuri se repetă de opt ori şi ultimul caz 

se repetă: de 16 ori, deci în total avem efectiv 14+4:24+6:4+4:-8+ 


+ 16 = 81 cazuri egal posibile). Aceste 81 de cazuri egal posibile au loc atunci 
cînd afirmaţiile făcute de A, B, C şi D nu depind una de cealaltă. În cazul 
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nostru, insă, dat fiind caracterul special al acestor afirmaţii, unele din aceste 
posibilităţi sint excluse. Pentru a înţelege în ce constă faptul, vom cerceta 
cazul mai simplu, cînd se pronunță numai două din cele patru persoane (să 
zicem A și D). În general, aici vor fi nouă cazuri egal posibile (acest caz este 
in totul analog cu cel considerat în problema 73, a)); dacă, însă, D a făcut 
o afirmaţie oarecare şi A declară că D a spus adevărul, atunci este clar că 
numărul posibilităţilor se reduce: posibile vor fi doar schemele în care sau 
şi A și D au spus adevărul, sau și A şi D au minţit. La fel, dacă A declară 
că C susţine că D a spus adevărul, atunci este evident că sau și A şi C şi D 
spun adevărul, sau două din persoane spun minciuni, iar a treia spune 
adevărul. În cazul nostru, A declară că B neagă că C suţine că D a spus o 
minciună ; acest lanţ de afirmaţii poate fi exprimat în modul următor: A de- 
clară că B susţine că C susţine că D a spus adevărul. Este clar că, într-un 
astfel de caz, pot să mintă doar un număr par de persoane, adică sau toate 
patru, sau două oarecare, sau nici una W. Deci, după însuşi sensul problemei 
aici sînt posibile doar cazurile cuprinse în rindurile întii, al patrulea, al cincilea 
şi al optulea din tabelul nostru de cazuri, adică în total sînt 14+6.44+1.16= 
= 41 cazuri egal posibile... O. l l 

Ne mai rămîne acum. să calculăm cîte dintre aceste cazuri corespund. 
situației în care D a spus adevărul, adică să calculăm numărul celorlalte 
scheme care se încheie cu litera A. De acest gen, evident, vor fi schemele 


A—A—A—Aj 
o dată 
A—F=—P—A; F—A—F—A; F—F—A—A. 
de 4 ori de 4 ori de 4 ori : 


Deci numărul cazurilor favorabile în problema noastră este egal cu 1 + 3 : 4= 
= 13 şi, prin urmare, probabilitatea căutată este egală cu 13/41. 


= Rezolvarea a doua. Această problemă poate fi rezolvată şi fără 
a scrie tabelul complet al tuturor cazurilor. O vom rezolva în formularea dată în 
observaţia de la enunț. Să presupunem că D a scris semnul „plus“. Conform 
enunțului problemei, într-un astfel de caz vom avea trei cazuri egal posibile 
ale experimentului în care C transcrie semnul de la D: în unul dintre cazuri C 
transcrie semnul „plus“ și în două cazuri semnul „minus“ (compară cu soluția 
problemei 73). Să presupunem, mai departe, că B transcrie semnul de la C; 
fiecăruia din cazurile în care C a scris semnul „plus“ îi corespunde un singur 
caz în care B scrie semnul „plus“ și două cazuri în care B scrie „minus“; 
cazului în care C a scris „minus“ îi corespund două cazuri în care B scrie 
„plus“ şi un caz în care B scrie „minus“. Să presupunem că D a scris semnul 
„plus“; C a copiat semnul de la D și B a copiat semnul de la C. În acest caz, 
vor fi în total 3: 3 = 9 cazuri egal posibile ale experimentului în 1: 1 + 


i) Este uşor de verificat că celelalte posibilităţi se înlătură, iar acestea rămin. Astfel, 
dacă D a minţit într-adevăr, atunci, în mod vădit, ceilalţi trei nu au putut să spună cu toţii 
adevărul (altfel A ar fi trebuit să spună că B confirmă că C susține că D a.spus minciuna); 
în mod analog se verifică că nu sint posibile nici toate cclclaite cazuri în care a minţit una din 
persoane sau trei din ele. : 
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+ 2.2 = 5 din aceste cazuri B scrie semnul „plus“, iar în 1-24+2:1=4 
din aceste cazuri B scrie semnul „minus“. Să presupunem, în sfirsit, că A 
transcrie semnul de la B. Fiecărui caz în care B scrie „plus“ îi corespunde 
un caz în care A transcrie semnul „plus“ şi două cazuri în care A scrie semnul 
„minus“ ; fiecărui caz în care B scrie „minus“ îi corespund două cazuri în care 
A scrie „plus“ și un caz în care A transcrie „minus“. Astfel, obţinem în total 
9: 3 = 27 cazuri egal posibile ale experimentului în care A transcrie semnul 
de la B (B a transcris semnul de la C; C a transcris semnul de la D; D a scris 
semnul „plus“); în 5- 1+ 4: 2= 13 dintre aceste cazuri A scrie semnul 
„plus“, iar în 5 - 2 + 4- 1 = 14 dintre aceste cazuri A scrie semnul „minus“. 


Tot aşa, dacă se ştie că D a scris semnul „minus“, vor fi 27 de cazuri 
egal posibile ale experimentului; în 13 din aceste cazuri A scrie semnul „minus“ 
și în 14 cazuri scrie semnul „plus“. Deoarece D scrie „plus“ o dată la trei 
cazuri, rezultă că, în total, există, evident, 27 : 3 = 81 cazuri egal posibile; 
în 13 + 2 - 14 = 41 din aceste cazuri A scrie „plus“, iar în 14 + 2: 13 = 40 
cazuri A scrie „minus“. Dacă se știe dinainte că A a scris semnul „plus“, 
atunci sint posibile numai primele 41 de cazuri. În 13 din aceste 41 cazuri D 
a scris „plus“, iar în 2: 14 = 28 cazuri D a scris „minus“. De aceea, dacă 
se știe că în urma transcrierii consecutive A a scris „plus“, probabilitatea ca 
D să fi scris semnul „plus“ este egală cu 13/44. 


Observaţie. A doua rezolvare a problemei este interesantă prin aceea că prezintă 
mari posibilități de generalizare. Să presupunem că există n + 1 persoane; prima persoară 
Ag scrie semnul „plus“ sau „minus“ și-l arată lui A,; A; transcrie acest semn și-l arată lui A3: 
A, transcrie semnul de la A, și-l arată lui Ag ete. pină la ultima persoană An, care scrie semnul 
de la Anı. Să presupunem că se știe că probabilitatea ca Ay să scrie semnul „plus“ este egală 
cu a/(a + B) (cu alte cuvinte, Ag serie „plus“ în œ cazuri din œ + B): probabilitatea ca fiecare 
din persoanele A, Áz, ..., An să nu greşească la transcriere este egală cu ; /(p + q) (soluţia pro- 
blemei nu se va modifica sensibil în cazul în care se consideră probabilități diferite de a greși 
pentru persoanele A1, A3,..., An). Să presupunem că se ştie că persoana Ap a scris semnul „plus“ ; 
se întreabă care este probabilitatea ca persoana Ag să fi scris, de asemenea, semnul „plus,? 
(Propunem cititorului să formuleze singur această problemă ca „problema celor n + 1 min- 
cinoși“). 

Vom raţiona ca în a doua rezolvare a problemei. Să presupunem că se ştie că persoana 
Ag a scris semnul „plus“. Într-un asticl de caz, experiența în care A, transcrie semnul de la 
Ag va avea p + q cazuri egal posibile; în p dintre aceste cazuri A, scrie „plus“ și în q cazuri 
scrie semnul „minus“. Experienţa în care A, transcrie semnul de la A, va avea (p + q)2 cazuri 
egal posibile; în p’ p + q: q = p? + q2 din aceste cazuri A, scrie semnul „plus“, iar în p’ qg + 
+ q: p = 2pq din aceste cazuri A, scrie semnul „minus“. Experienţa în care Ag copiază sem- 
mul de la A, va avea (p + q)? cazuri egal posibile; în (p? + q2)-p + 2pq: q = pt + 3pq? din 
aceste cazuri Ag scrie „plus“, iar în (p? + q2): q + 2pq: p = 3p2q + q3 din aceste cazuri A, scrie 
„minus“, Continuind să raționăm la fel, vom obţine că experienţa în care Ap copiază semnul 
de la Apa va avea (p + q)” cazuri egal posibile; în 


p” + Chp"? + CAP + ... 
di: aceste cazuri Ap scrie semnul „plus“, în 
Cupr-iq + CRP g? + oe 


din aceste cazuri Aņ scrie „minus“ (punctele de la sfirşitul sumelor înseamnă că termenii su- 
melor se scriu după aceeaşi lege atita timp cit au o semnificaţie; demonstrația ultimului re- 
zultat se obține ușor prin metoda inducției complete). 
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Tot așa se demonstrează că, dacă A, a scris semnul „minus“, experienţa în care A, tran- 
scrie semnul de la Ag; Ag scrie semnul de la A,;...; în sfirşit An copiază semnul de la Ap- va 
avea, de asemenea, (P + 4)” cazuri egal posibile; în 

ph + Cp"-202 + Chpt + 
din aceste cazuri Ay scrie semnul „minus“, iar în 
Cup-1q + CRP + ... 


din aceste cazuri Ap scrie „plus“, Ținind seama, acum, de faptul că în « cazuri Ap scrie 
semnul „plus“ şi în B cazuri scrie semnul „minus“, vom obține în total (x + B) (p + q)y” cazuri 
egal posibile; în 


a(p” + Câp-2q2 + CAph-4ut + ...) -+ B(Cup"-iq + Capra + ...) 
din aceste cazuri A, scrie semnul „plus“; în 
a(Cipr-iq + Câpn-3g3 + ...) + BE” + Chpt? + Cipa +...) 


-uzuri scrie semnul „minus“. Dacă se știe dinainte că Ap a scris semnul „plus“, atunci numai 
primele 


a(p” + Capn-2q2 + Cipi +...) + B(Cipr-iq + Câpr-aq2 +...) 
din aceste cazuri sint posibile. În 
a(p? + Capn-2q2 + Cipri + ...) 
din aceste cazuri Ag a scris „plus“, iar în celelalte 
B(Cipr-1q + Câpn-aga +...) 


cazuri a scris „minus“, Astfel, tragem concluzia că, dacă se știe tă în urma transcrieritor com- 
secutive AJ a scris semnul „plus“, probabilitatea ca A, să fi scris „plus“ este egală cu 


alp? CAp™-24? + Capg + -..) 
(pn -+ Capn-2g2 + Câpr-tgi + ...) + PCAP?! + Gips + ... 


Acest răspuns poate fi scris și într-o formă mult mai comodă. Într-adevăr, vom utiliza 
faptul că 


(pP + Cipn-2q2 + Cuptqt + ...) + (Chpt + Capri + ...) = 
= pn + Clpr-ig + Chp??? + Capg? + Cipri + e = (P + g 
(pn -+ Căpn-2q2 + Chg- + ...)— (Chp"-tg + Capa, + ...) = 
= p” — Cyp-iq + Capg? — Capa q? + Cipa — = (n gh 
De aici avem 
p” + Chp”? + Chpt! + e = [(P + 9) + (p— 912 
Cip"-iqg + Capa? + ... = Ll ++ D (p=— qi 
ceea ce ne permite să scriem răspunsul obținut sub forma următoar=: 


a(p + 9) + a (p— 0)" , 
(e + B) (P+ 9 + (a B)(p— 9) 
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aa [1 + (pr al 
1+ (x — $i) (Pi — d) 
Punind în ultima formulă xı = 1/3, p, = 1/3, n = 3, vom obţine 13/41, adică răspunsul la 
problema 75. 
Raționamentul folosit în observaţia de faţă are un caracter general şi este aplicabil într-un 


mare număr de probleme de teoria probabilităților (cazul așa-numitelor lanţuri Markovy 
v. problema 190 din [17]). 


76. a) Șase capete ale firelor de iarbă pot fi legate două cite două în 
5: 3. 1 = 15 moduri diferite (primul capăt poate fi legat cu oricare dintre 
celelalte cinci; după aceea unul din celelalte patru poate fi legat cu oricare 
din celelalte trei; apoi celelalte două capete pot fi legate numai într-un singur 
mod). Deoarece capetele de sus și de jos pot fi legate în 15 moduri diferite, 
independent unele de altele, rezultă că numărul total de cazuri egal posibile 
ale experimentului este egal cu 15 - 15 = 225. 

Vom calcula acum numărul cazurilor favorabile. Să presupunem că păr- 
ţile de sus sint legate două cite două într-unul din cele 15 moduri posibile; 
să presupunem, de exemplu, că s-a legat. capătul primului fir de iarbă cu 
capătul celui de-al doilea, capătul celui de-al treilea cu capătul celui de-al 
patrulea şi capătul celui de-al cincilea cu capătul celui de-al șaselea. În acest 
caz, pentru a se obține un inel, capătul de jos al primului fir de iarbă trebuie 
să fie legat cu capătul de jos al celui de-al treilea, al patrulea, al cincilea sau 
al şaselea fir de iarbă; deci pentru a lega capătul de jos al primului fir de iarbă, 
există patru posibilități. Mai departe, dacă, de exemplu, capătul de jos al 
primului fir de iarbă se leagă cu capătul celui de-al treilea, atunci capătul 
de jos al celui de-al doilea fir de iarbă va trebui să fie legat cu capătul celui 
de-al cincilea fir de iarbă sau al celui de-al șaselea — aici nu mai sint, deci, 
decit două posibilităţi. După aceasta, ne va mai rămîne să mai legăm două 
capete încă nelegate. Asociind toate modurile posibile de legare, rezultă că 
pentru fiecare dintre cele 15 moduri de legare a capetelor de sus vor cores- 
punde exact 4: 2 = 8 moduri de legare a capetelor de jos, care conduc la 
un rezultat favorabil al experienţei: prin urmare, numărul total al cazurilor 
favorabile este egal cu 15: 8 = 120. 

Dee 20,53. 


15-15 15 


b) Raţionind la fel ca și la soluția problemei a), vom găsi că pentru 2n 
fire de iarbă numărul total de cazuri este egal cu [(2n — 1) (2n — 3) (2n — 5) ... 
„«. 12, iar numărul cazurilor favorabile este egal cu 


[(2n — 1) (2n — 3) (2n — 5)... 1] [(2n — 2) (2n — 4)... 2]. 


Dec”, probabilitatea căutată este egală cu 


Astfel, în acest caz, obținem pentru probabilitate expresia 
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Ober vaţie. Trebuie să observăm că răspunsul la problema 76, b), simplu ca formă, 
pentru valori*mari ale lui n devine incomod, deoarece în acest caz trebuie să înmulțim multe 
fracţii. Însă, utilizind. formula lui Stirling 


nia y2rn nhe-? 


(v. problemele 160— 161 şi textul care urmeað după acestea), se poate obține fpentru această 
probabilitate o expresie aproximativă simplă, cu o precizie foarte bună tocmai pentru valori 
mari ale lui n. Într-adevăr, observind că (2n — 2) (21 — 4)... 2 = 2”-1 (n— 1) (n— 2)..1 = 
= 2"-1 (n— 1)! şi tnmulțind numărătorul şi numitorul de la răspunsul la problema 76, b) 
cu această expresie. vom găsi că 
RIE (24n 1) [20-1 faz(n = 1) (n — 1-1 e(”-1)]2 L 
3 [n — 1) (2n — 2)! că (2n — 1) N 270 2(n — 1) [2(n — 1)]2A2-b e-27-1) 


E _Aa(n = 1) N 7 
f e N m 
4 , 2n — 1 2 A n 
deoarece pentru valori mari _ ale lui n 


Eeft- z 


2n— 1 n ¿2n 2n 2 yn 


Aici, m, ca de obicei, este raportul dintre lungimea cercului și diametru: 7 4 3,14. Eroarea 
formulei aproximative pn VTN n) va fi cu atit mai mică, cu cît n va fi mai mare. 


77. a) Vom calcula numărul total al cazurilor egal posibile ale experi- 
mentului considerate în enunţul problemei. Prima persoană poate extrage 
oricare dintre cele C3, = 2n(2n — 1)/2 perechi de bile (numărul . perechilor 
este egal cu numărul combinărilor de 2 n elemente luate cîte 2). După aceasta, 
a doua poate scoate oricare din cele CZ, 2 = (2n — 2)(2n — 3)/2 perechi 
care se pot forma din cele 2n — 2 bile rămase. A treia poate să scoată oricare 
din cele C, = (2n — 4) (2n — 5)/2 perechi etc., pînă la penultima, care 
poate să scoată una din cele C? = 4 - 3/2 = 6 perechi (deoarece în momentul 
penultimei extracții mai rămîn în urnă patru bile) și pină la ultima care ia 
ultimele două bile fără nici o alegere. Asociind C2, cazuri posibile la extra- 
gerea primei perechi de bile cu C$,- cazuri posibile la extragerea celei de-a 
doua perechi cu C3,_„ cazuri posibile la extragerea celei de-a treia perechi, ..., 
cu C? cazuri posibile la extragerea celei de-a (n — 1)-a perechi cu un caz, 
C} = 1, extragerea ultimei perechi, vom obține în total 


A fi CSI e, 4. . 
a o sur A 2 1) alai 2 (ORE: 8) e e atat (2) | 
| 2 2 2 2 2n 


cazuri egal posibile. Rămine să mai calculăm cîte din aceste cazuri sint favo- 
rabile.: 

Cazuri favorabile sînt acelea în care fiecare din cei care fac extracția 
scoate o bilă albă şi una neagră. Prima persoană poate, evident, să scoată 
oricare din cele n bile albe și oricare din cele n bile negre, adică poate să scoată 
oricare din cele n? perechi de bile care sint formate dintr-o bilă albă şi una 
neagră. A doua persoană, după aceasta, poate scoate doar una din cele 
(n — 1)? perechi rămase (după prima extragere mai rămîn n — 1 bile albe 
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zi n — 1 bile negre), a treia poate scoate una din (n — 2)? astfel de bile, ..., 
penultima poate scoate una din 22 = 4 perechi, ultima poate lua ultima 
pereche rămasă. Asociind toate aceste posibilităţi, vom obţine în total 


n2(n — 1)? (n — 292... 22- 12 = (n l}? 
cazuri favorabile. Deci, probabilitatea căutată p, este egală cu 
(n1)? _ 2"(n1)? 
(2n)!/22 (2n)! 
Observaţie. Răspunsul căpătat, care pare foarte simplu, este în realitate foarte 
Āncomod, de îndată ce trebuie să lucrăm cu citeva numere n mai mari (de exemplu, de ordinul 


àui 8 sau mai mari). În acest caz, ca și în multe altele analoage, o foarte mare însemnătate pre- 
zintă formula lui Stirling 


Pa = 


niz N2zn ne’, 


care se aplică tocmai în cazul valorilor mari ale lui n. Utilizind această formulă, obținem urmă- 
toarca formulă aproximativă foarte comodă pentru Pa: 


2n _ _ an(amn) m2ne2n yrn 


(2n)! „Jam 2n (2n)?n e 22 


Pr = 
pentru n mare precizia acestei formule va fi foarte mare. 


b) Numărul total al cazurilor egal posibile este aici egal cu (2n) 1/27, 
deoarece experiența considerată este aceeași ca și în enunţul problemei a) (v. 
soluţia acestei probleme). Astfel, ne mai rămîne să găsim numărul de cazuri 
favorabile. 

În primul rînd, este foarte clar că pentru n impar numărul cazurilor 
favorabile (deci şi probabilitatea căutată p,) este egal cu zero: dacă numărul 
total al bilelor albe este impar, cel puţin una din acestea va fi neapărat ex- 
trasă într-o pereche cu o bilă neagră (deoarece fiecare persoană extrage două 
bile). De aceea este suficient să considerăm cazul lui n = 2k par; aici, 
numărul total de cazuri egal posibile va fi egal cu (4k) !/22*. 

Vom calcula, mai întîi, numărul cazurilor favorabile, în care k persoane 
din cele 2k care efectuează extracţiile extrag cite o pereche de bile albe (și 
deci celelalte A extrag cite o pereche de bile negre). Cele k persoane pot extrage 
câte o pereche de bile albe din numărul total de 24 de astfel de bile în (2%) 1/2* 
moduri diferite (deoarece acest număr de moduri se obţine din numărul total 
al tuturor cazurilor posibile prin înlocuirea lui n cu kk). Celelalte k persoane 
pot extrage cite o pereche de bile negre tot în (24) 1/2£ moduri diferite. Asociind 
aceste posibilități, vom obține că numărul de cazuri în care & persoane scot 
bile albe este egal cu [(2k)1]2/22. Însă din numărul total de 2% persoane, k 
persoane care scot tocmai bile albe pot fi alese în C3, = (2%)!/(k1)2 moduri 
diferite. Numărul total de cazuri favorabile se obţine prin înmulţirea numă- 
rului de cazuri, calculat presupunind că aceste Î; persoane sint alese dinainte, 
cu (2%)!/(41)2. Deci, în definitiv, numărul total al cazurilor favorabile este 
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2 3 
egal cu iu pă RER e şi deci probabilitatea căutată pə, este 
22% (k!)? 22%(h1)2 
egală cu 


_ LOBIP (41 _ LOPE 
2k12 22 (4) (k12 


2k 


Observație. Ca şi in cazul problemei a), pentru valori mari ale lui k este comod 
să transformăm răspunsul obținut, utilizind formula lui Stirling: 


LEP (277° 2K H2 c-6k (hey . 23/2 . 20Ep6k e-t f2 
< y ua O OS Ze 
(AK) (k) Aj 2r- Ak(4R)E e-¥(27k) 2% e-2k (2n10)3/2 - 2- 448 e-6k 22k 


78. a) Prima rezolvare. Experimentul despre care este vorba 
în această problemă constă în faptul că pe fiecare dintre cele n plicuri se scrie 
una din cele n adrese. În acest caz, pe primul plic poate fi scrisă oricare din 
cele n adrese; pe al doilea poate fi scrisă oricare din n — 1 adrese rămase; 
pe al treilea poate fi scrisă oricare din n — 2 adrese rămase etc. Asociind aceste 
posibilităţi, vom găsi că în total experimentul poate avea n(n — 1) (n — 2).. 
... 1 = n! cazuri egal posibile diferite (după cum trebuia să ne așteptăm. 
acest număr este egal cu numărul permutărilor de n elemente). Astfel, rămîne 
să mai calculăm numărul cazurilor favorabile. 

Cazurile favorabile vor fi aici acelea în care cel puţin pe unul din plicuri 
va fi scrisă adresa corectă. Numărul de cazuri în care pe primul plic va fi scrisă 
adresa corectă este egal, evident, cu numărul de moduri în care pot fi scrise 
celelalte n — 1 adrese pe plicuri, adică este egal cu (n — 1)!. La fel, numărul 
cazurilor în care adresa corectă va fi scrisă pe al doilea plic, pe al treilea plic, ..., 
pe al n-lea plic, va fi egal cu (n — 1)!. Însumind toate cazurile în care adresa 
corectă va fi scrisă pe primul, pe al doilea, pe al treilea, ..., pe al n-lea plic 
vom obține l 


(n— 11+ (n— Dir. + (n— 1)!= n(n — 1)l= n! 


cazuri favorabile. Însă, într-un astfel de calcul, facem greșeala că socotim de 
mai multe ori unele cazuri în care în acelaşi timp sînt scrise adresele corecte 
pe mai multe plicuri (tocmai datorită acestei greșeli numărul cazurilor 
favorabile coincide cu numărul total al cazurilor). Ne vom strădui acum să 
reparăm această greșeală. 

Toate cazurile, în care pe două plicuri oarecare (de exemplu, pe primul 
şi pe al doilea) au fost scrise adresele corecte se consideră de două ori în expresia 
n(n — 1) :0 dată printre (n — 1)! cazuri în care pe primul plic este scrisă 
adresa corectă şi a doua oară printre (n — 1)! cazuri în care pe al doilea plic 
este scrisă adresa corectă. Numărul cazurilor în care și pe primul și pe al 
doilea plic sint scrise adresele corecte este, evident, egal cu numărul de mo- 
duri în care pot fi completate celelalte n — 2 plicuri, adică este egal 
cu (n — 2)|. Acelaşi este, evident, şi numărul cazurilor în care oricare două 
plicuri vor fi completate corect. Deoarece din n plicuri se pot forma 
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n(n — 1) 


1.2 
fi completată corect prima pereche de plicuri, a doua pereche, a treia 
n(n — 1 


perechi diferite, atunci însumind toate cazurile în care va 


pereche ..., a pereche, vom obţine în total 


cazuri. Fiecare din aceste cazuri este socotit de două ori în expresia n(n — 1)! = 
= nl. Deci numărul obţinut trebuie să fie scăzut din nl; astfel, vom obține 
drept număr al cazurilor favorabile expresia 


n! 
nl— . 
1.2 
“Însă într-un astfel de calcul tot mai facem o eroare: în expresia n! -2L 


se consideră o singură dată fiecare caz în care numai un singur plic este scris 
corect, (toate aceste cazuri intră în primul termen) şi o singură dată se con- 


sideră fiecare caz, în care două plicuri sint scrise corect [fiecare din aceste 


cazuri se consideră de două ori în termenul n! şi o singură dată în termenul 


nl ): însă cazurile în care au fost completate corect mai mult de două 


plicuri nu sint socotite exact aici. Să cercetăm, de exemplu, în cazul care au fost. 
completate corect trei plicuri: primul, al doilea și al treilea. În primul termen 
nl acest caz este considerat de trei ori: el figurează o dată printre cele (n — 1)? 
cazuri în care primul plic este completat corect, printre cele (n — 1)1 cazuri 
în care al doilea plic este completat corect și printre cele (n — 1)! cazuri, 


în care al treilea plic este completat corect. În al doilea termen acest, 
caz este de asemenea, socotit de trei ori: el figurează printre cele (n — 2)? 
cazuri, în care primul şi al doilea plic sint completate corect, printre cele 
(n — 2)! cazuri, în care primul și al treilea plic sînt completate corect și 
printre cele (n — 2)! cazuri în care al doilea și al treilea plic sînt completate 


cazul a trei plicuri completate corect 


corect. Astfel, în diferența n! — 
nu este deloc considerat. Deoarece toate aceste cazuri sint favorabile, rezultă 
că trebuie să adăugăm la nl -5 numărul total al acestor cazuri. 


Numărul cazurilor în care primul, al doilea și al treilea plic sint completate 
corect este egal cu numărul de moduri în care pot fi completate celelalte 
n — 3 plicuri, adică este egal cu (n — 3) l. Deoarece din n plicuri se pot separa 
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‘n(n — 1)(n — 2) 


C? = 3 grupuri de trei plicuri, atunci, însumind expresia 
(n — 3)1 după toate aceste grupuri de trei, vom obţine în total 
n(n — 1)(n — 2) (n —3)1= n! 
1.2.3 1.2.3 


«cazuri care nu sint luate în consrderare în expresia nl — DI Astfel, numă- 


rul corectat al cazurilor favorabile va deveni acum 


„nl nl 
1.2 tă 1.2.3 


După toate cele spuse, este clar că ultima expresie pentru numărul cazu- 
rilor favorabile, de asemenea, nu este definitivă. Într-adevăr, în această 
expresie se consideră exact toate cazurile în care sînt completate corect unul, 
două sau trei din plicuri; însă cazurile în care sînt completate corect mai mult 
«de trei plicuri nu sint socotite exact. Să cercetăm și cazul în care sînt com- 
pletate corect patru plicuri, de exemplu, primul, al doilea, al treilea și al 
patrulea. Acest caz este considerat de patru ori în termenul n (n — 1)l=nt 


nl— 


de șase ori în termenul M-I (n = 2) = E (an cele patru plicuri 
se pot forma C} = A2 = 6 perechi de plicuri) şi de patru ori în termenul 
n(n — 1)(n — 2) nl , abia il 
N (n —3)l= din patru plicuri se pot forma C} = 
1.2.3 ( emera g (UL Baba p p i 
= 4 grupuri de trei plicuri). Astfel, acest caz este, considerat în expresia 
n! n! : ; a l 
nl— ———, în total de 4 — 6 + 4 = 2 ori. Deci, pentru a socoti 
12 + 1.2.3 F sP 
exact toate aceste cazuri trebuie ca din n! — Z4 i a 3 să  scădem 


numărul lor total: Însă numărul cazurilor în care primul, al doilea, al 
treilea și al patrulea plicuri sînt completate corect este egal cu (n — 4)l. 
n(n — 1)(n — 2)(n —:3) fe 


Înmulţind această expresie cu numărul C$ = 1.2.5.4 e 
dă numărul grupurilor de cite patru plicuri, vom obține expresia 
n(n — 1)(n — 2)(n — 3) (n — 4)1= nli 
1.2.3.4 1.2.34 


Astfel, evaluarea următoare a numărului căutat al cazurilor favorabile o dă 
expresia 


bit ji E Ru a a E PRE m fi CE e 
M= Ta 1.2.3.4 
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Bineînţeles că această expresie nu este exactă. Însă raționamentul făcut 
arată că toate corecțiile succesive, care trebuie aduse, se calculează după o 
anumită lege simplă. Ne mai rămîne să mai verificăm valabilitatea acestei 
legi în cazul general. Această verificare poate fi făcută prin metoda inducției 
complete. 

Vom presupune că după k asemenea paşi am obţinut expresia 


Cin — 1)! — Can — 2)! + — (— 0Cin — k)! = n(n — 1)! — 


n(n — 1) . n(n — 1)... (n — k +- 1) 
ze RN 0 PE EE je ARI) ae a A ae po E 
a ia sia ară ie 1.23 h jr 
n! nl n! 
OPT R IE NR 30 e ie 
dd ATP RT IN DE i pd PE IE PRI 


în care sint socotite exact toate cazurile în care nu mai mult de k plicuri 
sint completate corect (considerăm că k < n). Vom căuta acum să evaluăm 
corect, şi acele cazuri în care k + 1 plicuri au fost completate corect. Fiecare 
din aceste cazuri este socotit în primul termen Ci(n — 1)! de Cha =k +1! 
ori, în al doilca termen (3(n — 2)!, care este cu semnul minus, este socotit, 
de C?,, ori (deoarece cin k + 1 plicuri se pot forma C?,, perechi), în al treilea 
termen Câ(n — 3)l de C$, ori ete., în sfirsit, în ultimul termen C&(n — k)! 
este socotit de CJ, = & + 1 ori. Deci, în toată suma acest caz este socotit 
de 


Clea — Ca ke Ca — ee — (— CB 
ori. Dar, deoarece 
1 — (Chri — Cha + Cha — e — (— ÎN Ch) + (— 1 = (1 — 1) = 0 
(v. problema 55, b), atunci 
ba — Chn + Cha — se — (— Cha = 1 (0, 


adică această sumă este egală cu 2 pentru k + 1 par și egală cu O pentru k + 1 
impar. Deoarece toate aceste cazuri trebuie să le considerăm o singură dată, 
atunci pentru k + 1 par numărul total al acestor cazuri trebuie să-l scădem 
din expresia obținută mai înainte, iar pentru k + 1 impar trebuie să-l adăugăm 
la expresia obținută mai înainte. Însă numărul cazurilor în care anumite 
k+ 1 plicuri sint scrise corect este egal cu (n — k — 1)l. Înmulţind acest 
n(n — 1)... (n — k) 
1.2... (k+ 1) 
grupurilor de k + 1 plicuri, care se pot forma din toate cele n plicuri, vom 
obține termenul 


li Aura E 8 (Can R RR at n! 
1.2... (k+ 1) 1.2.3... (+ 1) 


care trebuie scăzut sau adăugat la expresia obținută mai înainte, după cum 
k + 1 este par sau impar. 
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rezultat cu numărul C$t! = „care exprimă numărul 


Astfel, expresia în care sint socotite exact toate cazurile în care nu mai 
mult de k + í plicuri sint scrise corect are forma 


am demonstrat că după k + í paşi vom obţine expresia 


n! 4% mni jerat 


nie 
21 3l (k+ 1)! 


care in baza principiului inducției complete confirmă regula generală obser- 
vată de noi. 

Toate cazurile favorabile vor fi luate, evident, în! considerație după 
n paşi, cind vor fi socotite corect toate cazurile in care sint completate corect 
nu mai mult decit n plicuri (adică orice număr de plicuri, deoarece în total 
sint n plicuri). Deci, numărul total de cazuri favorabile este egal cu 


l n! n! 
E ASEE BE LEA 
ETET (FARTI 


Deoarece numărul total de cazuri egal posibile este aici nl, rezultă că pro- 
babilitatea căutată este egală cu 


4 1 
CE e ea 


21 3! nl 


Acesta este răspunsul cerut. 

A doua rezolvare. Ca și în problema cu vulpea (problema 73, c), 
probabilitatea căutată poate fi găsită ceva mai repede, dacă se calculează 
nu numărul total al cazurilor favorabile, ci numărul total al cazurilor n e f a- 
vorabile, adică numărul cazurilor în care nici unul din plicuri nu va fi 
completat corect. Vom nota numărul unor astfel de cazuri, care depinde, 
bineînțeles, de numărul n, cu A, Vom numerota într-un fel oarecare plicurile 
de la 1 la n; adresa, pe care trebuie să o scriem pe plicul al k-lea, o vom 
numi adresa a k-a. 
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Dacă avem un caz nefavorabil, pe plicul 1 poate să fie scrisă adresa 
a 2-a, a 3-a, a 4-a,..., a n-a. Să cercetăm acele cazuri nefavorabile pentru 
care pe plicul 1 se află scrisă adresa a 2-a. În acest caz, pe plicul al 2-lea 
poate fi scrisă sau adresa 1 sau una din adresele a 3-a pînă la a n-a. Ambele 
aceste cazuri le vom cerceta separat. 

Dacă pe plicul al 2-lea este scrisă adresa 1, atunci pentru ca acest caz 
să fie nefavorabil, este necesar numai ca pe nici unul din celelalte n — 2 
plicuri (de la al 3-lea pînă la al n-lea) să nu fie scrisă adresa corectă. Nu- 
mărul unor astfel de cazuri, evident, este egal cu numărul cazurilor nefavora- 
bile pentru un număr de plicuri egal cu n — 2, adică este egal cu A, e 

Să cercetăm acum acele cazuri în care pe plicul al 2-lea este scrisă 
adresa diferită de prima. Numărul unor astfel de cazuri, este, evident egal cu 
numărul de moduri în care pot fi completate plicurile 2, 3, 4,..., n, scriind 
pe ele adresele 1, 3, 4,..., n, astfel ca pe plicul 2 să nu fie scrisă adresa 1, 
pe plicul 3 să nu fie scrisă adresa 3, pe plicul 4 să nu fie scrisă adresa 4,... 
««« pe plicul n să nu fie scrisă adresa n. Acest număr, evident, este egal 
cu numărul cazurilor nefavorabile în cazul a n — 1 plicuri, adică cu 4, 
(faptul că aici pe plicul 2 nu trebuie să fie scrisă adresa 1, iar nu adresa 2, 
bineînţeles, nu este esenţial). 

Deci, numărul total de cazuri nefavorabile în care pe plicul 1 este scrisă 
adresa 2 este egal cu A-1 + Apo. Aceeaşi expresie o vom obţine pentru 
numărul. acelor cazuri nefavorabile în care pe plicul 1 sînt scrise adresele 
3, 4, .-, n.: Deoarece, în total, pe primul plic, în cazurile nefavorabile, pot 
fi scrise n— i1 adrese diferite, rezultă formula 


A= (n— 1)(An-i + A n-a): (*) 


Să considerăm probabilitatea p, ca nici unul din cele n plicuri să nu fie 
completat corect. Deoarece numărul total al încercărilor egal posibile ale 
experimentului este, în cazul nostru, egal cul z (v. începutul primei soluţii), 
iar numărul cazurilor, în care nici unul din plicuri nu este completat corect 
este egal cu A,, atunci 


Pa = Aa]. 
Formula (*) dă, acum, 
An = (n — 1) (= + mrt = 
n n! n! J. 
-e-d t uT 37) 
n (n—1)! n(n— 1) (n—2)! 
sau 
l 1 
Pa = (E iati + — — Pr-2; Pa > Pai — (pr Pa-2)- 
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Pentru n = 1 va exista un singur caz favorabil, deoarece A, = 0 şi p, = 04 
pentru n = 2 din două cazuri egal posibile unul va fi favorabil și unul 
nu, deoarece p, = 1/2. Utilizind formula obţinută, se poate calcula succesiv 


ai a lan ceia a lobi E lie 

Ps = Pa 3 Pa — Pi) : 3 33 2 3.3 

pda lie că E ot E E S E E E, 

PETS OTE a IE zl a] 2 2.3" 2.3.4 
1 1 41 1 1 1 

Bahii ati mr mixat aa d e 


1 1 1 
2723 aa 23.4.5 


E E AE E ES a A 
Pa = Pai — 2 (Pai — Pa-a) = 3 ga EN 0) 
Cp das plot ee dece ale a e Ce ee late, 

n 2.3.4..(n—1) 21 31 te T n — 1! n| 


Deoarece numărul total al cazurilor favorabile este egal cu n! — á. 
probabilitatea, căutată în problemă, ca cel puţin unul din plicuri să fie com- 
pletat corect, este egală cu 


[Ei i e E RER Se E N INRRR RA lau 
nl 21 31 4l nl 
b) Pentru n mare, suma 
1 1 1 
—— > +...+(— 1} >= 
21 EX +i Vai 


este foarte apropiată de suma seriei 


1 1 4 4 
waa a 


În problema 158 se arată că suma acestei serii este egală cu 1/e, unde 


e = 2,718 281 82... este limita expresiei | 1 + LA i pentru n— œ (e este baza 
n 


sistemului de logaritmi naturali ; e poate fi definit ca o arie a suprafeţei mărginite 
de o hiperbolă; v. problemele 151 şi 156). Astfel, probabilitatea găsită în această 
problemă este apropiată de 1 — 1/e = 0,632 120 56 (adică este ceva mai mică 
decit 2/3). (Să observăm că pentru n = 10 probabilitatea noastră diferă de 
1 — 1/e numai cu a opta zecimală.) 
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79. a) Această problemă se rezolvă analog cu prima rezolvare a problemei 
78, a). Aici se consideră experimentul în care fiecare din cei k călători își alege 
la întîmplare, independent de ceilalţi, unul din cele n vagoane ale trenului. 
În acest caz, un călător are n posibilităţi diferite de a-și alege vagonul, 
doi călători au n? posibilităţi, trei călători au n? posibilităţi, ..., Æ călători 
au n* posibilități. Astfel, numărul total de cazuri egal posibile ale experienţei 
este, aici, egal cu n*. i 

Vom calcula, acum, numărul cazurilor nefavorabile, adică al 
cazurilor în care nu toate vagoanele trenului vor fi ocupate. Numărul cazurilor 
în care primul vagon va fi gol este egal cu numărul modurilor de plasare a k 
călători în celelalte n — 1 vagoane, adică este egal cu (n — 1)*. La fel, va fi 
egal cu (n — 1)* numărul cazurilor în care va fi liber al doilea, al treilea, ... 
. al n-lea vagon. Însumind toate cazurile în care rămîne neocupat primul, 
al doilea, al treilea, ..., al n-lea vagon, vom obține 


(n — 1) + (n — 1)! + ... + (n — 1)! = n(n — 1 


cazuri nefavorabile; însă, în acest calcul cazurile în care rămîn libere mai 
multe vagoane sînt socotite de mai multe ori așa că numărul n(n — 1)* este 
in realitate mai mare decit numărul cazurilor nefavorabile. 

Vom căuta să calculăm cu cit se mărește într-un astfel de calcul numărul 
real al cazurilor nefavorabile. Acele cazuri în care două vagoane (de exemplu 
al i-lea şi al j-lea) sint neocupate este socotit în suma care ne dă numărul 
n(n — 1)%, de două ori: o dată în termenul care dă numărul de cazuri în care 
este neocupat vagonul al i-lea şi a doua oară în termenul care dă numărul 
de cazuri în care rămîne neocupat al j-lea vagon. Însă numărul de cazuri, în 
care şi al i-lea și al j-lea vagoane rămîn libere, este egal cu numărul de moduri 
în care se repartizează k călători în celelalte n — 2 vagoane, adică este 
egal cu (n — 2)*. Același va fi numărul de cazuri în care două vagoane oarecare 
vor rămîne neocupate. Deoarece două vagoane din numărul total n pot fi 
alese în C2 moduri diferite, atunci, însumînd toate cazurile în care rămin libere 
diferite perechi de vagoane, vom obține în total C2(n — 2)! cazuri, socotite 
de două ori în expresia n(n — 1). Astfel, într-un mod mai exact, numărul 
cazurilor nefavorabile poate fi transcris astfel: 


n(n — 1) — Câ(n — 2) = Ci(n — 1)* — Câ(n — 2). 


În ultima expresie toate cazurile în care vor fi libere numai un vagon 
sau două sînt socotite exact, (adică fiecare cîte o dată), însă acele cazuri în 
care sînt libere, în același timp, trei vagoane, aici nu sînt socotite deloc [com- 
pară cu primul caz al problemei 78, a)]. Numărul cazurilor în care anumite 
trei vagoane sînt libere este egal cu numărul de moduri de repartizare a k 
călători în n —,3 vagoane, adică este egal cu (n — 3)*. Deoarece trei vagoane 
din n pot fi alese în C$ moduri diferite, atunci, însumînd (n — 3)* după toate 
grupurile posibile de trei vagoane, vom obţine în total C3(n — 3)* cazuri ne- 
luate în consideraţie în expresia Cl(n — 1)% — C2(n — 2). Astfel, o expresie 
mult mai exactă a numărului de cazuri nefavorabile va fi 


Ca(n — 1% — Can — 2)* + Can — 3). 
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Continuind să raționăm în același mod (adică corectind succesiv această 
expresie astfel încît să socotim corect acele cazuri în care sint libere 4, 5, ... 
..„ n— 1 vagoane), vom obţine în definitiv, pentru numărul adevărat al 
cazurilor nefavorabile, formula 


Ci(n — 1) — Cn — 2) + Can — 3) — ...+ (0 CH1. 1, 


Demonstrația riguroasă a acestei formule este foarte asemănătoare demonstra- 
ţiei formulei pentru numărul de cazuri favorabile obţinute în prima soluţie a 
problemei 78a); propunem acest lucru cititorului. 

Ținînd seama de faptul că numărul total al tuturor cazurilor egal posi- 
bile ale experienței este, aici, egal cu nt = COn*, obţinem, pentru numărul 
cazurilor favorabile, formula 


Cani — Ca(n — 1% + Can — 2) — o + (— 11 Cere 4, 
De aici rezultă că probabilitatea căutată în problemă este egală cu 
= „Cao — Cali 1)* + Oln 2) Zara t (0 ICR A 


në 


P 


= 09: 1 — c(i = =) + ali = ZY. 1)r-1 cra DE. zu ‘y. 
n n n 


b)Prima rezolvare. Numărul total al cazurilor egal posibile ale 
experimentului în care k călători se urcă în n vagoane, într-un mod oarecare, 
este egal cu n? [v. rezolvarea problemei a)]. În acest caz, k călători pot să se 
P paee în r vagoane, astfel încît nici unul din aceste vagoane să nu rămină 
iber în 


Crt — Chr — 4 + CHr — 2 — m (O Dac 


moduri [acest rezultat a fost obţinut în rezolvarea problemei a)]. Deoarece r 
vagoane din numărul total n pot fi alese în C7 moduri diferite, rezultă că numă- 
rul cazurilor favorabile este egal cu 


CICer* — Clr — 1 + Cer — 2) —. t (—1 3 CT 1e], 
Astfel, probabilitatea căutată este egală cu 
_ ClCșr — Cir — 1P + Cir — 2) — me + (— VA Cp], 


P në 


A doua rezolvare. Problema b) poate fi rezolvată şi independent 
de problema a). Vom nota cu p(k,r) numărul de moduri în care & călători 
pot să se repartizeze în n vagoane astfel ca să fie ocupate r vagoane (numărul 
n îl considerăm dat). Vom calcula cu cît este egal p(k + 1,r). Din fiecare 
repartizare a k călători din cele p(k, r) moduri în eare sint ocupate r vagoane, 
se pot obţine r repartizări de aceeași natură a & + 1 călători, deoarece al 
(k + 1)-lea călător poate fi plasat în fiecare din cele r vagoane deja ocupate. 
În mod analog, din fiecare dintre cele p(k,r — 1) repartizări a k călători, 
prin care sint ocupate r — 1 vagoane, pot fi obţinute n — r + 1 repartizări 
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a k + 1 călători prin care vor îi ocupate r vagoane: pentru aceasta, trebuie 
numai ca ultimul călător să se plaseze în unul din cele n — (r — 1) =n —r + 
+ 1 vagoane încă libere. De aici rezultă că 


p(k + 1,r) = rp(k, r) + (n—=r+ 1) p(k, r — 1). 
Pentru a elimina pe n din ultima egalitate vom introduce notația 


pík, r) = AY 
- n(n — 1)(n — 2) ... (n — r + 1) si 


cu care putem scrie egalitatea sub forma 


Ara = PAL Ap. (*) 
În acest caz, mai trebuie să avem în vedere că 
n pentru r= í, 
pir? 
O pentru r > 1; 


de aici A} = 1 şi A1 = 0 pentru r > 1. Acum formula (*) ne dă posibilitatea 
să calculăm succesiv coeficienții Af în acelaşi mod în care se calculează coefi- 
cienții binomiali cu ajutorul „triunghiului aritmetic“. Anume vom forma 
tabelul 


1 

1 4 

1 3 4 

1 7 6 41 

1 15 25 40 41 
1 31 90 65 15 1 


unde fiecare număr este egal cu suma dintre numărul care stă deasupra sa 
înmulțit cu numărul coloanei şi numărul care stă în rîndul de deasupra in 
coloana învecinată de la stinga; dacă unul oarecare. dintre aceste numere nu 
se află în tabel, acesta se înlocuieşte cu zero. Numărul care se află la inter- 
secția dintre rindul k și coloana r va fi egal cu Af. 

Acum problema poate fi considerată ca fiind rezolvată: rezultatele obţi- 
nute permit să calculăm numărul p(k, r) pentru orice k şi r și deci să găsim 
şi probabilitatea căutată 


P = pík, r)jn* 
[numărul total al cazurilor egal posibile ale experimentului este egal cu n*; 
v. rezolvarea problemei a)]. Se poate găsi şi expresia explicită pentru proba- 
bilitatea p cu ajutorul metodei inducției matematice. Anume cu ajutorul re- 
laţiei (*) se poate arăta că, dacă 
Cork — Ctr — 1) + ... + (AC. de 
A = ri 
0 pentru r >k, 


pentru k>1, 1<rs< k, 
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atunci şi Af, va fi determinat cu aceeași formulă prin inlocuirea lui k cu 
k + 1; în afară de aceasta, pentru k = 1 această formulă dă rezultatul corect 


, _ [1 pentrur=1. 
= 
O pentru r > 1. 


Expresia obținută pentru A conduce la aceeaşi valoare a probabilității căutate 

ca şi prima rezolvare a problemei [în calculul probabilității trebuie să folosim 

faptul că p(k, r) = Atn(n — î)(n — 2)... (n —r + 1) şi p = p(k, r)|n*]. 
Observație. Din a doua rezolvare a problemei b) se poate bineînţeles obține o 


nouă rezolvare a problemei a) (deoarece problema a) reprezintă un caz particular al problemei 
b) corespunzind valorii r= n). 


c) Dacă numărul de călători este mai mic decît numărul vagoanelor, 
probabilitatea ca în fiecare vagon să fie cel puțin un călător va fi egală cu zero. 
Dacă însă numărul de călători este egal cu numărul vagoanelor (și unul și 
celălalt este egal cu n), toate vagoanele vor fi ocupate, numai dacă în fiecare 
vagon se va urca un singur călător. În acest caz, primul călător poate ocupa 
oricare din cele n vagoane, al doilea — oricare din cele n — 1 vagoane rămase 
libere după așezarea primului, al treilea — oricare din cele n — 2 vagoane 
rămase libere după primii doi călători etc.; astfel, aici, vor fi în total 
n(n—1)(n—2) ... 14=n ! cazuri în care toate vagoanele vor fi ocupate. Deoarece 
numărul total al modurilor în care se repartizează n călători în n vagoane 
este egal cu n”, probabilitatea ca n călători să ocupe n vagoane- ale trenului 
este egală cu nl/n”. 

Ttilizind acum formula dedusă în rezolvarea problemei a), vom obţine 


Cont — Ci(n — 1)” + ...+ (—1)oACa-1.15 = 0 pentru k<n 
şi 
Can” — Can — 1)" + Ca(n — 2) — su. + (— ACT. = nl, 


Înlocuind aici coeficienţii binomiali cu ajutorul formulei CE = C?! şi scriind 
termenii din partea stingă a egalităţii în ordinea inversă, vom obţine relația 


A%C1 — 2:02 + 803 — + (—1)miniCs = 0 pentru k<n 


1201 — 2002 + 3103 —... + (—1a mln = (—1inl 
Aceste relaţii trebuiau să fie demonstrate. 


„80, Să calculăm, mai intti, numărul cazurilor egal posibile ale experi- 
mentului, adică în cîte moduri diferite pot fi aşezate pe un cerc cele 20 litere, 
astfel ca literele mari și mici să alterneze. Numărul diferitelor moduri în care 
pot fi aşezate 10 litere mari în 10 locuri date este egal cu numărul permutărilor 
de 10 elemente, adică este egal cu 101. Deoarece aici ne interesează numai 
ordinea în care sînt scrise literele, atunci configuraţiile obţinute una din 
cealaltă prin rotirea cercului, cu toate literele, în jurul centrului, cu F locuri 
spre dreapta trebuie considerate identice. Aici & poate fi egal cu 1, 2, 3,... 
..,10; de aceea numărul co nfiguraţiilor esenţiale diferite cu cele 10 litere mari 
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este egal cu 101/10 = 91. Apoi, cele 10 litere mici pot fi scrise în 10 locuri 
între literele mari în 10! moduri. Astfel, obținem în total 40! 9! configurații 
diferite în care literele mari şi mici alternează; acest număr este numărul 
total al cazurilor egal posibile. 

Să calculăm numărul cazurilor nefavorabile, adică al cazurilor 
în care cel puţin două litere identice sint vecine. Fie a, numărul configuraţiilor 
în care o literă mare dată este așezată alături de litera mică de același fel. 
Deoarece există în total 10 litere mari, s-ar părea că numărul total al cazurilor 
nefavorabile este egal cu 10a,. Însă această concluzie este falsă, deoarece, în 
acest caz, toate configuraţiile în care, în același timp, mai multe litere 
mari sint așezate fiecare alături de litera mică de același fel sint consi- 
derate de mai multe ori [compară cu prima rezolvare a problemei 78, a) sau 
cu rezolvarea problemei 79]. Astfel, toate configuraţiile în care două litere 
mari sînt așezate alături de literele mici de același fel sînt considerate de două 
ori în expresia 10 a. De aceea, dacă notăm cu ag numărul configurațiilor în 
care două litere mari date sint aşezate fiecare alături de litera mică de același 
fel, atunci din numărul 10a, trebuie să scădem numărul C?ea2 (C?, este numărul 
de moduri în care pot fi alese două litere mari din 10 astfel de litere). 

În diferența 10a, — C2, = Cha, — Cîoa, sînt socotite corect toate 
configurațiile în care o literă mare sau două litere mari sint așezate alături 
de literele mici de acelaşi fel, însă numărul tuturor configuraţiilor în care m ai 
mult de două litere mari sînt așezate fiecare alături de litera mică de 
același fel nu este calculat corect. Astfel, fiecare configuraţie în care trei litere 
mari sint așezate alături de literele mici de acelaşi fel sint socotite de trei or, 
în termenul 10a, și de trei ori în termenul C$ az, astfel că în diferența Cha, — 
— Cia această configurație nu este considerată deloc. De aceea, la această 
diferență trebuie să mai adăugăm termenul C3a, unde aş este numărul con- 
figuraţiilor în care trei litere mari date sint așezate fiecare alături de litera 
mică de același fel şi C?, este numărul de moduri în care pot fi alese trei litere 
mari din 10 astfel de litere. 

În expresia Cha, — C?yaa + Chay se consideră o singură dată toate con- 
figuraţiile în care una, două sau trei litere mari sint așezate fiecare alături de 
litera mică de același fel, însă configuraţiile în care mai mult de trei 
litere mari sint aşezate alături de literele mici de același fel nu sint considerate 
exact; de aceea, această expresie trebuie precizată mai departe. În mod 
analog, se demonstrează [compară cu prima rezolvare a problemei 78, a)], 
că numărul efectiv de configurații, în care cel puţin una dintre literele 
mari este așezată alături de litera mică de același fel, este exprimat prin for- 
mula 


1 2 3 5 8 7 8 9 10 
Ciotti — Ciota + C3ods — Chas + Coas — Chas + City — Ciods + Colg — Cilio, 


unde 4, k = 1, 2, 3,...,9, 10, este numărul configurațiilor în care k litere 
mari date sînt aşezate alături de literele mici de 
acelaşi fel. 

Acum ne-a mai rămas numai să determinăm numerele ai, Ga, ---, 20: 
Numărul a, de configurații în care o literă mare dată este așezată alături de 
litera mică de același fel, de exemplu, A cu e sint așezate alături, se determină 
în modul următor. Vom așeza pe cerc, într-un mod oarecare, 18 litere fără A 
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şi a, astfel incit literele mari și mici să alterneze; evident, acest lucru se poate 
face în 91 8! moduri diferite (compară cu demonstraţia faptului că numărul 
total al configuraţiilor posibile este egal cu 10191). După aceea vom scrie, 
undeva între două litere scrise mai înainte, litera A ; aceasta se poate face în 
18 moduri diferite, deoarece între 18 litere sint 18 intervale. În sfîrșit, vom scrie 
litera a alături de A, anume între A şi literamare învecinată cu A. De aici 
rezultă că 


a=91-81-18; Cha, = 101-91.2. 


În mod analog, pentru a determina numărul a» vom scrie pe cerc 16 
litere fără A, B, a şi b; aceasta se poate face în 81.7! moduri diferite. După 
aceea, A poate fi introdus în 16 locuri diferite, iar apoi B în 17 locuri diferite. 
În sfirsit, vom scrie a şi b respectiv alături de A şi B, astfel încît literele mari 
şi mici să alterneze; nu este greu de văzut că aceasta se poate face într-un 
singur mod (dacă A și B nu sînt așezate alături, atunci a şi b trebuie înscrise 
între aceste litere și literele mari vecine; dacă A şi B sînt așezate alături și, 
de exemplu, A este așezată între două litere mari, atunci litera a trebuie scrisă 
între A și litera mare învecinată cu A, iar b între A şi B). De aici rezultă că 


a, = 81:71-16:17; Cha, = 109.81-71-16 -17 = 1401-81-47, 
1-2 


Tot astfel se determină toate numerele a,, unde k = 1, 2,...,9. Pentru 
a găsi numărul a, vom scrie pe cerc 20 — 2k litere (fără k litere mari și fără 
tot atitea litere mici de același fel); aceasta se poate face în (10 — k)lx 
x (10 — k — 1)! moduri. După aceea vom scrie între aceste litere cele F litere 
mari excluse la început; aceasta se poate face în (20 — 2k)(20 — 2k + 1)... 
„.. (20 — 2k + k — 1) moduri. În sfirșit, vom scrie celelalte k litere mici alături 
respectiv de cele mari astfel ca literele mari și mici să alterneze; nu este 
greu de văzut că aceasta se poate face într-un singur mod. Astfel, în definitiv, 
obținem 


a, = (10 — k)! (10 — k — 1)1(20 — 2k) (20 — 2k + 1)... (20 — k — 1). 
“Deci, 
a = 71-61-14-15 -16; 


10:9 87] -61-14-15 -16 = 101-81 -10; 


a, = 61:51: 12: 13: 14 15; 


10-9-8-7 65 
Cha = 9E 61-51-12-43 -44 -15 = 10171-8; 
a= papa ii ir, 
as = 51-41-10 -14 -12 -13 +44; 
10-9:8:7:6 143 
Chas = 2S 5-41 -10 -41 12 +43 -44 = 101 71 448, 
asa aS 3 101-712; 
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ag = &1:31:8:9:10-11-12-13; 


10:9:8-7-6:5 
Chag = 4 10 -11 -12 -13 = 
ba = aa él81 8+9- 10 -11 -1243 = 101 -41 429; 
= 31216: 7-8-9 -10 14 -12 
10-9-8-7-6:5-4 
ies 31-21:6-7-8 -9 +10 -44 -12 = 101 -41 -66; 
1007 1.2.3.4.5.6.7 1-21 1-41 66; 
a= 21:414 :5:6:7:8 9340 11; 
10 -9:8:7:6 -5473 
c .21-11-4:5-6-7-8-9-10-41 = 101-165; 
W= 1034-56-78 2 aia 
ap "brâie 3i 8 +68 9-40; 
Cip SES Oe a id ai 4586417280010 20101 A); 
1-23 :4:5-6-7-8-9 


Pentru determinarea numărului ap al configuraţiilor în care toate literele 
mari sint aşezate alături de literele mici de același fel, vom proceda în modul 
următor. Vom scrie mai întîi 10 litere mari; după cum s-a mai arătat aceasta 
se poate face în 9| moduri esenţiale diferite. După aceea, toate literele mici pot 
fi scrise alături de literele mari respective în două moduri (aşa ca fiecare literă 
mică să fie aşezată la stinga sau la dreapta literei mari respective). Astfel, 


do = 281; Ciao = 291. 
În definitiv, pentru numărul cazurilor favorabile obținem 101:9! — 


— 101-91 -2+ 101-81-17 — 101-81-10 + 4101:71- 65 _ 101 ia 15 


15 
+ 101 :41:429 — 101: 41-66 + 101-165 — 101 -10 + 2:9! = ra 


+817 +71- ae iai 363 + 155) + 2- 9! = 91 -439792 şi, deci, proba- 


bilitatea iea este egală cu 


91439792 _ 439792 43979204» 


101-91 101 3 628 800 


81. a) Prima rezolvare. Experimentul considerat in problemă 
constă în aceea că n+ m cumpărători, dintre care n au monede de cinci 
lei şi m numai de zece lei, se așază într-un mod oarecare la rind pentru bilete. 
Numărul total al cazurilor egal posibile ale acestui experiment este, evident, 
egal cu numărul de moduri de așezare a m cumpărători, care au numai monede 
de zece lei în rindul format de n + m oameni, adică este egal cu Chem Vom 
reprezenta aceste C? m posibilități cu ajutorul celor mai scurte drumuri în 
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număr de Cm,,, care unesc intersecțiile (0, 0) şi (n, m) ale orașului, aşa cum 
am făcut mai înainte (v. p. 20). Anume, vom duce în plan, pornind de la punc- 
tul Ag = (0, 0), segmentul A,A, de lungime 1, orizontal (de la stinga spre 
dreapta) sau vertical (de jos în sus), după cum primul cumpărător. a avut 
monede de cinci lei sau numai de zece lei. Din punctul A, vom duce segmentul 
A,A, de lungime 1, orizonal sau vertical după cum al doilea cumpărător a 
avut sau nu monede de cinci lei. Din punctul A, vom duce segmentul A,A 
de lungime 1, orizontal sau vertical după cum al treilea cumpărător a avut 
sau nu monede de cinci lei etc. (fig. 7Î, a). În acest caz, fiecăreia din cele 
Cn, posibilități de aşezare în rînd a n + m cumpărători îi va corespunde o 
linie îrintă A AA... Anım formată din n segmente orizontale și m segmente 
verticale. Toate aceste linii frinte se vor sfirși în punctul A „ım = (n, m) situat, 
cu n unităţi la dreapta și cu m unităţi mai sus de puntul Ay şi vor da toate 
cele mai scurte drumuri posibile care unesc intersecțiile A = (0, 0) şi Anim = 
= (n, m). 

Vom determina acum numărul de cazuri în care nici unuia din cumpără- 
tori nu i se va întimpla să aştepte restul. Pentru ca aceasta să aibă loc 
neapărat, este necesar ca în faţa fiecăruia dintre cumpărători să stea un număr 
de persoane, care au monede de cinci lei, nu mai mic decit numărul acelora 
care au numai monede de zece lei. Geometric, aceasta înseamnă că fiecărui 
caz favorabil îi corespunde o linie frintă A 4143 ... Anm, Situată în întregime 
mai jos de dreapta l, care trece prin punctul A sub unghiul de 45° față de 
orizontală (v. fig. 71, a); în particular, primul segment al unei astfel de linii 
frinte trebuie să fie orizontal. 

De aici rezultă că în fiecare linie frintă, care corespunde unui caz nefa- 
vorabil, trebuie să intersecteze dreapta 1 sau, ceea ce este același lucru, trebuie 
să aibă vîrfurile pe dreapta lı, paralelă cu dreapta ] şi obținută din 7 printr-o 
translație în sus cu o distanţă egală cu 1 (fig. 74, b). Pentru m > n, toate li- 
niile noastre frinte vor avea, neapărat, virfurile pe dreapta ],: în acest caz 
punctul A+ se află mai sus de dreapta 7. Vom presupune că msn şi vom 


Fig. 71 


determina numărul liniilor frînte care au virturile pe dreapta },. Fie A, primul 
virf al unei astfel de linii îrînte A 4142... Ass, Care aparţine dreptei 1. Vom 
lua simetrica părții A A, ... A a acestei linii frînte față de dreapta /,. Se obţine, 
in acest caz, o nouă linie frîntă AAi... Aj Asu -e Anm Care unește 
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punctul A „+m cu punctul Ag simetricul lui A faţă de 1, adică situat cu o unitate 
mai la stinga şi cu o unitate mai sus de punctul Ag (fig. 71, b). Mai departe, 
pentru m < n fiecare cea mai scurtă linie frintă, care unește punctele 
Ao şi Anım va intersecta neapărat dreapta l. Dacă A, este primul punct de 
intersecție a unei linii frînte 434i... Aș Ana se Ánm CU dreapta L, 
atunci luînd simetrica părţii Ag4;... Ap-14x a acestei linii frinte față de L, 
vom obţine linia frintă Ag, ... ApAp e Anem Care uneşte Ao cu Anm 
și care are virfurile pe dreapta l}. Astfel, pentru msn numărul liniilor frinte 
care unesc Ag CU Anım Și care au virfurile pe dreapta ], este egal cu numărul 
tuturor liniilor frinte care unesc A4 cu Apm Însă aceste ultime linii frinte 
sint formate din n + 1 segmente orizontale şi m — 1 segmente verticale; 
numărul lor este egal cu Cm. 

Deci, în problema considerată, numărul total al cazurilor egal posibile 
este egal cu C%,,, iar numărul cazurilor nefavorabile este egal cu numărul 
total al cazurilor pentru m > n şi egal cu C27} pentru msn. De aici rezultă 
că numărul cazurilor favorabile este respectiv egal cu zero sau cu 


(n + m)l _ (n + m)! = 
nim! (n + 1)l (m — 1)! 
= (n+ m)! E-e. 
ni(m— 1)iim n41 (n + î)lm! 
Deci, probabilitatea căutată ca nici un cumpărător să nu fie nevoit să aştepte 


restul este egală cu zero pentru m > n (ceea ce este clar după însăși natura 
întrebării) şi este egală pentru m <n cu 


-1 — 
Carm za Carm = 


(n + min —m+ 1), cm _(n+m)i(n-m+ 1), (n+ m)! _— 
(n + îmi! AR (n + 1)im! " niml 
_ n—m+i 
a ni 


Rezolvarea a doua. Cunoscind răspunsul la problemă (acest 
răspuns poate fi ghicit după un calcul direct al cazurilor favorabile pentru 
cîteva cazuri simple cu valori nu prea mari ale lui n și lui mm), veridicitatea 
lui în cazul general se demonstrează cel mai simplu prin metoda inducției 
matematice. Într-adevăr, fie 0 < msn (pentru m=0 și pentru m >n 
răspunsul la problemă este evident). Să presupunem cunoscut că numărul 
celor mai scurte linii frinte care unesc punctul Ag cu punctul Aa = (n, 
m — 1), situat cu n unităţi mai la dreapta și cu m — 1 unităţi mai sus decit 
Ao şi care nu are virfuri pe dreapta } (v. fig. 71, b şi prima rezolvare a proble- 
n — (m— +1 
a Clm 
n+i 

linii frinte care unesc punctul Ag cu punctul AP n- = (2 — 1, m), situat ra 
n — 1 unităţi mai la dreapta și cu m unități mai sus decit Ao, şi care nu au 
(n — 1) —m+ În 
(n A 1) + 1 n+m-l 


mei), este egal cu şi că numărul celor mai scurte 


virfuri pe Î,, este egal cu Deoarece orice cea mai 
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scurtă linie îrintă care unește A, cu Apm = (n, m) trece, neapărat, sau prin 


punctul Af} „-ı sau prin punctul Af) m- rezultă că numărul unor astfel 
de linii frînte care nu au virfuri pe 1, este egal cu 


n — (m — + om- (n— 1i) m+i wm 
n+ 4 n+m-l (n — 1) + 1 n+m=1 — 
_n—m+ 2(n4+m—1)l n-m (n+m—.1)l _ 


n+i ni(m — 1)! n (n — 1)lm! 


_(n4+m—1)l n—m+ 2 n—m 
p Te n+1 m ) 


M E mssi (n 


ni(m — 1) (n + 1) m Rap 


Deoarece pentru m = 0, n oarecare şi pentru m = n + 1, n oarecare, expresia 
obţinută pentru numărul celor mai scurte linii frinte care unesc pe Acu Anim 
şi care nu au virfuri pe l}, este evident adevărată (în primul din aceste cazuri 
aceasta se transformă în C3} = 1, iar în a doua în zero), atunci, conform prin- 
cipiului inducției, se poate deduce de aici în mod succesiv că această formulă 
este adevărată pentru m = 1, n oarecare; m = 2, n oarecare; m = 3, n oarecare 
etc., adică este adevărată pentru orice m și n, 0< msn +1. 

A treia rezolvareb. Trebuie să determinăm probabilitatea ca 
în fața fiecăruia din cumpărătorii din rind să stea nu mai puţine 
persoane care au monede de cinci lei, decit cele care au monede de zece lei. 
Vom rezolva, mai înainte, următoarea problemă asemănătoare cu aceasta, 
însă care nu este identică cu ea: să se determine probabilitatea ca în fața 
fiecărui cumpărător să stea mai multe persoane care au monede de cinci 
lei decit cele ce nu le au. Mai departe, se va arăta că din soluţia acestei probleme 
noi poate fi dedusă uşor și soluţia problemei care ne interesează ?. 

Este clar că pentru n <m probabilitatea căutată este egală cu zero. Vom 
considera n > m şi vom cerceta 0 aşezare în rind a n+ m cumpărători (n 
avind monede de cinci lei şi m numai monede de zece lei). Din această aşezare, 
se pot obţine n + m — 1 noi așezări în modul următor: mai întîi vom trece 
pe ultimul loc cumpărătorul care stă în primul rînd (prima așezare nouă), 
apoi în noul rind vom trece primul cumpărător (adică pe cumpărătorul care 
era mai înainte al doilea) pe ultimul loc (a doua aşezare nouă) etc. pină cînd 
pe primul loc se va afla cumpărătorul care iniţial stătea ultimul [a (n+m—41)-a 
aşezare nouă]. În definitiv, ţinind seama de așezarea iniţială, vom obţine 
n + m aşezări ale cumpărătorilor în rind. Acum se va arăta că dintre aceste 
n + m aşezări n — m au proprietatea că în faţa fiecărui cumpărător stă un 


1) Această rezolvare este ceva mai lungă decit cele precedente” însă este mult mai ele- 
mentară (nu presupune nici un fel de cunoștințe care ies din cadrul clasei a opta a şcolii gene- 
rale). În plus această rezolvare este foarte comodă pentru generalizări [v, prima rezolvare 
a problemei c)]. l 

2) Este adevărată, binelnțeles, și reciproca: din soluția problemei 81 a) rezultă ușor și so- 
luția problemei formulată aici (compară cu partea finală a rezolvării de față). 
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număr mai mare de persoane care au monede de cinci lei, decit cele care au 


doar monede de zece lei. 
Vom utiliza aceeași reprezentare sugestivă a diferitelor așezări a n + m 


oameni în rînd cu ajutorul liniilor frinte ca şi în prima soluţie a problemei 


[A Doe pp i aa e af 


Fig. 72 


(v. p. 199 şi fig. 71, a). În acest caz, fiecarei așezări îi va corespunde 
cite o linie frintă A 04142 .-: Aam-1 nm, formată din n segmente orizontale 
şi m segmente verticale (fig. 72, a). Rindurilor în care în faţa fiecărui cumpărător 
staumai mulţi cumpărători care au monede de cinci lei, decit cumpărători 
care au numai monede de zece lei le vor corespunde linii frinte, în care in 
fața fiecărui segment sint așezate mai multe segmente orizontale decit 
cele verticale, adică linii îrinte situate în intregime sub dreapta ?, care trece 
prin punctul A sub un unghi de 45° faţă de orizontală și care nu au pe această 
dreaptă alte virfuri în afară de Ao. Este comod să reprezentăm linia frîntă 
AoAsAa--- Anım Ca O scară care duce din punctul Ap în punctul Ass și 
care este formată dintr-un anumit număr de trepte de diferite lățimi și de 
diferite înălţimi (lățimea totală a tuturor treptelor scării este egală cu n uni- 
tăți, iar înălţimea totală cu m unităţi). Dacă vom lumina această scară de sus 
cu un fascicul de raze paralele care cad sub unghiul de 45° faţă de orizontală, 
aşezările favorabile ale cumpărătorilor, din punctul de vedere al enunţului 
problemei, vor corespunde scărilor în care baza A, va fi luminată (nu se află 
în umbra aruncată de treptele scării). l | | 

Pentru reprezentarea tuturor celor n + m așezări obţinute din una prin 
trecerea primului cumpărător în coada rindului, vom adăuga la capătul 
Anım al liniei frînte A oAsAa -:: Anım linia frintă Anim ntm Anemiz © Agnom 
care reproduce exact pe Ava... An+m (fig. 72, b). Într-un astfel de caz, 
celor n + m aşezări le vor corespunde liniile frinte formate din n + m segmente 
de lungime 1 şi care încep respectiv în punctele Áo, A1, Az,..., A mimi (deci, 
care se termină în punctele Asim Animi Anim «sn Aomram-a)- Dacă acum 
linia frîntă obţinută A4142... Azmam Vă fi luminată de sus cu un fascicul 
de raze. paralele, care cad sub un unghi de 45° față de orizontală, atunci la 
aşezările cumpărătorilor pentru care în fața fiecăruia dintre ei stau mai mulți 
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cumpărători care au monede de cinci lei decit cumpărătorii care au numai 
monede de zece lei, le vor corespunde liniile frînte 4,4 p4p e An 
care încep cu punctele A, luminate (care nu se află în umbră). Astfel, trebuie 
doar să numărăm cîte din punctele Ag, Á} Aa p-e, Antm-1 DU Se vor găsi în 
umbră. 

Pot fi luminate doar acele din punctele Ag, Aa,--., Asrm-a, pentru care 
segmentul A,A}, care urmează după ele, este orizontal — numărul acestor 
puncte va fi același ca numărul segmentelor orizontale, adică n. Însă nu toate 
aceste n puncte vor fi luminate. Pe unele laturi orizontale ale liniei frînte 
A pAAa -:: Anım segmentele verticale vor arunca umbră. Se poate ca nu toate 
cele m segmente verticale de lungime 1, care formează AgA4.As... Anim 
să arunce o astfel de umbră — unele dintre ele pot arunca umbra mai la stinga 
punctului A, (de exemplu în fig. 72, b astfel de segmente vor fi segmentele 
A Aa și A443). Însă, deoarece linia frintă Ap rm Antima +- Agnom reproduce 
exact pe Ao4Â44A3... Anım atunci tot atitea segmente verticale ale liniei, 
frinte A sm nm Anemiz *** ontom VOr arunca umbra la stinga punctului Apm 
adică pe laturile orizontale ale liniei frinte Ag4,43 ... Ass. Deci, în definitiv 
pe laturile orizontale ale liniei frinte Ag9A4,A3... Anm aruncă umbră exact 
m segmente verticale de lungime 1. Şi, deoarece razele cad sub un unghi * 
de 45°, umbra celor m segmente verticale va acoperi exact m segmente ori- 
zontale de lungime 1, adică exact m dintre cele n puncte dintre punctele 
Av, As, Áz, :::; Anim- după care urmează segmentele orizontale. (Astfel, în 
fig. 72, b avem n = 7, m = 4 şi vor fi luminate doar 7 — 4 = 3 puncte.) 
Cu aceasta este demonstrat în întregime faptul că pentru n > m din PFA 
aşezări ale cumpărătorilor în rînd, care se obțin dintr-una din așezări prin 
trecerea succesivă a primului cumpărător la coadă, exact n — m au proprie- 
tatea că în faţa fiecăruia din cumpărători stau mai multe persoane care au 
monede de cinci lei decît persoane care au monede de zece lei. 


Să observăm că cele n+ m aşezări, care se obțin dintr-una prin tre- 
cerea primului cumpărător pe ultimul loc, nu vor fi obligatoriu toate dife- 
rite. Dacă n şi m nu sînt prime între ele, se poate intimpla ca rîndul de n + m 
persoane să se compună din mai multe părţi, care se reproduc exact (de exem- 
plu, şase cumpărători care au monede de cinci lei și trei cumpărători care 
au numai monede de zece lei pot fi aşezaţi în următoarea ordine: 5 10 5 5 10 
5 5 10 5; numerele 5 şi 10 înseamnă aici cumpărătorii care au monede de 
cinci lei și care au numai monede de zece lei); într-un astfel de caz, trecînd 
de mai puţin de n + m ori (în exemplul nostru de trei ori) pe primul cumpără- 
tor la coadă, vom căpăta o așezare, care nu diferă de cea inițială. Este însă 
uşor de văzut că în acest caz printre n + m aşezări fiecare din așezările dif e- 
rite (astfel de aşezări vor îi mai puţine decit n + m) se repetă de un număr 
egal de ori (în exemplul nostru n + m = 9 şi printre cele nouă aşezări există 
trei diferite, din care fiecare se repetă de trei ori). 


1) Dacă umbra treptelor liniei frinte ApsAgsa Ayo -:- An+myk NU va acoperi punctul Ay 
(aceasta înseamnă că linia îrintă AAgya Aa +» Any+m+k corespunde unei aşezări favorabile a 
cumpărătorilor din punctul de vedere al enunţului problemei), atunci nici umbra treptelor 
situate între punctele Azym+k Şi Aon+om DU va putea să acopere pe Ay. Aceasta rezultă din fap- 
tul că linia frintă An+mm+yk An+m+k+1 =: Aon+em este identică cu linia frintă AyAkyr e Anim- 
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Astfel, raportul dintre numărul așezărilor favorabile din punctul de 
vedere al problemei considerate şi numărul total al așezărilor diferite 
va fi acelaşi și pentru toate cele n + m aşezări, adică este egal cu (n—m)/ 
[(n4+ m). Deci, pentru n > m toate aşezările posibile a n + m cumpărători 
într-un rind pot fi totdeauna împărţite în grupuri, astfel ca pentru fiecare 
grup raportul dintre numărul așezărilor favorabile și numărul total al așe- 
zărilor să fie egal cu (n — m)/(n + m). De aici rezultă că la o așezare întimplă- 
toare în rînd a n cumpărători, care au monede de cinci lei și a m cumpărători 
care au numai monede de zece lei, probabilitatea ca în faţa fiecărei persoane 
să se afle mai mulţi oameni care au monede de cinci lei decit cei care au doar 
monede de zece lei va fi egală cu (n — m)/ (n + m) (aici se consideră că n > m; 
pentru n <m această probabilitate este egală cu zero). Cu aceasta, problema 
ajutătoare formulată la inceputul soluţiei de faţă este rezolvată în întregime. 

Vom trece acum la rezolvarea problemei de bază, adică la determinarea 
probabilității ca în faţa fiecărui cumpărător în rînd să stea nu mai puţine 
persoane care au monede de cinci lei, decit cele care au numai monede de 
zece lei. Să cercetăm în acest scop toate aşezările posibile în rind a n + 1 
persoane care au monede de cinci lei și a m persoane care au numai monede 
de zece lei. Numărul total al unor astfel de moduri de așezare îl vom nota 
cu Nay. m Numărul modurilor de așezare, în care pe primul loc în rind 
se află un cumpărător care are o monedă de cinci lei, este egal cu numărul 
modurilor de aşezare în rind a celorlalţi n cumpărători care au monede de cinci 
lei şi m cumpărători care nu le au — este firesc să notăm acest număr cu 
Na, m Raportul N, Na, m este egal cu probabilitatea ca pe primul loc în rind 
să stea un cumpărător care are o monedă de cinci lei. Și deoarece pe primul 
loc poate să se afle, cu aceeași probabilitate, oricare din cumpărători, această 
ultimă probabilitate este egală cu raportul dintre numărul cumpărătorilor 


care au monede de cinci lei și numărul total al cumpărătorilor; deci Den — 
n+1. m 


1) , 
Ea E Vom nota acum cu Mp1, n numărul modurilor de așezare 
n+m+i 


în rind a n + m + 1 cumpărători, astfel ca în faţa fiecărui cumpărător să stea 
mai multe persoane care au numai monede de zece lei; atunci, așa cum 


s-a mai arătat 


Masi m temi pentru n+ 1 >m, 
Nea O 
nim. m 0 pentru n+ 1 <m. 


Însă pentru ca intr-un rind format din n + m + 1 persoane să stea 
in fața fiecărui cumpărător mai multe persoane care au monede de cinci 


1) Această concluzie rezultă imediat și din formula care dă numărul combinărilor. Într- 


m + 1)! PERI Rui 
adevăr, evident, Nan = Chym = (ntm +1)! (v. începutul primei rezolvări) și Na, m = 


i (A Da, i 
= Cn = A), înseamnă că — Ph — EI, ni ORE 
nim! Nayi n n+4m+1i 
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lei, decit cele care au numai monede de zece lei, este necesar ca pe primul loo 
să se afle o persoană care să aibă o monedă de cinci lei și ca de cealaltă parte 
a rindului (format din n + m persoane) în faţa fiecărui cumpărător să stea 
nu mai puţine persoane care au monede de cinci lei, decit cei care 
nu au. Astfel, Ma1, m este egal cu numărul modurilor de așezare în rind a n 
cumpărători care au monede de cinci lei şi a m cumpărători care au numai 
monede de zece lei, în aşa fel ca în faţa fiecărui cumpărător să stea nu mai 
puţine persoane care au monede de cinci lei, decit cele ce nu au. Deci, 
probabilitatea căutată în problema a) este egală cu 


Mmm z Masti m a No, în m Matu: m nt m+ 1_ 
Nam N ptm Nam N mi. m n+ i 


n—mâi pentru n>m, 
= n+i 
0 pentru n <m. 


Observaţie. Pentru cazul particular n = m va fi dată încă o rezolvare (a patra) a 
acestei probleme, în observaţia de la sfirșitul problemei 82, a). 


b) Prima rezolvare. Problema b) poate fi rezolvată în mod 
analog ca în prima rezolvare a problemei a). Existenţa în casă a p monede 
de cinci lei la începutul vinzării biletelor face posibil să se dea restul în toate 
cazurile în care, în fața fiecărui cumpărător, numărul. vea d opelaz care al 
numai monede de zece lei este mai mare decit numărul celor care au monede 
de cinci lei, cu nu mai mult decit p. Geometric, aceasta înseamnă că liniile 
frinte care corespund cazurilor favorabile sint situate în întregime sub dreapta 
l, paralelă cu dreapta } și obținută din aceasta printr-o translație cu p unităţi 
în sus (fig. 73). Cu alte cuvinte, liniile frinte, corespunzătoare cazurilor nefa- 
vorabile, trebuie să aibă puncte situate pe dreapta lp, paralelă cu }, și obți- 


Oi le 4 


A, Ar Ag 
Fig. 73 


nută din }, printr-o translație cu distanța 1 în sus, adică pe dreapta obținută 
din 1 printr-o translație cu p + 1 unități în sus (v. fig. 73, unde s-a luat p = 3). 
Este clar că pentru m > n + p, toate liniile frinte, care corespund diferitelor 
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cazuri egal posibile ale experimentului vor avea virfurile pe lı, astfel încit 
probabilitatea căutată va fi aici egală cu zero. Dimpotrivă, pentru msp 
toate cazurile vor fi egal posibile şi probabilitatea căutată va fi egală cu uni- 
tatea. 

Vom considera, acum, msn + p, însă m>p+ 1. Ca și la rezolvarea 
problemei 81, a), se demonstrează că numărul liniilor frinte corespunzătoare 
cazurilor nefavorabile va fi egal cu numărul liniilor frînte care unesc punctul 
A sim CU punctul A3, simetricul lui A g faţă de dreapta lp, (adică aşezat cu p + 1 
unități mai la stînga și cu p + 1 unități mai sus decît punctul 40). De aici 
rezultă că numărul total al cazurilor nefavorabile, aici, este egal cu C7271, iar 
numărul total al cazurilor favorabile este egal cu C% m — Corp. Astfel, pentru 
n+p>m>p+ 1, probabilitatea ca nici unul din cumpărători să nu fie 
nevoit să aștepte restul este egală cu 


Cosm — CEZ 4 (m + n)! min) 


Chin (mp Din+prl min! 


_ m(m — 1)... (m — p) i 
(n Dn +2)... m+p+ 1 


A doua rezolvare. Dacă a fost ghicit răspunsul la problemă, 
valabilitatea lui poate fi demonstrată prin metoda inducției complete în mod 
cu totul analog cu cel din a doua soluție a problemei a). Într-adevăr, fie n + 
+p>m>p+ 1 şi să presupunem demonstrat faptul că numărul celor mai 
scurte linii frînte care unesc Ag cu Am: [v. a doua soluție a problemei a)] și 
tm (net) cai i 

ntm- 

(n+1). (1+2) » (erp |. 
presupunem de asemenea, că numărul celor mai scurte linii frinte 
care unesc Ao cu Aßlm-ı și care nu au virfuri pe lı este egal cu 

— 1)... (m — ; £ 
f — mo S De SE) | Cn Atunci, pentru numărul celor mai scurte 
nnti) (Ep) | 
linii frinte care unesc Ag Cu Anim Și care nu au viriuri pe lpn vom obține 
formula 


care nu au virfuri pe l, este egal cu [1 — 


h-e a G i 
(n + 1) (a+ 2)...(n+p+ 0] 


+ — m a) ca _(n+m— bl 
| n(n + 1... (nt p) | nm —1)1I 
(n+ m— 1)! (m— 1)(m — 2)... (m — p— 1) (n+ m— 1)! 


(n— iim! (n+ 1) (n+ 2)..(n+p+1) ni(m—1)! 


_ mm — 1)... (m — p) (n+m-1)!_ (n+m— 1)! t41- 
n(n + 1)... (n+p) (n—ií)iml na m 


+ 


Deoarece pentru m = p, n oarecare şi pentru m = n +p + 1, n oarecare, 
formula obținută este evident valabilă, atunci, utilizind principiul inducției 
complete, este ușor să deducem de aici că ea este valabilă pentru orice n și m, 


p<msn+p+t. 


Observaţie. În cazul particular p = 1, soluţia acestei probleme rezultă imediat 
şi din soluţia a treia a problemei a). Într-adevăr, să considerăm toate modurile posibile de așe- 
zare în rind a n + 2 persoane care au monede de cinci lei și a m persoane care au numai mo- 
nede de zece lei; numărul total al acestor moduri de aşezări diferiţe îl vom nota cu Naso, me Nu- 
mărul acelor moduri de așezare, pentru care și pe primul și pe al doilea loc stau cumpărători 
care au monede de cinci lei, este egal, evident, cu numărul modurilor diferite de așezare în rind 
a celorlalţi n cumpărători care au monede de cinci lei și m cumpărători care au numai monede 
de zece lei, adică este egal cu Na, m. Raportul Na, mINaxa, m este egal cu probabilitatea ca în rindul 
format din n + m + 2 oameni pe primele două locuri să stea cumpărători care au monede 
de cinci lei; deoarece, în general. pe primul loc poate să se afle cu aceeași probabilitate oricare 
dintre cele n + m + 2 persoane, iar pe al doilea — oricare dintre celelalte n + m + 1 persoane, 
iar modurile favorabile de așezare vor fi acelea în care pe primul loc stă unul din cei n + 2 cum- 
părători care au monede de cinci lei iar pe al doilea — unul din ceilalți n + 1 astfel de cumpă- 
rători, atunci 


Nam n+i(n+2) D 

Nate, m (n+ m+1)(n+m +2) 

Fie acum Mayo, m numărul modurilor de așezare a celor n + m + 2 cumpărători astfel că în 
faţa fiecăruia dintre ei să se afle mai multe persoane care au monede de cinci lei, decit cele care 


au doar monede de zece lei; atunci conform celor demonstrate în a doua soluție a problemei 
81, a), 


n=- m42 
Masa. m = Pad ab dl. pentru n+ 2> m, 
Naso, m 
0 pentru n + 2sm. 


Însă, pentru ca în rindul format din n + m + 2 persoane în fața fiecăruia să stea mai multe 
persoane care au monede de cinci lei, decit cele care au doar monede de zece lei, este necesar 
ca pe primele două locuri să stea persoane care au monede de cinci lei (astfel condiţia dată 
nu va fi îndeplinită încă de la al treilea cumpărător) şi ca de cealaltă parte a rindului (formată 


1) Același rezultat se deduce din formula pentru numărul combinărilor 


z -C+m+?!, (ntm)! 
Nasa, m = CH CETT, Nam = Chn = Ar 
memo ë Hmi  n+2im ET 
deci 
Nam @+DN+HY) 


Nn+o,m (n +m + 2) (n +m+ 1) 
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din n + m oameni) în fața fiecărui cumpărător numărul cumpărătorilor care au doar monede 
de zece lei să fie mai mare decit numărul acelora care au monede de cinci lei cu mai mult de- 
cît o unitate. Deci, Masa, m este egal cu numărul modurilor de așezare, favorabile din punctul 
de vedere al condiţiilor problemei 81, b) (pentru p = 1) în rindul format de n cumpărători care 
au monede de cinci lei și de m cumpărători care au doar monede de zece lei. De aici rezultă 
că pentru p = 1 probabilitatea căutată este egală cu 


Masa m. 2 Maia. m, Nana. m „Manm (n+m+?(n+m+ 1, 
Na, m Nn42, m Na, m Nae, m (n + 2)n + 1) 


adică este egală cu 


n—m+2 (n+m+2)(n+m+ 1) (n— m+ 2)(n+m+ 1) 


n+m+2 (n + 2)(n + 1) (n + 2(n + 1) 
m(m — 1) 
(n+ 2) (n+ 1) 


pentru n > m— 1 și egală cu zero pentru n < m — 1. 


=1= 


c) Prima rezolvare. Pentru ca nici un cumpărător să nu fie ne- 
voit să aştepte restul, este necesar ca înaintea fiecăruia dintre ei să se afle 
un număr de persoane care au monede de un leu cel puțin de două 
ori mai mare decit numărul acelora care au numai monede de trei lei. Proba- 
bilitatea acestui eveniment se calculează în modul cel mai simplu prin metoda 
arătată la soluția a treia a problemei a) — această rezolvare se transpune 
aproape cuvint cu cuvint în cazul problemei c). În primul rind, vom calcula 
probabilitatea ca în faţa fiecărui cumpărător să stea un număr de persoane 
care au monede de un leu de peste două ori mai mare decit numărul 
acelora care au numai monede de trei lei — fiecărei așezări de acest fel a cum- 
părătorilor îi va corespunde, evident, o „scară“ Ao4,Aa... Antm a cărei 
bază Ag nu va fi în umbră, dacă întreaga „scară“ este luminată de sus cu 
un fascicul de raze paralele ce cad sub un astfel de unghi ca lungimea umbrei 
aruncate de un segment vertical să fie de două ori mai mare decit lungimea 
segmentului dat (fig. 74). Analog cu rezolvarea a treia a problemei a) (inlo- 
cuind numai razele ce cad sub un unghi de 45° cu razele ce cad sub unghiul 
indicat), se arată că probabilitatea ca în faţa fiecărui cumpărător să stea mai 
mult decît de două ori atitea persoane care au monede de un leu cîte sînt 


> — 2m, .. Diag 

care nu le au este egală cu a (aici se consideră n > 2 m; pentru n <2m 
n m 

această probabilitate este, evident, egală cu zero). 

Mai departe, repetind raționamentul din partea finală a rezolvării a treia 
a problemei 81, a), vom ajunge la următoarea concluzie. 

Fie două rînduri: primul este format din n cumpărători care au monede 
de cite un leu și din m cumpărători care au numai monede de trei lei (în total 
n + m persoane) şi al doilea din n + f cumpărători care au monede de cite 
un leu și din m cumpărători care au doar monede de trei lei (în totaln + m + 1 
persoane). Într-un astfel de caz, probabilitatea ca în primul rind în faţa fie- 
cărui cumpărător să stea cel puțin de două ori mai multe persoane 
care au monede de cite un leu, decit cele care nu au, este egală cu probabili- 
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tatea ca în al doilea rind în fața fiecărui cumpărător să stea mai mult 
decît de două ori atitea persoane care au monede de un leu, cîte sint cele care 
nu le au, înmulțită cu (n + m + 1)/(n + 1). 
Rezultă deci că probabilitatea căutată este egală cu 
n—2m+i n+m+i_n—2m-+i 
n+m4+1 n+i n+1 
pentru n>2m şi egală cu zero pentru n < 2m. f 
A doua rezolvare. Problema considerată admite, de asemenea, 
o rezolvare asemănătoare ca metodă cu prima rezolvare a problemei a); 
însă aici această rezolvare este mult mai complicată decit în cazul problemei a). 
Ca și în prima rezolvare a problemei a), vom reprezenta cele Cosm aşezări 
egal posibile a n + m cumpărători cu ajutorul celor mai scurte linii frînte 
în număr de C”,,, care unesc punctele Ag = (0, 0) şi Anim = (n, m). În acest 
caz, conform condiţiilor problemei c), vor îi favorabile acele așezări cărora 
le corespund liniile frînte așezate în întregime sub dreapta l, care trece prin 
punctele 


Aa Bı = (2, 1), B: = (4, 2), "e, Ba = (2m, m) 


(fig. 75, a)P. Pentru n < 2m nu vor exista, in general, astfel de linii frinte 
(în acest caz, punctul A, va fi situat deasupra dreptei T); mai departe, 
vom considera că n > 2m. 

Vom calcula numărul de așezări nefavorabile din punctul de vedere al 
condiţiilor problemei; unor astfel de așezări le corespund liniile frinte care 
unesc Ag CU Anım Și care intersectează dreapta Î. Toate aceste linii frinte au 
virfurile pe dreapta, paralelă cu dreapta T și obținută din printr-o translație 
la stinga cu o distanţă egală cu 1 (fig. 75,b )2. Astfel, rămine numai să calculăm 
numărul liniilor frinte, care unesc Ag cu A,+ şi cu virturile pe dreapta îi. 


Fig. 75 


1) În sistemul de coordonate cu originea în Ag, axa orizontală ca axa absciselor şi axa 


verticală ca axa ordonatelor, ecuația dreptei i se scrie sub forma z = 2y. 
2) Deoarece n>2m, rezultă că fiecare linie frintă, care unește Ag cu An+m şi care intersec- 


tează pe Z, în mod necesar va intersecta cel puţin o dată această dreaptă în sensul de la stinga 
spre dreapta. Este clar că virful liniei frinte vecin cu un astfel] de punct de intersecţie va aparţine 


lui Î, (v. fig. 75, b). 
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Vom nota, ca și în prima soluţie a problemei a), prin A, punctul situat 
cu o unitate mai la stinga şi cu o unitate mai sus de punctul Ag (fig. 75, b). 
Vom demonstra că numărul celor mai scurte drumuri care unesc Ao cu Apm 


şi care au virfurile pe dreapta /, este de două ori mai mare decit numărul 
celor mai scurte drumuri care unesc A; cu Apm 


Vom nota cu N 4g numărul celor mai scurte drumuri care unesc punctele 
(intersecțiile) A și B; dacă A = (i, j) şi B = (k, l), atunci N38 = Citrus): 
Pe dreapta l, sînt situate următoarele intersecţii: D, = (1, 1), Da = (3, 2), 
D; = (5, 3), «m, Du = (2k — 1, k), ..., Da = (2m — 1, m). Deoarece 


(3k — 1)! a (k-11)! 
kI(2k — 1)1 (k — 1)! (2k)! 


T = CE = = krl Py k- 
N ADe Ca 20%, N ap, = Ce, 


atunci, pentru orice k (k = 1, 2,...,m), 
N ad, = 2N app 


Vom compara acum numărul celor mai scurte linii frinte care unesc Ag 
cu Aam Şi care întilnesc pentru prima dată pe lı în punctul D, cu numărul 
liniilor frînte asemănătoare care unesc Ag cu Anım Numărul celor mai scurte 
linii frînte care unesc Ag cu Apm Şi care trec prin punctul D,, evident, este 
egal cu 


IN 4,0, s ND,dnım = 2N amp, "N D Aaaa 


iar numărul celor mai scurte linii frinte care unesc Ag cu A „+m Și care trec prin 
D, este egal cu N agp, 'N D,4n4m5 deci, primele linii sînt de două ori mai multe 
decît cele de al doilea fel. 

Numărul celor mai scurte linii îrinte care unesc Ag cu Anım Și care trec 
prin punctul D;, dar nu trec prin D,, este egal cu 


Nav, i N D,ánym == Nap, NDD, i N D,ånym 


(primul termen dă aici numărul total de linii frînte care unesc 4, cu Anim 
şi care trec prin Da iar al doilea — numărul unor astfel de linii frinte, 
care trec și prin D,), iar numărul liniilor frînte asemănătoare, care unesc A6 


cu Asm este egal cu 


N agp, "N DuAn+n — N agp, $ Npp, "N Du4n+m- 
Deoarece Nap, = 2N app, Şi Nam, = 2N agp, numărul liniilor frinte care 
unesc Ag Cu Asi este și aici de două ori mai mare decit numărul liniilor frînte 
care unesc A} cu Ånn 


În mod analog, numărul celor mai scurte linii frinte care unesc Acu A pym 
şi care trec prin D, dar care nu trec nici prin D, nici prin Dg, este egal cu 


Napp, "ÎN D,Anym T Na, “NDD, * NDuAn+n Na, "Nop," ND, Anm + 
+ Nam, Nop, ‘N op, ‘N D,4nym 
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(primul termen dă numărul total de linii frinte care unesc Ag cu As Și care 
trec prin D}, al doilea şi al treilea dă numărul unor astfel de linii frinte care 
trec și prin D,, respectiv prin D,, iar al patrulea dă numărul liniilor frinte 
care trec și prin D; şi prin D, şi prin D,), iar numărul liniilor frinte asemănă- 
toare care unesc Ag cu Apm este egal cu 


NDN Dány — Na'o N oD, ‘N DoAn+m — ÎN 4'Da * ÎN DD, * ÎN Ds4n-m F 
+ Nap, ‘Npp, NDD * ÎI Da4n+m 3 


de asemenea este uşor de văzut aici că numărul liniilor frinte care unesc Ag 
cu Anım este de două ori mai mare decît numărul liniilor frinte care unesc Ag 
cu Apm Continuînd același raţionament, vom demonstra că pentru orice & 
numărul celor mai scurte drumuri care unesc Ag cu Ass Şi care intilnesc 
pentru prima oară dreapta l, în punctul D, este de două ori mai mare decit 
numărul celor mai scurte linii frinte care unesc Ag cu Apm şi care intilnesc 
pentru prima oară dreapta l, în acelaşi punct. 

Astfel, numărul total al celor mai scurte linii îrînte care unesc A cu Anim 
şi care au virfurile pe dreapta l} este de două ori mai mare decit numărul 
celor mai scurte drumuri care unesc Ag cu A,m Şi care au virturile pe aceeași 
dreaptă. Dar orice cea mai scurtă linie frintă care uneşte Ag CU A, va avea 

. ~ . 
neapărat cel puțin un virf pe dreapta 4 (pentru n > 2 m punctul Ag este situat 
de partea stingă a dreptei |, iar punctul A am de partea dreaptă). Deci, pentru 
n > 2m numărul celor mai scurte drumuri care unesc Ag cu Apem şi care au 
virfurile pe dreapta l, estezegal cu 2N 44nn 

Acum a devenit ușor să găsim răspunsul la problema pusă. Pentru n < 2m, 
nu există cazuri favorabile ale experimentului; deci, în acest caz, probabili- 
tatea căutată este egală cu zero (desigur, acest rezultat a fost evident dinainte). 
Pentru n > 2m numărul cazurilor nefavorabile este egal cu 


=> le. 
2N 4'nin = 2C him 


deoarece numărul total al cazurilor egal posibile ale experimentului este egal 
cu CC", numărul cazurilor favorabile pentru n>2m se determină astfel; 


crn — ocmi CEMI 9 n+m 
i pi min! (m — 1)! (n + 1)! 

i (n + m)! i 2 MR (n +m)! (n— 2m + 1) 
ana la = mi(n + 1)! i 


deci probabilitatea căutată este aici egală cu 


(n + m)l(n—2m+ 1) (nẹm)l_n—2m+1 | 


ml(n + 1)! ` min! n+i 
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A treia rezolvare. Dacă am ghicit răspunsul la problema noa- 
stră, valabilitatea lui poate fi demonstrată foarte simplu ca în problemele 
a) și b) prin metoda inducției complete. Într-adevăr, fie 0 < 2m<n şi vom 
presupune că s-a demonstrat că numărul celor mai scurte linii îrinte 
care unesc Ag cu AM m- [v. a doua rezolvare a problemei a)] şi care nu au 
n — 2(m — 1)+41 
i n+i 
celor mai scurte linii frinte care unesc Ag cu AB) m-1 şi care nu au virfuri 


i Cm m1: În acest caz, 
n — 


numărul celor mai scurte linii frinte care unesc Ag cu A,m Și care nu au 
vîrfuri pe Î, va fi egal cu 


n — 2(m — 1)+1 


virfuri pe dreapta Ñ este egal cu Cai , şi că numărul 


pe aceeași dreaptă este egal cu 


(n — 1) —2m + ca 


Cn. nim- = 
n 4 rm- t (m—1)+1 aa 
2- 2mMm+3(n+m-1)! n—2m(n+m-1!_ 
n41 ni(m — 1)! n (n — 1)im! 
e n arer aaa be 
ni(m — 1)! n+i m 
_(n+m—ti(n+m)(n—2m +1) __n—2m+i (n+m)l _ 
ni(m — 1)! (n + 1)m ni nim! 
PE Da 
n+i 


De aici rezultă că această expresie va da numărul celor mai scurte linii frinte 


care unesc Ag Cu As Şi care nu au virfuri pe l}, pentru orice n şi m, 0 < 2m < 
< n + 1 (compară cu partea finală a rezolvării a doua a problemei a)]. 


Observaţie. Problema c) poate fi formulată şi în modul următor: n obiecte care au 
o anumită proprietate X și m obiecte care au proprietatea Y se 'așază într-un șir într-o ordine 
întimplătoare (astfel că probabilitatea de a apărea oricare din cele Chym moduri posibile de așe- 
zare a acestor n + m obiecte este aceeași). Care este probabilitatea ca în faţa fiecăruia din obiec- 
tele din şir să se găsească cel puţin de două ori mai multe obiecte care au proprietatea X decit 
obiecte care au proprietatea Y? 

Sub această formă, problema considerată admite o generalizare firească: se poate pune 
întrebarea care va fi probabilitatea ca în fața fiecărui obiect din şir să se afle cel puțin de r ori 
mai multe obiecte care au proprietatea X decit obiecte care au proprietatea Y. Este ușor de vă- 
zut că toate cele trei soluţii date pentru cazul r = 2 se transpun în cazul mult mai general 
al unui întreg oarecare r [această transpunere se face în modul cel mai simplu pentru prima 
soluţie a problemei c), unde este cu totul evidentă]. În acest caz, se demonstrează că, pentru 
un întreg oarecare r, probabilitatea căutată este egală cu zero pentru n < rm (ceea ce este evi- 


= 1 
dent) și egală cu imihia 
n+ i 


pentru n > rm. În cazul particular r = 1, obținem o problemă 


echivalentă cu problema a); prima și a treia rezolvări ale problemei c) se transpun, în acest caz, 
respectiv în rezolvările a treia și a doua a problemei a), în rezolvarea a doua a lui c) într-o rezol- 
vare care diferă numai ca formă de prima rezolvare a lui a). 
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82. a) Trebuie să calculăm numărul O, al modurilor în care 2n puncte, 
situate pe un cerc, pot îi împărţite in n perechi astfel ca n coarde cu extre- 
vnităţile în aceste perechi de puncte să nu se intersecteze. Vom nota cele 
2n puncte în ordinea succesiunii lor prin Ay, Ag, As, ---, Aan- Aa Punctul 
A, Îl vom numi originea coardei, dacă el face parte din perechea 
(4, 4,), unde j > i, și îl vom numi capătul coardei, dacă el face 
parte din perechea (4, A,), unde j < i. Pentru ca cele n coarde să nu se 
intersecteze, este necesar ca printre perechile de puncte să nu existe nici un 
grup de două care să se întrepătrundă: dacă (4,, AJ) și (A A) sint două 
perechi şi i < j, k < l, i < k, atunci trebuie ca sau i < j <h<lsaui<k< 
<l< j, însă nu este admis ca i< k<j<l 

Fie Aj, Ajs Ája co Ajn (1 Si <a <- <Ja < 2n) capetele coardelor 
într-una dintre descompunerile a 2n puncte în perechi care verifică condițiile 
date. Deoarece A;, este primul capăt al coardei, iar perechile nu se întrepă- 
trund, originea A,, a coardei cu capătul în A,, nu poate fi decit punctul A; 
vecin cu A;; deoarece un astfel de punct există, rezultă că j, > 2. Acum vom 
lăsa de o parte perechea (A4;_, 44) şi vom considera punctul A; primul din 
celelalte n — 1 capete ale coardelor. Pentru ca perechile să nu se întrepătrundă, 
originea A,, a coardei cu capătul în punctul 4;, trebuie să fie un punct din 
totalitatea celorlalte 2n — 2 puncte rămase, care este mai apropiat de A,, și 
care-l precede (acest punct poate fi punctul A;,— sau punctul A;,—3, dacă A;,_1= 
= 4;); pentru ca un astfel de punct să existe, trebuie ca în faţa lui A,;, să 
se găsească încă cel puţin trei puncte (punctele A,, A;, 4,), adică trebuie 
ca Ja > 4. Vom lăsa de o parte acum și perechea (A;, 4;,) şi vom considera 
punctul A;, primul dintre celelalte n — 2 capete ale coardelor. Originea A;, 
a coardei cu capătul în punctul A,;, trebuie, evident, să fie un punct dintre 
cele 2n — 4 puncte rămase, care este cel mai apropiat de A;, şi care-l precede 
(acest punct A; poate fisau A, „sau A; sau A; s). Deoarece cele patru puncte 
Ai = A; 1, Aj Ai Şi A; se află, evident, în faţa lui A;„ atunci pentru ca printre 
celelalte 2n — 4 puncte să existe punctul A, care precede pe A;„ trebuie ca 
în faţa lui A;, să se afle nu mai puţin de cinci puncte, adică trebuie ca ją > 6. 
Vom lăsa apoi de o parte perechea (4;, 4;) şi vom considera capătul A; şi vom 
continua mereu să lăsăm la o parte perechile formate și să considerăm primul 
dintre capetele coardei care a mai rămas după aceasta; vom găsi, astfel, pe 
rind, pentru fiecare dintre aceste capete A;, cite un punct A,,, din care începe 
coarda, cu capătul în A,,, adică vom parcurge, pe rînd, toate perechile (A;,, 
A;,) în care pot fi împărţite cele 2n puncte. Pentru ca să putem forma n perechi 
cu ajutorul a n capete Aj, A;,..., Aja este necesar numai ca, pentru orice k 
de la 1 la n, în fața capătului de rang k, Aj, să se afle cel puţin 2% — 1 puncte 
(adică să avem j, > 2k, k = 1, 2, 3, ..., n). 

Deci împărțirea a 2n puncte în n perechi, astfel ca cele n coarde cores- 
punzătoare să nu se intersecteze, este complet determinată, dacă sînt date n 
capete ale coardelor în această împărțire; în acest caz, pentru ca n puncte 
date să poată fi capetele coardelor într-o astfel de descompunere, este necesar 
numai ca în fața punctului de rang k să se afle cel puţin 2k — 1 puncte. 

Această ultimă condiție poate fi formulată și în modul următor: în faţa 
fiecăruia dintre cele 2n puncte trebuie să se afle nu mai puţine origini ale 
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coardelor (adică puncte care nu sint capete ale coardelor) decît capetele lor. 
Astfel, numărul modurilor diferite de împărțire a 2n puncte A, As, Ag, .-., Aon 
in perechi, astfel ca cele n coarde corespunzătoare să nu se intersecteze (adică 
numărul ®,) este egal cu numărul descompunerilor diferite a 2n puncte în două 
grupuri de cite n puncte (capetele şi originile coardelor), astfel ca în fața 
fiecăruia dintre punctele existente să se afle nu mai puține puncte din grupul 
al doilea decit puncte din primul (cuvîntul „în faţă“ înseamnă aici: „la înce- 
putul șirului A}, Áz, Aa, .-:, Aon“). Însă numărul unor astfel de moduri de 
împărțiri a 2n puncte în două grupuri de cîte n puncte este egal, evident, 
cu numărul modurilor diferite de aşezare a 2n cumpărători, dintre care n 
au monede de cinci lei, iar n au numai monede de zece lei, într-un rind, astfel 
ca în faţa fiecărui cumpărător să se afle nu mai puțini cumpărători care au 
monede de cinci lei, decit cei care nu le au (în calculul numărului modurilor 
diferite de așezare este cu totul indiferent dacă considerăm punctele din primul 
şi al doilea grup sau cumpărători care au şi care nu au monede de cinci lei). 
Deoarece, conform rezultatului problemei 81, a), numărul modurilor de aşezare, 


s 


considerate aici, a 2n cumpărători este egal cu Ct (pentru m= n 
n 


fracția PI El devina ) rezultă că și 
nA+- i n+ 
E E A 
n+1 


Cu aceasta am obținut o nouă soluție a problemei 52, b). 

De aici rezultă imediat şi o nouă rezolvare a problemei 51, b). Într-adevăr, 
în rezolvarea problemei 52, b) s-a demonstrat că numărul T, al descompu- 
nerilor diferite ale poligonului convex cu n laturi în triunghiuri, prin diagonalele 
care nu se intersectează în interiorul poligonului, depinde de numărul 0, 
datorită relaţiei O, = Tp Deci 


1 


n — 


—2 
Caz 


Ta = Oa == 


rezultat care coincide cu răspunsul la problema 51, b), obținut mai înainte 
pe altă cale. 


Observaţie, Raționamentul făcut aici poate fi folosit și în sens invers: conside- 
rind cunoscut răspunsul problemei 52,b), din soluţia dată la pag. 147, de aici obținem o 
nouă (a patra) rezolvare a problemei 81,a) în cazul particular m = n. 


b) Trebuie să calculăm numărul 4, al modurilor de împărțire a 3n puncte 
situate pe un cerc în grupuri de trei, astfel ca laturile celor n triunghiuri 
înscrise, avind virfurile în aceste n grupuri de trei puncte, să nu se intersec- 
teze. Rezolvarea acestei probleme este foarte asemănătoare cu aceea a pro- 
blemei a) dată mai sus; numai că ea se bazează nu pe rezolvarea problemei 
81, a), ci pe rezolvarea problemei 81, c). 

Vom nota cele 3n pu ncte în ordinea succesiunii lor pe cerc prin A, Áz, 
Ad, e, Agn- Aga Punctul A,îl vom numi „originea triunghiului“, dacă el 
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face parte din grupul de trei (4, A, 4,), undei < j < k; îl vom numi „mij- 
locul triunghiului“, dacă el face parte din grupul de trei (A, A,, A,), unde 
j<i<k şi „capătul triunghiului“, dacă el face parte din grupul de trei 
(An Ay Au), unde j<k<i. Pentru ca laturile triunghiurilor cu vîrfurile 
în grupurile de trei puncte să nu se intersecteze, este necesar numai ca toate 
aceste grupuri de trei să nu se întrepătrundă: dacă (A, A, Ar) şi (An Am An) 
sînt două dintre aceste grupuri de trei și i <j<k,l<m<n,i<l, toate 
cele trei numere l, m și n trebuie să fie în acelaşi timp sau mai mari decît i, 
însă mai mici decit j; sau mai mari decit j, însă mai mici decit k; sau mai 
mari decit k. 

Vom considera acum mulţimea „capetelor triunghiurilor“ într-una din 
descompunerile a 3n puncte în grupuri de trei, astfel ca laturile celor n triun- 
ghiuri corespunzătoare să nu se intersecteze; acestea vor fi anumite n puncte 
Ars Aha sc Am din totalitatea celor 3n puncte existente (aceste puncte le 
vom numerota în ordinea succesiunii lor pe cerc, astfel incit 1 < k < kg <.. 
„.. < ka < 3n). Deoarece A, este primul „capăt de triunghi“, este clar că 
primele două virfuri ale triunghiului pentru care A, este virful al treilea tre- 
buie să fie punctele A -1 și Ay 2, care preced imediat pe A,,; de aici, în parti- 
cular, rezultă în mod necesar k >3. Mai departe, vom lăsa de o parte grupul 
de trei (4,2, Ana Au) Şi vom considera primul punct A,,, din celelalte n — 1 
„capete ale triunghiurilor“. Celelalte două virturi ale triunghiului care are al 
treilea vîrf în acest punct trebuie să fie punctele A,, și A,, care preced imediat 
punctul A,, în şirul celorlalte 3n — 3 puncte. 

Astfel, cunoscind toate „capetele triunghiurilor“, putem determina în care 
grup de trei intră al doilea „capăt“ A,, iar kg trebuie să nu fie mai mic 
decit 6 (deoarece toate celelalte cinci puncte Apo, An Ar Ai A, preced 
pe Au). 

Continuind să lăsăm de o parte grupurile de trei puncte formate și să con- 
siderăm primul dintre „capetele triunghiurilor“ care mai rămîn după aceasta, 
în mod analog ca în soluția problemei a) vom putea să parcurgem pe rind 
toate cele n grupuri de trei (Ain Ajn Ar), în care pot fi descompuse cele 3n 
puncte; în acest caz, pentru ca formarea celor n grupuri de trei pînă la al 
n-lea „capăt al triunghiului“ să fie posibilă, este necesar ca, pentru orice 2 
de la 1 la n, în faţa celui de-al I-lea „capăt al triunghiului“ A» să se afle cel 
puţin 3l — 1 puncte, adică &,>3], L = 1, 2,...,n. De aici, în mod analog 
cu felul cum s-a procedat în soluția problemei a), se poate trage concluzia 
că numărul descompunerilor diferite a 3n puncte în n grupuri de cite trei, 
astfel ca laturile celor n triunghiuri corespunzătoare să nu se intersecteze 
(adică numărul y,), este egal cu numărul descompunerilor a 3n puncte în două 
grupuri de cite n și 2n puncte, astfel ca în faţa fiecărui punct să se afle cel 
puţin de două ori mai multe puncte din grupul al doilea decît puncte din primul 
grup. 

Acest rezultat poate fi formulat şi altfel: numărul căutat y, este egal 
cu numărul modurilor de aşezare în rînd a 3n cumpărători, dintre care 2n au 
monede de un leu, iar ceilalți n au numai monede de trei lei, astfel ca în fața 
fiecărui cumpărător să se afle cel puţin de două ori mai mulți cumpărători 
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care au monede de un leu, decit cumpărători care au doar monede de cite 
trei lei. Conform rezultatului problemei 81, c), de aici rezultă imediat 


1 n 
Pa = mhi 
Acest răspuns poate fi pus într-una din următoarele forme: 
(3n)! 1 (3n + 1)! 1 
Du P E E E N Chaui 
ni(2n + 1)! 3n+ i ni(2n+ 1)! 3n + 

1 3 3 
= Col = n meS Cez? A 
n? 2n+i aia "VEAE Iaza 


c) Vom nota cu S, numărul modurilor diferite de descompunere a poli- 
gonului convex cu 2n laturi în patrulatere, prin diagonale care nu se inter- 
sectează în interiorul acestui poligon P. Mai jos vom demonstra că Sa = Pa; 
de aici, conform rezultatului problemei b), va rezulta imediat și soluția proble- 
mei considerate. 

Egalitatea S,, = 4, se demonstrează în același mod ca egalitatea 7,2 = 
= 9, [v. rezolvarea problemei 52, b)]. Vom stabili mai întii o relaţie care per- 
mite să determinăm pe y, cu ajutorul valorilor cunoscute 4, Va, (ba, e, a-i 
[această relaţie este asemănătoare cu cea obţinută în rezolvarea problemei 
52, a) şi poate fi stabilită pe o cale asemănătoare], apoi vom arăta că o astfel de 
relație este verificată şi de numerele Q, = :S„, [această parte a rezolvării 
va fi asemănătoare cu rezolvarea problemei 52, b)], după care egalitatea 
căutată va deveni cu totul evidentă. 

Trecem la stabilirea relaţiei dintre 4, şi numerele Wi, Ya, o, ee, Var: 
Vom nota cele 3 n puncte, despre care este vorba în enunţul problemei 82, b), 
în ordinea succesiunii lor pe cerc, prin A}, As, Aş, --:, Asa-s Aaa. Dintre cele n 
triunghiuri înscrise, cu virfurile în aceste puncte, vom considera pe cel căruia 
îi aparține virful A,. Este clar că al doilea virf (în sensul ordinii de succesiune 
în șirul A, Aa, +., 43) al acestui triunghi trebuie să fie unul din punctele 
Az, As, Ap e, As-a 1 -+3 Aan-a (altfel, prima latură a triunghiului considerat 
ar separa un arc conţinind un număr de puncte care nu este multimplu de trei 
şi, deci, ar trebui să se intersecteze cel puţin cu una dintre laturile celorlalte 
triunghiuri). Să presupunem, de exemplu, că al doilea vîrf ar fi punctul Az; 
atunci al treilea virf trebuie să fie unul dintre punctele As, Ag, Ap, ---, Asu -3 Aaa: 
Dacă al treilea virf va fi punctul 43, (fig. 76, a), latura A4, a triunghiului 
considerat va separa un arc pe care sint situate 3(7 — 1) dintre punctele consi- 
derate (punctele Ág, Aa As, Asa), iar latura Ag,A, va separa un arc pe 
care se află 3(n — 1) puncte (punctele Azmı, Aaaa =, Aaa). Obţinem toate 
modurile de descompunere posibile a 3n puncte în n grupuri de trei, care 


D Urmărind soluţia problemei 50, este ușor de demonstrat că fiecare descompunere de 
acest fel va conţine n — 1 patrulatere şi că numărul diagonalelor care fac parte din fiecare descom- 
punere este constant și egal cu n — 2. Din aceste consideraţii rezultă că poligonul convex cu 
2n + 1 laturi nu poate fi descompus în patrulatere prin diagonale care nu se intersectează în 
interiorul său. 
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verifică condiţiile problemei şi in care punctul A, intră în grupul de trei (A4,, 
Ag, Aşı), asociind toate cele hı descompuneri a 3(/ — 1) puncte As, Ag, ..-: Asa 
în grupuri de trei cu toate cele 4, descompuneri în grupuri de trei a 3(n — l) 
puncte Asa, Ásn2 ++, Aaa; deci numărul total al acestor moduri de descom- 


A As Ay ax 
4, 
Az A3 
Aon 
Ap A2 A h 
A 4) 3 net 
-1 
Azn i f Al A2n+2 
a b 
Fig. 76 Fig. 77 


punere este egal cu V,_1,_„. Deoarece ! poate lua aici valorile 1, 2, 3,...,.n, 
numărul total al modurilor de descompunere în care punctul A, intră în ace- 
laşi grup de trei cu punctul A, este egal cu suma 


Van T PPan H Popas H e FH Pampi F Pai 


(primul şi ultimul termen corespund aici la ? = 1 și l = n; acești termeni 
sint evident pur și simplu egali cu 4,_.). Dacă al doilea virf al triunghiului 
care conține pe A, va fi A;, atunci al treilea virf trebuie să fie unul dintre 
punctele Ae, Ap -.-, Asn +, Asn; toate descompunerile posibile în care al 
-doilea virf al acestui triunghi va fi As, iar al treilea Ag (fig. 76, b), le vom 
obține asociind 4, = 1 moduri de descompunere în grupuri de trei a punctelor 
As, Az, Ag, separate de latură A,A;, cu V,_„ descompuneri a 3(l — 2) puncte 
Ag Am «s-a Asau separate de latura A;43, și cu Vp, descompuneri a 3(n — ) 
„puncte Asus, Ásu2, +, As, separate de latura A,A}, astfel că numărul total 
al descompunerilor care conţin grupul de trei (A,, As, Áa) va fi egal cu 
Yi Via Yn- Făcînd pe 2 să parcurgă valorile 2, 3, 4,..., n, numărul total al 
modurilor de descompunere în care al doilea virf al triunghiuui care conține 
virful A, este A, vom obţine suma 


Palpa- H Pipra  Paba-a H H Vas + Wa-2)- 


Continuind același raționament, vom găsi că numărul descompunerilor în care 
al doilea virf al triunghiului cu „originea“ în A, va fi A, este egal cu 


Va(Va-s + ViVa-a F ses + Va-atbi F Pa-3) 


etc. ; numărul descompunerilor în care al doilea virf al triunghiului considerat 
este A3,- este egal cu 


Va-s (P2 + Yi’ hi + 42); 
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numărul descompunerilor în care al doilea virf va fi A3,- este egal cu 


Pa-2(Y1 + pı) 


şi, în sfirșit, numărul descompunerilor în care acest virf este A3,_, este 


aa 


Astfel, vom obține pentru 4, următoarea formulă ” generală: 
Va = Vaca F Via-2 H Woa-s + e H Pahi H Pa- + 
F Palpa- H Vatba-s H cs: F Paati H Va) + 
+ Va(Va-a + Pipa- F -e H Vaca H Wa) F --: 
ee H Paza (Po H papi + Pa) + Yr-elhpr + P) Yar 


Aceasta este relația căutată. Utilizind această relație şi ținind seama de faptul 
că y, = 1 (y. este numărul modurilor de descompunere a trei puncte în gru- 
puri de trei), putem să calculăm pe rind toate valorile lui y,; în particular, 
de aici rezultă 


J2 = 4 + h + Y= 3, 

Ya = pa + pipi + Ye t pi (Va + di) + Va = 
=3+1:4+3+1:(1+1)+3=12, 

Ja = ba + Wt Yeti + pa + Palhe + Va + Y2) t plti + t) F h = 
= 19 + 1:3+ 3-14 12+1-:(3+1-1+3)+ 3-(1+1)+12=85 


etc. [toate aceste valori pot fi obţinute și din formula pentru y,, stabilită 
la rezolvarea problemei 82, b)]. 

Vom deduce acum o relaţie analoagă între Spyr și Sps Spa Sa-i ceea S2 
Fie AjAa... AzAani42n+2 UN poligon convex cu 2n + 2 laturi (fig. 77); dintre 
patrulaterele în care acest poligon poate fi descompuns cu ajutorul diagona- 
lelor care nu se intersectează vom considera pe acelea în care intră latura 
AsAa. Al treilea virf (în ordinea succesiunii din șirul A, Áz, Ag, -:, Aon42) 
al acestui patrulater poate fi sau Ag, sau 44, sau A,,..., sau Agny (al treilea 
virf nu poate fi un virf par al poligonului cu 2n + 2 laturi, deoarece, în caz 
contrar, diagonala corespunzătoare ar separa din poligonul dat un poligon 
cu un număr impar de laturi, care nu poate fi descompuns în patrulatere prin 
diagonalele sale; (v. trimiterea de la p. 216). Dacă acest al treilea virf va fi A3, 
al patulea virf poate fi sau A,, sau Ag, sau Ag etc. sau Azp,2; numărul total al 
acestor moduri de descompunere în care intră patrulaterul A,424342, este 


Il 


D Admițind, prin convenție, pọ = 1 şi utilizind semnul sumă, această formulă lungă 
poate fi scrisă concis în modul următor: 


n—=1 n—i—1 


Ja = da > pippa- = hhe 
= j= 


f i+jtk=n—1 
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egal, evident, cu :5,_15p-s+2 [deoarece laturile A,A2, și Asa, separă din poli- 
gonul cu 27 + 2 laturi un poligon cu 2} — 1 laturi şi un poligon cu 2(n — l + 2) 
laturi; v. fig. 77]. De aici rezultă că numărul total al modurilor de descompunere 
în care al treilea virf al patrulaterului care conţine pe 4,42 va fi 43, este 
egal cu 


Sa H Sna H SaSao H eee bt Sarat Su 


La fel se demonstrează cu numărul modurilor de descompunere, în care acest 
al treilea virf va fi As, este egal cu 


Sa(Sn-1 + SaS n- + SaS n-3 Peat Sa-282 + Sa-1)3 


numărul total al modurilor de descompuneri, în care acest virf este A,, este 
egal cu 


SalSn-2 H Sasna H «i: H SaS + Sao) 


etc., numărul total al modurilor de descompuneri, în care acest al treilea virf 


este 42,3, este egal cu 
Sa-2(S3 + S252 + S3); 
numărul descompunerilor, în care acest virf va fi As„-1, este egal cu 
Sa-1(S2 + Sa) 


şi, în sfirşit, numărul de descompunere, în care acest virf este As, este Sp 
De aici se obține pentru S$,4, următoarea formulă ” generală: 


Sai = Sa H SaS n-i H SaSao H oe H Sasa H Sa T 
+ SaS pa H SEn F o H Sase t Sa) + 
F SaS- H SaS na F o + Sao) H o 
ee H Saca (Ss H S22 + S3) + Sa-i (Sa + S2) + Sa 


Aceasta este relaţia căutată. Utilizind această formulă şi ținind seama de 
faptul că S, = 1, putem calcula succesiv pe S$ pentru toate valorile lui n; 
în particular, pentru n = 3, 4, 5, rezultă 


S3 = Sa + S2 + S2 = 3, 

Sa = S3 + S22 F Sa + Sa(Sa2 + S2) + S= 
=3+144+341(14+1)+3=12, 

S5 = Sa + Sasa + SaS H Sa H Sa(S3 H SaSa + Sa) + Sa(S2 + Sa) + Sa = 
=12 +33 +12+ 3 +14+3 +3141) +12=55. 


D Admiţind prin convenţie că S= 1 și utilizind semnul sumă, putem scrie concis această 
relaţie sub forma următoare: 


n n—i—l 
San DD DO Sina DI SiS/Sk- 
i=l jal îti+th=n+2 
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Să mai observăm că, dacă vom nota S, = Q, relaţia stabilită aici va 
lua următoarea formă: 


0, = Qn-1 + QiQa-a + Ons H --. + Oni H Oa + 
+ Qu(Qa-a + Qa- + --- + Ona at Quo) + 
+ Qala- + Qaa + o + Qna) + -.. 

ste + Qn-ala + 010. + 02) + On- + 0.) + Qar 


Această relație coincide întocmai cu cea obținută mai înainte pentru numerele 
pa (v. p- 218). Deoarece în afară de aceasta avem şi Q,=S2=1=4,, 
calculul succesiv al valorilor Q, cu această formulă pentru n = 2, 3, 4,... 
va da același rezultat ca și calculul succesiv al valorilor y,, cu alte cuvinte 


Q, = i adică Sp = Qa- = Va 


(am văzut mai sus că S, = pa, Sa = Y3 şi S = Y4). De aici, conform rezul- 
tatului problemei b), rezultă 


PI. na 30 —3) 
on 1 0 (n—1)1(2n— 1)! 


Acesta este răspunsul la problema noastră. 


Observaţie. Problemele 52, b) şi 82, b) sint cazuri particulare ale următoarei pro- 
bleme mult mai generale. 

Pe un cere sint dispuse kn puncte. În cite moduri diferite pot fi ele împărţite în n grupuri 
de cite k puncte, astfel incit laturile celor n poligoane înscrise, convexe cu k laturi, care au ca 
viriuri aceste grupuri de k puncte, să nu se intersecteze? 

Rezolvarea acestei probleme generale poate fi dată în modul cu totul analog celui din re- 
zolvarea problemei 82, b); în acest caz, trebuie să ne bazăm însă nu pe rezultatul problemei 
81, c), ci pe generalizarea acestei probleme dată în observaţia de la sfirșitul rezolvării problemei 
81, c). Este ușor de văzut că, în acest caz, vom ajunge la următorul răspuns al problemei: nu- 
mărul căutat al modurilor de descompunere este egal cu 


1 1 ë (kn)! 
— CO = CR e o 
(Rn ina nik nai 


La fel, problema lui Euler 51, b) și problema 82, c) sint cazuri particulare ale unei probleme 
ca cea următoare: 

În cite moduri diferite poate fi descompus poligonul!) convex cu (k— 2)n + 2 laturi în 
poligoane cu k laturi ducînd diagonale care nu se intersectează în interiorul poligonului 
cu (k—2)n + 2 laturi? 


D Nu este greu de văzut că, pentru m Æ (k— 2)n +2, poligonul convex cum 
laturi nu poate fi împărţit prin diagonale care nu se intersectează în poligoane cu k laturi [aceasta 
rezultă, de exemplu, din faptul că în cazul poligonului cu m laturi care poate fi împărţit în po- 
lgoane cu k laturi, suma unghiurilor poligonului cu m laturi trebuie să fie egală cu suma un- 
ghiurilor poligonului cu k laturi înmulțită cu un număr întreg, adică trebuie ca (m — 2) - 180° = 
= n(k— 2):180, m = (k— 2)n + 2]. 
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În mod analog cu rezolvarea problemelor 51, b) şi 82, c), rezolvarea acestei probleme ge- 
nerale poate îi redusă fără dificultate la rezolvarea problemei precedente. Utilizind răspunsu 
dat mai sus; vom obţine că numărul căutat de moduri este aici egal cu 

1 _ [k+] 
knti O niati” 


acest rezultat este generalizarea rezultatelor găsite în rezolvarea problemelor 51,b) şi 82, c). 


83. În orice grup de șase numere întregi consecutive, un număr se divide 
cu 6 şi cîte unul din acestea dă, prin împărțire la 6, restul 1, 2, 3, 4şi5. 
Astiel, printre oricare şase numere întregi consecutive există două care sint 
prime cu 6 (și anume acelea care dau prin împărţire la 6 resturile 1 şi 5). 
Deci probabilitatea ca un număr dat dinainte să fie prim cu 6 va fi egală 
cu 2/6 = 1/3. 

Din faptul că din oricare trei numere consecutive unul este prim cu 6 nu 
este greu de dedus că probabilitatea ca cel puţin unul din două numere date 
finanta să fie prim cu 6 este egală cu 5/9 [compară cu rezolvarea problemei 

3, a)l. 


84. a) Pătratul unui număr întreg se termină cu cifra 4 dacă numărul 
se termină cu cifra 1 sau 9. Aceasta înseamnă că printre fiecare 10 numere 
întregi consecutive vor exista două, al căror pătrat se termină cu unu. De 
aici rezultă că probabilitatea căutată este egală cu 0,2. 


Cubul unui număr întreg, cum este ușor de verificat, se termină cu citra 
1 numai în cazul în care numărul se termină cu cifra 1. Ultimele două cifre 
ale numărului n (aceasta este uşor de văzut, de exemplu, din regula de înmul- 
ţire a numerelor de mai multe cifre „puse unele sub altele“). Lunid ultimele 
două cifre ale cuburilor numerelor 04, 41, 21, 34, 44, 51, 61, 71, 81 şi 91, 
este uşor de verificat că, dintre toate numerele de două cifre, numai numărul 
71 are cubul terminat cu cifrele 11. Astfel, problema determinării probabilității 
ca cubul numărului n să se termine cu 11 este echivalentă cu următoarea: 
care este probabilitatea ca numărul n să se termine cu 71? Este evident că 
această probabilitate este egală cu 0,01. 

b) Evident că ultima cifră a puterii a 10-a a numărului întreg n depinde 
numai de ultima cifră a numărului n. Mai departe, ne convingem ușor că 410 
şi 610 se termină cu cifra 6, iar celelalte cifre dau prin ridicare la puterea a 
10-a numere care nu se termină cu 6 (210 şi 810 se termină cu 4, 010 = 0, iar 
cifrele impare prin ridicare la puterea a 10-a dau numere impare). De aceea, 
printre fiecare 10 numere întregi consecutive există două care prin ridicarea 
la puterea a 10-a dau numere ce se termină cu cifra 6, iar celelalte opt conduc 
la numere care nu se termină cu cifra 6. Deci, probabilitatea ca puterea a 10-a 
a unui număr întreg luat la întimplare să se termine cu cifra 6 este egală cu 
0,2. 

Deoarece puterea a 10-a a oricărui număr par, care nu se divide cu 10, 
se termină cu cifra 4 sau 6, rezultă că puterea a 20-a a oricărui astfel de număr 
se termină cu cifra 6. Toate celelalte numere întregi, prin ridicare la pute- 
rea a 20-a, evident, nu conduc la numere care se termină cu 6. De aici rezultă 
că probabilitatea ca n% să se termine cu 6 este egală cu 0,4. 
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Observaţie. Se poate demonstra de asemenea că probabilitatea ca puterea a 20-a 
a unui număr întreg să se termine cu 76 este egală tot cu 0,4 (la fel, că probabilitatea ca pu- 
terea a 200-a a unui număr intreg să se termine cu 376 este egală cu 0,4). V. în această privință 
soluția problemei 34 din (56)., 
c _n(n —Î)(n — 2) (n — 3) (n — 4) (n — 5) (n — 6) 
n 


1234567 


55. ; deci probabi- 


litatea ca C7 să se dividă cu 7 este egală cu probabilitatea ca produsul 
n(n — 1)(n — 2)(n — 3)(n — 4)(n — 5)(n — 6) să se dividă cu 49. Însă aceasta 
va avea loc, evident, atunci şi numai atunci cînd prin împărțire la 49 numărul 
n dă unul dintre resturile 0, 1, 2, 3, 4, 5 sau 6. Printre oricare 49 numere 
întregi consecutive există 7 care satisfac această condiție. De aici rezultă că 
probabilitatea căutată este egală cu 7/49 = 1/7. 

Probabilitatea ca C3 să se dividă cu 12 este, evident, aceeaşi cu probabili- 
tatea ca produsul de la numărător n(n — 1)(n — 2)(n — 3)(n — 4)(n — 5)(n — 6) 
să se dividă cu 64: 27. Printre fiecare şapte numere consecutive există 
neapărat două care se divid cu 3; dacă, în acest caz, unul dintre ele 
se divide cu 9, atunci întregul produs se divide neapărat cu 27. Deci, dacă n 
are forma 9k + r, unde r = 0, 1, 2, 3, 4, 5 sau 6, atunci produsul n(n — 1)x 
x (n — 2)(n — 3)(n — 4)(n — 5)(n — 6) se divide cu 27. (Cazul în care trei 
din factorii produsului considerat se divid cu 3 face parte din cel precedent, 
deoarece din trei numere consecutive, multiplii de trei, unul se divide neapărat 
cu 9.) 

Mai departe, într-un şir de șapte numere întregi consecutive, numerele 
n—1,n—3 şin—5 sau n,n—2, n—4şin—6 se divid cu 2. În 
primul caz, din trei numere întregi pare consecutive n — 1, n — 3 și n — 5, 
sint divizibile cu 4 sau n — 3, sau n — 1 şin — 5. Dacă numerele divizibile 
cu 4 sint n — 1 și n — 5, atunci, din aceste două numere consectuive multi- 
pli de 4, cel puţin unul se divide cu 8; deci, dacă n — 1 se divide cu 4, 
adică n este de forma 4 + 1, produsul considerat se divide cu 2:4:8= 
= 64. Dacă numărul divizibil cu 4 este n — 3, atunci, pentru ca produsul 
să se dividă cu 64 este necesar ca n — 3 să se dividă cu 16, adică ca n 
să fie de forma 161 + 3. În sfirşit, dacă n, n — 2, n —4șin — 6 se divid 
cu 2 (dacă n = 2] este par), atunci, din aceste patru numere întregi conse- 
cutive două trebuie să se dividă cu 4 şi, deci, în acest caz, produsul consi- 
derat se divide neapărat cu 2: 2: 4- 4 = 64 (nu este greu de văzut că, în 
acest caz, el trebuie să se dividă chiar cu 128). 

Deci, n(n — 1)(n — 2)(n — 3)(n — 4)(n — 5)(n — 6) se divide cu 64 atunci 
cind n are sau forma 4l + 1 sau 16: + 3 sau 2] și numai în aceste cazuri, 
cu alte cuvinte, cînd n este de forma 167 + s, unde s = 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 
8, 9, 10, 12, 13 sau 14. 

Deci C7 se divide cu 12 dacă n este de forma 9k + r, unde r are una 
din cele șapte valori de mai sus şi în același timp este de forma 16. + s, 
unde s are una din cele 13 valori de mai sus. Datorită acestui fapt orice n 
pentru care C7 se divide cu 12 trebuie să dea prin împărțirea cu 9: 16 = 144 
unul din cele 7:13 = 91 resturi (astfel, dacă n dă prin impărţirea cu 16 restul 
8 şi prin împărţirea cu 9 restul 5, atunci n este neapărat de forma 
144m + 104; dintre numerele de forma 144m + t, unde i=8, 24, 40, 56, 
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72, 88, 104, 120, 136, numai numerele de forma 144m+104 dau restul 5 prin 
împărţirea cu 9). De aici rezultă că probabilitatea căutată este egală 
cu 91/144 20,63. 


86. Scriind toate puterile consecutive ale lui doi, 2, 4, 8, 16, 32, 64, 
128, 256, 512, 1024, 2048, 4096,..., ne vom convinge că ultima cifră a 
acestor numere se repetă periodic, cu perioada 4. Prin urmare, din patru 
puteri consecutive ale lui doi, una se va termina cu 2, deci probabilitatea 


ca 2” să se termine cu 2 este egală cu 1. 0,25. 
Vom calcula, acum, succesiv, ultimele două cifre ale puterilor lui doi: 
02, 04, 08, 16, 32, 64, 28, 56, 12, 24, 48, 96, 
92, 84, 68, 36, 72, 44, 88, 76, 52, 04, 08,... 


(aceasta nu este greu, deoarece nu avem decit să dublăm de fiecare dată 
numărul precedent de două cifre ale șirului și, dacă obţinem un rezultat din 
trei cifre, să lăsăm de o parte prima cifră). Astfel, vedem că 222 se termină cu 
aceleași cifre 04 ca şi 22; 22% se termină cu aceleaşi cifre 08 ca și 2? etc,. 
adică ultimele două cifre ale numărului 2”, începind cu numărul 22 = 04, se 
repetă și ele periodic, cu perioada 20. Astfel, din 20 puteri consecutive ale lui 
doi de la 22 la 22! numai 2? se termină cu cifrele 12. Deci, din fiecare 20 
puteri consecutive ale lui doi, începînd de la 2%, unde k > 2, una și numai 
una se termină cu 12. Deci, probabilitatea ca 2” să se termine cu 12 este 
egală cu 1/20 = 0,05. 


Observaţie. Se poate arăta că ultimele k cifre ale numerelor 2%, începind cu numă- 
rul 2%, se repetă cu perioada 4. 5k-1 (v. [56], problema 243)]. 


87. Fie g(iN) numărul acelora dintre primele N puteri ale lui doi, care 


g(N) 


încep cu cifra 1. Trebuie să stabilim cu ce este egală lim zo 
N>% 


Să observăm că nu pot exista două puteri diferite ale lui doi, care să 
aibă un număr egal de cifre şi să înceapă cu cifra 1. Într-adevăr, dacă ar 
exista două numere care încep cu cifra 1 și care au același număr de cifre, 
atunci cel mai mare dintre ele ar fi totdeauna mai mic decît dublul celui 
de-al doilea; prin urmare ele nu pot fi puteri ale lui doi. Pe de altă parte, 
cea mai mică dintre toate puterile lui doi care au un număr dat de 
cifre mai mare decit 1 trebuie neapărat să înceapă cu cifra 1: în caz contrar, 
împărțind acest număr cu 2, am obține o putere mai mică a lui doi care 
are același număr de cifre (astfel, cea mai mică putere a lui doi cu două 
cifre este 16, cea mai mică cu trei cifre este 128, cea mai mică cu patru cifre 
este 1 024 etc.). Este esențial să mai observăm, că există puteri ale lui doi 
care au orice număr de cifre: într-adevăr, dacă 2% este cea mai mare 
dintre puterile lui doi care are p cifre, puterea următoare 2:*1 va avea p + 1 
cifre; deci pentru orice p există puteri ale lui doi cu p cifre. 

Fie 2" un număr de n cifre. Atunci, printre primele N puteri ale lui 
doi se va găsi un număr de n cifre care începe cu 1, un număr de n — 1 
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cifre care începe cu 1, un număr de n — 2 cifre care începe cu. 1 etc. pină 
la un e de două cifre care începe cu 1 (anume numărul 16). Astfel g(V) = 
=n— 1. 

Dacă n este numărul de cifre ale numărului 27, atunci n — 1 este carac- 
teristica logaritmului în baza zece a numărului 27, adică este partea întreagă 
a numărului lg (2%) = N lg 2. Cu alte cuvinte, Nlg2=n—1+a, unde 
O<a < 1 și g(W)=n—1=WNig2—a. Deci, 


im N lg 2 — a 
N 


= lg 2 — lim 4 = lg 2 
N>œ N Na E aN B 4 


adică probabilitatea ca o putere a lui doi să înceapă cu cifra 1 este egală cu 
lg 2 x 0,30103. 


88. a) Problema poate fi formulată in modul următor: trebuie demonstrat 
că pentru orice număr intreg M există un număr n, astfel încit 2” să înceapă 
cu o combinație de cifre care reprezintă scrierea în baza zece a numărului M. 
Cu alte cuvinte, trebuie să demonstrăm că pentru orice 'număr intreg M 
pot fi determinate două numere pozitive întregi n și k, astfel încît 


10£ - M <2” < 10%(M + 1). 
Luiînd logaritmii acestor inegalităţi, obținem inegalităţile echivalente 


IgM + k<nlg2 < lg(M + +. 


Vom demonstra acum existența numerelor n și k care verifică aceste ultime 
inegalităţi. 

Să însemnăm pe axa numerelor toate segmentele cuprinse între numerele 
lg M + k şi lg(M + 1) + k, unde k parcurge toate numerele întregi pozitive. 
Toate aceste segmente au aceeași lungime, egală cu lg (M + 1)— lg M = 
2i M+1 
M 
lg (M + 1)] prin translații de distanțe intregi 1, 2, 3, ... Numerele lg 2, 2 lg 2, 
3 lg 2, ..., nlg 2, ..., formează o progresie aritmetică; trebuie să demonstrăm 
că termenii acestei progresii vor fi conţinuţi în cele din urmă într-unul din 
segmentele considerate. 

Este comod să presupunem că axa numerelor este înfășurată pe un cere 
de rază 1/(2m) (adică pe un cere de lungime 1). În acest caz, toate punctele 
a căror distanță este exprimată printr-un număr întreg vor coincide și, în 
particular, vor coincide toate segmentele considerate (fig. 78). În ce priveşte 
punctele lg 2, 2lg 2, 31g 2,.., rezultă că nu există două dintre ele care să 
coincidă: dacă punctele plg 2 şi qlg 2 ar coincide, aceasta ar insemna că di- 
ferenţa p lg 2 — g lg 2 ar îi egală cu lungimea cercului luată de r ori, adică 
ar fi egală cu numărul întreg r; în acest caz, ar fi valabilă egalitatea lg 2 = 
= r|(p — q), unde r, p şi q sint numere întregi, ceea ce contrazice faptul 
că lg 2 este un număr irațional ”. Deci valorile lg 2, 2 lg 2, 3 lg 2, ... formează 


= lg[1 + » şi toate se obţin din primul segment [lg M, 


D Faptul că 1g2 este irațional este cu totul evident: în caz contrar ar avea loc egalitatea 
2 = 10 7/1, cu m şi n numere întregi, adică 21 = 107, Dar 2 la nici o putere întreagă nu poate 
fi o putere a lui 10, deoarece orice putere a lui 10 conţine factorul prim 5. 
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pe un cerc un şir infinit de puncte A, Ag, Ag, (v. tie. 78, unde sint repre- 
zentate pe un cerc primele 15 poaa Á; A pa gi e Ap) Trebuie: să arătăm 
că unele puncte din şirul A,, Ap, Agy::.. cu numere suficient de mari (astfel 
înglt puterea respectivă a lui 2 are mai 

multe semne decît M) vor fi cuprinse 
în întervalul tăiat pe cerc de punctele 
ig M, lg (M +1). 

Deoarece, pe cerc au fost dispuse o: 
infinitate de puncte din şirul nostru, ` 
rezultă că printre ele se pot găsi două 
puncte a căror distanță (adică lungi- , 
mea arcului de cerc ale cărui extremi- ,/ 
tăți sint aceste puncte) să fie mai mică 4 
decit orice număr dat — dacă diștanța : 
dintre oricare două puncte ale. șirului p: 
ur fi mai mare decit un număr dat CA 
atunci pe cerc nu s-ar putea afla decit 
ph număr finit de termeni ai şirului. 
Fie A, Și Ap două puncte din. şirul 
considerat, a căror distanță este mai 
mică decit lungimea Mie leul tăiat, 


Fig. 78. 


pe cerc [esos cu lg (+ + 3) - Să observăm că distanța dintre punctele ia 


gi Apr este egală cu distanța dintre punctele A, pa Și Aman A paza ŞI A pase 
Aps Și Apg ete. (aceasta rezultă din faptul că (p + q)lg2-— plg2 = 

q lg 2 = (p + 29) lg 2 — (p + 4) 1g 2 = (p + 3g) 1g 2 — (p + 24) 1g 2= ...). 
Astel, punctele Ap Ap Apra, Apra Se succed pe cerc la aceeași 
distanță. Dar, deoarece distanța dintre aceste puncte. vecine este mai mică 
decit lungimea intervalului considerat tăiat pe cerc, atunci din oricare k puncte 
gonsecuvtive, unde k este un număr întreg suficient de mare pentru ca produsul 
lui k cu distanța dintre punctele Ag ȘI Áp să fie mai mare decit unu, cel 
puţin unul dintre ele trebuie să fie cuprins “N intervalul tăiat pe cere (compară 
cu fig. 78, unde ca şir de puncte A, Apa Apep poate fi considerat, 
do exemplu, şirul A, Aso, A2, Azp --, din care numai primele două pun:ta 
sint notate pe figură). Cu aceasta se încheie demonstraţia. 

b) Folosind consideraţiile geometrice din soluţia problemei a), putem 
tormula problema pusă în modul următor: care este probabilitatea ca un 
punct luat la intimplare din șirul A, Az, Ag, ... să fie cuprins în intervalul 


de lungime d = lg (+ + 7) tăiat pe cerc. Vom demonstra că probahili- 


atena căutată este egală chiar cu lungimea a a acestui segment. 
= Vom alege un număr întreg m astfel, încît să existe două puncte An 


şi Aps ale șirului A,, Az, A3,..., a căror distanță œ să fie cuprinsă între 
£ şi - T În soluția problemei a) s-a arătat că pot fi totdeauna alese 
ra m 


45 — Probleme neelementare — c. 366 225 


două puncte A, și Apn astfel, incit distanța dintre ele să fie cit de mică 
posibil; aceasta înseamnă că, printr-o alegere convenabilă a punctelor A, şi 
Ap putem găsi un număr m oricît de mare. Vom demonstra acum că pro- 


babilitatea căutată aici diferă de a = lg[1 +5 cu nu mai mult de 2; 


m 
deoarece pentru un m suficient de mare, fracția 2/m va fi oricit de mică, 
rezultă că această probabilitate este egală cu a. 


Să observăm că pentru orice k distanța dintre punctele A, și Apse va 
fi egală cu distanța dintre punctele A, și Ap, (deoarece (k + g)lg 2 — k lg 2= 
= (p + 9)lg2 — plg 2), adică va fi egală cu «. Vom alege acum un număr 
oarecare N şi vom arăta ciți dintre primii N termeni ai șirului A4, Aa, Ag,-:- 
vor fi cuprinşi în intervalul de lungime a tăiat pe cerc. Pentru simplificarea. 
calculului, vom presupune mai departe că N este multiplu de gm; deoarece 
apoi va trebui să trecem la limită pentru N — œ, această restricţie impusă 
lui ÎN nu va avea vreo influenţă asupra rezultatului final (putem face pe N 
să crească nemărginit, lăsindu-l tot timpul multiplu de qm; orice alt număr 
suficient de mare îl putem reprezenta sub forma unei sume dintre un număr 
care se divide cu qm și restul care nu este mai mare decit qm şi care nu are 
nici un rol cînd N — co; compară cu exemplul studiat la p. 30. Punctele 


As Aaa A 1+aa pe Ama 


sint dispuse pe cerc la distanța œ unul de altul (onas a este cuprins inire 


t şi z) ; excepție fac punctele marginale A, și A 1+m-Dg a căror distanță 
m m+i 
este mai mare decit 1 — E at BA Do Acei e ți ai EN 


m m m+ mpt 


(deoarece fiecare dintre cele m— 1 segmente An Aug Azva reno 


; 1 
2 Alam-o)qA m-ig are lungimea «, unde — > a > 
m m+i 


) - Să presupu- 
npt 


m 
(unde n < m); atunci în interiorul intervalului considerat de lungime a vor 
fi cuprinse nu mai mult den + 2 puncte, însă nici mai puţin de n—i 
puncte din totalul celor m puncte considerate. 

Într-adevăr, dacă k este numărul punctelor considerate cuprinse în seg- 
mentul de lungime a, atunci în acest segment se vor introrduce k — 1 segmente 
de lungime a; deci, 


nem acum că numărul a = lg ELE este cuprins intre Z gi 
M ) m 


ete d, i să Pad al, 
m m % 


(k — Ija sa < 
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1 


sau, deoarece «> a 
m 


, EP ILR 
a Š 


ei tim D= Dion 


<a = n 
Însă k — 1 este număr întreg, iar 
m 


k—1i<sn+1, ksn+2. 


Mai departe, k + 2 intervale de lungime « vor acoperi întregul interval dab 
de lungimea a; deci 
(k + 2)a >a > U k+ 2> SLAR i, 
m m a 
Peoarece a < 1/m, 1/x >m, din ultima inegalitate rezultă 
k+2>n, k>n—2ən—1. 


La fel se demonstrează că din fiecare din următoarele g — 1 grupuri de 
ette m puncte 


An Ary Azp w A ztm-wa 


A Asa Asa = Asr- 


Ag Aog Asg so Ama 


în interiorul intervalului de lungime a sint cuprinse nu mai mult de n + 2 
puncte, dar nici mai puţin de n — 1 puncte. Deci, prin primele mg puncte 
ale șirului nostru, în interiorul intervalului considerat se vor introduce nu mai 
mult de (n + 2)q puncte şi nu mai puţin de (n — 1)g puncte. 

În același mod se arată că din orice mg puncte consecutive din șirul 
A, As, 43, ..., în interiorul intervalului considerat se vor introduce nu mai 
mult de (n + 2)g puncte și nu mai puţin de (n — 1)g puncte. De aici rezultă 
că, pentru V multiplu de mg, probabilitatea ca un punct luat la întimplare 
din totalul primelor WV puncte ale şirului să se afle în interiorul intervalului 
de lungime a este cuprinsă între (n — 1)/m și (n + 2)/m. Deoarece aceste limite 
nu depind de JV, tot între aceleași limite se va afla probabilitatea și în cazul 
enui punct luat la întîmplare din intreg şirul A4, Ag, 43, ... 


Am demonstrat deci că, dacă a= (1 + 5) este cuprins între 2 

m 

n+ i 
m 


şi » probabilitatea căutată să află între (n — 1)/m şi (n + 2)/m, 


adică diferă de a cu nu mai mult de 2/m. De aici, după cum am mai observat, 
sezulţă că această probabilitate este egală cu a. 
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Astfel, probabilitatea ca o putere a lui doi să înceapă cu numărul M 
este egală cu lg(1+ L - [În particular, dacă M = 1, obținem din adu 


rezultatul problemei 87: probabilitatea ca 2” să înceapă cu 1 este egală ca 


tefi F 1)= ea. | 


Este interesant de observat că cu aceeași expresie este egală probabilitatea ca o putero 
a oricărui număr întreg al unui logaritm în baza zece este irațional (adică a oricămii 
număr întreg diferit de o putere a lui 10) să înceapă cu numărul M. Demonstrația acestei afix- 
mații nu diferă cu nimic de demonstraţia dată pentru puterile lui doi. 


89. a) Trebuie să determinăm probabilitatea ca două numere. întreagă 
n şi m, luate la intimplare, să nu aibă nici un divizor prim comun. Yergi 
incepe cu cercetarea următoarei probleme mult mai simple: care sabs 
probabilitatea ca două numere întregi nșim,luaic ia 
intimplare, să nu aibă pe 2 ca divizor comun {atie 
“să nu fie amindouă pare). Ținind seamă de definiţia probabilității parti 
asemenea cazuri, trebuie să exâminăm mai întîi această problemă ps; 
numerele n și m luate din primii N termeni ai șirului natural și apoi să faver 
pe N să tindă către infinit. Pentru simplificarea calcului, vom presaţitiin> 
că numărul considerat PN este par. Este uşor de văzut că această presupune 
nu va modifica rezultatul final: într-adevăr, nu este greu de demonstrăt, et, 
pentru valori mari ale lui N, diferenţa dintre probabilitatea căutată printe u 
primii V termeni ai șirului "natural și aceeaşi probabilitate pentru AY -4 
termeni este o mărime a cărei limită este egală cu zero pentru V — co ( pie 
în cazul al doilea probabilitatea ca cel puţin unul dintre numerele n i m 
să fie egal cu V + 1, adică să nu se afle printre primii N termeni ani giruiuă 
natural, este egală cu 


zi (2 pila, 
NI [me ar) 


adică tinde către zero pentru VW — œ); deci limita acestei probabilități cå 
N — co, pentru N impar, coincide cu aceeași limită pentru N par. sA 

Vom calcula acum numărul total al cazurilor egal posibile și numârul 
cazurilor favorabile, pentru V par. Deoarece atit n cît şi m pot lua N valori 
diferite, rezultă că "numărul total al cazurilor egal posibile este aici egal «it 
NN = N2, Nefavorabile vor fi acele cazuri în care atit n cit şi m iau cita 
una dintre cele N/2 valori pare posibile 2, 4,. nN; numărul unor astfel ia 
; N N° 


cazuri este egal cu y . E) = T + Celelalte N? — T cazuri vor fi favorabile g 
t 


deci probabilitatea căutată este egală cu 


e-i 


Deoarece această expresie nu depinde de N, limita ei pentru W — co are aceeaşi 


E e, 
4 


P! 
valosro: 1 ——. 
LA i 
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Vom calcula acum valoarea probabilității cad ouă numere întregi 
npim,luate la intimplare, să nu aibă ca divizorcomun 
miei pe 2 nici pe 3. Aici trebuie iarăși să începem cu cazul în care n 
şi m sint luaţi dintre primii N termeni ai şirului natural. Pentru simplificarea 
calculelor este comod să considerăm că N este divizibil cu 6. Este clar. că 
mici această presupunere nu va avea vreo influenţă asupra rezultatului final: 
arice număr N poate fi pus sub forma N = N, + k, unde N; se divide cu 6, 
iar k nu este mai mare decit 5; în acest caz, diferența dintre probabilitatea 

care ne interesează pentru primii N, termeni ai șirului și aceeași probabilitate 
peatru primii V termeni va fi o mărime, a cărei limită este egală cu zero, 
cind N — co (probabilitatea ca în cazul al doilea cel puţin unul dintre nume- 
vele n și m să fie mai mare decit N; este, aici, egală cu 


NHK (2k RAN hi 
Sie ari AEE e A EEA O 
(N +R (Strl +3) 


salică tinde către zero cînd N = o). Numărul total al cazurilor egal posibile 
ale experimentului este, aici, din nou egal cu N 2, Din aceste N? cazuri, un numă E 


N N 


2 
de î corespund cazurilor în care. si n şi m sint divizibili cu 3, 


2 i ] 72 
6&5. cercetăm mai amănunțit aceste T cazuri: este clar că A = dintre 
; E N? N? Nèf, 4 
ele corespund perechilor de numere parë, iar celelalte ză eri a t— a 
Eu) Yi 4, 


perechilor în care cel puţin unul dintre numerele n sau m este impar, Deci 


vom obține numărul total al cazurilor favorabile, dacă din W2(1 =i cazuri 


N? 1 
pentru care nici n şi nici m nu se divid cu 2 vom scădea T 1— ghem 


$m care n şi m se divid ambii cu 3. 


Aatfel, pentru IV divizibil cu 6, din numărul total V? de cazuri vor fi 


favorabile N? (+ — 7) ( — 5} deci, probabilitatea ca n și m să nu aibă 


sa divizor comun nici pe 2 nici pe 3 este egală, aici, cu 


= 9-4) 


Deoarece această expresie nu depinde de W, tot aceasta va fi probabilitatea 
respectivă şi pentru cazul numerelor n şi m luate din întreg şirul numerelor 
naturale. 

La fel se determină probabilitatea ca numerele z sim sănu aibă 
ea divizor comun nici pe 2, nici pe 3, nici pe 5. Vom 
considera mai intti că n şi m sînt luaţi dintre primii N-termeni ai şirului nume- 
mior naturale; pentru simplificarea calculului, este comod să considerăm, că 
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N se divide cu 2:3:5=—30. Din N? cazuri egal posibile ale experienţei care constă 


în extragerea la intimplare a două numere n şi m dintre primele N numere 
7 72 


A corespund cazurilor în care n şi m se divid cu 5. 


naturale, —- 
5 


5 
SRON i Na 
În mod analog cu cele spuse mai înainte se arată că, dintre aceste pA ca- 
| N° 1 1) E ; a 
guri, E 1— rE 1— T sint cazurile în care n şi m nu au ca divizor co- 


mun nici pe 2, nici pe 3. Deci, numărul cazurilor în care n gi m nu admit 
ca divizor comun nici pe 2, nici pe 3, nici pe 5 este egal cu 


mpi) Ei) 
= es) ) 


De aici rezultă că probabilitatea ca n și m să nu aibă ca divizor comun nick 
pe 2, nici pe 3, nici pe 5 este egală cu 


Ai 0i-3) 


Deoarece ultima expresie nu depinde de N, tot aceasta va fi probabilitatea 
corespunzătoare şi în cazul numerelor m și n luate din întregul șir al nume- 
relor naturale. 

La fel se demonstrează că probabilitatea ca două numere luate la întimplara 
să nu aibă ca divizor comun nici pe 2, nici pe 3, nici pe 5, ..., nici pe Da, unde 
P: este numărul prim de rang k, este egală cu 


Asti) 


[expresia (*) pentru orice % poate fi uşor dedusă prin metoda inducției com- 
plete]. De aici rezultă că probabilitatea căutată este egală cu limita către 
care tinde expresia (*) cînd numărul factorilor creşte nemărginit; dacă această 
limită nu există, înseamnă că nu există nici probabilitatea căutată. 

Pentru a arăta că limita (*) există şi a da totodată un mijloc comod da 
calcul cu orice grad de precizie, vom transforma această expresie într-o oare- 
care măsură. Să examinăm în primul rînd expresia inversă lui (*) 


PT INNER Pi, DOP AN IC TENE A NE e 
Ala-Ala.. aL 
22 32 52 pi 
-i 1 4 A 
1-4 1-4 A 4 
22 32 52 pe 
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“Yom reprezenta acum fiecare factor din ultima expresie sub forma unei sume 
de termeni ai unei progresii geometrice infinite: 


1 4 2 4 N2 1% 
=1+|— ini a aty 
1—4 Hr 
22 


pt) ale) (cena 


32 
1 1% 1% 1 2 
=14|>\ + — SEX ENE 
aths) +a) +) + 
52 
S sai ad i i e ca ata ded 
art ja 
Azi A Pr Pr Pk 
Pi 
Înmulţind toate aceste expresii, vom obţine 
1 1 1 „i = 
4 4 4 A 1 4 1 _ A 
22 32 52 pe 


EEEREN E 


unde în membrul al doilea avem suma pătratelor inverselor tuturor numerelor 
întregi care nu admit alți divizori primi în afară de 2, 3, 5,..., p. Acum, 
făcînd să crească nemărginit numărul & al numerelor prime care figurează 
în expresia (*), ne vom convinge că probabilitatea căutată este 
egală cu unu împărţit la suma seriei 


4 4,41 
E E E E +x 
Tar E i e 


a înverselor pătratelor tuturor numerelor întregi. 
Lund un număr suficient de mare de termeni ai seriei (**), putem determina 
suma acestei serii și, deci, probabilitatea căutată, cu orice grad de precizie. 

Pentru a determina probabilitatea căutată cu o eroare mai mică decît 
0,1, vom observa că suma seriei (**) este mai mică decit : 


1 1 4 1 1 1 1 
PD TE RO, E 90 De DR NE, (ae ude N (mată 
tatz a4" PRETE Ra + 
i | 4 1 1 [1 1 3 4 3 
— — — e.. ——Įį= 1 — | — — E n 1—.e 
+[- z+ H z) El =) 4 ii 4” 
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de aici rezultă că probabilitatea căutată este mai mare deci: m = 0, 574... 
A 
Pe de altă parte, suma serjei (**) este mai mare decit 


14 N, 1> popi 1 
r EE E E E EE SE E A A 
ttz p” Eresi T E Ta 
1 1 4o Aa f 
AaS E EET ea = 
a: 5) Hs T + tl 3) 


7 1 1 1 1 
= 1—-— -— -= = 1—+|—-— -|, 
12 n+t 2 12 n+i 
adică este mai mare decit 3/2, dacă n > 12. De aici rezultă că probabilitatea 
căntată este mai mică decit 1 = 0;666... 


Deci probabilitatea ca două numere luate la întîmplare să fie prime între 
me este egală cu 0,6 cu o eroare raai mică decit 0,1 (v., de asemenea, proble- 
ma 90). 

b) Ca şi în soluţia problemei a), să demonstrează că probabilitatea ca 
patru numere luate la întîmplare să nu se dividă toate cu 2 este egală cu 


1 — Zi probabilitatea ca să nu se dividă toate cu 2 şi să nu se dividă 
toate cu 3 este egală cu ( — z) ( — 5} probabilitatea ca să nu se dividă 


y 
toate nici cu 2, nici cu 3, nici cu 5 este egală cu {1 — z 1— 4) (- — 3) 


ste. Probabilitatea ca patru numere luate la întimplare să nu se dividă toate 
cu 2, nici cu 3, nici cu 5,..., nici cu p,, unde p, este numărul prim de rang 
E, este egală cu 


fa fa... 1-5) 
AJ BU 5 pi 
Deci probabilitatea căutată, ca patru numere luate la intimplare să aibă un 
factor comun, este egală cu 


a 


et-a- 


unde punctele înseamnă că produsul este extins la toate numerele prime diz 
girul numerelor naturale. 
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Pentru calculul produsului infinit vom folosi faptul că 


4: 


EIN 


unde in membrul al doilea figurează suma inverselor puterii a patra a tuturor 
numerelor întregi pozitive; demonstraţia acestei relaţii este în totul analoagă 
cu demonstraţia relaţiei asemănătoare utilizată în soluția problemei a). Însă 


4, A 1 1 1 1 1 1 4 
Pa tza Pau Pon at atga ge To 
4 4 1 1 A ; 4 4 

t 414 124 134 d 144 T 154 ia zu (3 i 


1 4 4,4 1 4,4,1 
Hota Pai ae) aoa Poe 
1 


Vii 8? 9 104 4114 


1 4 å 1 1 
Ta R e oda Aaa Eea A 
e E < +| + Ji 


1 14. 1 4) N 141,141 141 1 
a aae | | a ea ati au 
i 


1 j 1 2 4 8 
ii ul a 
1 1 1 1 
=1+ = +> +> = =—. 
Pata oT -o 
8 


Pe de altă parte, 


> 4 1 4 14 4 4 1 1 1 
feet za Pra ea +— 


atata ga g tot 
1 4 4 4 141 U E 
, e ie da .. =] Mac 
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De aici rezultă că produsul infinit 


t-a- a 


este mai mare decit 7/8 = 0,875, însă este mai mic decit 14/15 = 0,933. Deci, 
probabilitatea căutată este mai mică decit 1/8 = 0,125, însă mai mare decit 
1/15 = 0,0666. Deci, cu o eroare mai mică decit 0,05 această probabilitate 
este egală cu 0,1. 

90. a) În rezolvarea problemei 89, a) s-a arătat că probabilitatea ca două 
numere luate la întimplare să fie prime între ele este egală cu unu împărțit 


la suma seriei 
1 1 1 
Dar suma acestei serii este egală cu 2/6 [v. problema 143, a)]. De aici rezultă 
că probabilitatea care ne interesează este egală cu 6/r2 = 0,008... 
b) În rezolvarea problemei 89, b) s-a arătat că probabilitatea ca patru 
numere luate la întimplare să aibă un factor comun este egală cu 


1— 
TIT 
e re 


Însă suma seriei 1+ 5 + $ + zi +... este efgală cu 74/90 [v. problema 143,b)). 
90 


De aici rezultă că probabilitatea căutată este egală cu 1— -5 0,075... 
T 


91. Pentru rezolvarea acestei probleme trebuie, in primul rind, să calcu- 
lăm cîte numere întregi, nu mai mari decit un anumit număr întreg N, au 
un divizor prim mai mare decit rădăcina pătrată a numărului dat. 
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Orice număr poate avea cel mult un astfel de divizor prim. Fie 2, 3, 5, 
7, 11,..,„p, toate numerele prime nu mai mari decit numărul N. Vom împărți 
aceste numere prime in două grupuri: în primul grup vom trece numerele 
prime 2, 3, 5,..., p; nu mai mari decit yN, iar în al doilea grup numerele 
prime Pan Puo., Pe mai mari decit yN, însă nu mai mari decit N. 
Fie p un anumit număr prim din primul grup; este ușor de înţeles că acesta 
va fi un divizor mai mare decit rădăcina pătrată a numărului considerat, 
pentru următoarele p — 1 numere: p, 2p, 3p,..., (p — 1)p. Astfel, vor exista 


in total 
(2—1) + (3—1) + (5—1) +- (pi—d) 


numere întregi care au ca divizor prim, mai mare decit rădăcina pătrată a 
numărului considerat, unul dintre numerele prime 2, 3, 5,.., p,; taote aceste 
numere, bineînţeles, vor fi mai mici decit numărul N. 

Să cercetăm acum un anumit număr prim q din grupul al doilea. Deoarece 
q? este mai mare decit N, rezultă că pentru orice număr întreg care nu este 
mai mare decit N divizorul q, dacă există, va fi mai mare decit rădăcina pă- 
trată a numărului însuși considerat; de aceea, pentru a şti cîte numere cuprinse 
între 1 şi N conţin ca divizor pe q, care este mai mare decit rădăcina pătrată a 
numărului dat, rămîne numai să determinăm cîte dintre aceste numere sint divi- 


E š i NP 
zibile cu g. Numărul unor astfel de numere este, evident, egal cu [>] (aces 


tea vor îi numerele g, 2g, 3q,..., =) Astfel, numărul numerelor de la 41 la 
q 


N, pentru care unul dintre numerele prime Pi, Pig- Py este un divizor 
mai mare decit rădăcina pătrată a numărului considerat, este egal cu 


P 


iar numărul total al numerelor de la 1 la N, care au divizori primi mai mari 
decit rădăcina pătrată a numărului respectiv, este egal cu 


0-18-06- = 0+] 
Pi Puz Pr 


Deci probabilitatea ca un număr întreg care nu este mai mare decit Iy 
să aibă un divizor prim mai mare decit rădăcina sa pătrată este egală cu 


0=D+6-9+6-D+-+P—1)+ | si +] A eaa] 
Piu Pia Prd, 
N 


aici 2, 3, 5,..., p; sînt toate numerele prime nu mai mari decît yN, iar 
Pun Pun Pa sint toate numerele prime nu mai mari decit N, însă sinb 


N 
1) Z] înseamnă partea întreagă a numărului — 
4 q 


235 


mai mari decit JA. Problema constă în găsirea limitei acestei expresii 
cind N — oœ. 
Să considerăm în primul rînd expresia 
(2—1) + (3—1) + (5—1 +P- i, 
N 


Deoarece fiecare dintre termenii numărătorului este mai mic decit yN, rezultă 
că această expresie este mai mică decit 


de i ori 
JN i: N+. ANN iN _ i , 
N N JN 
Aici i este numărul numerelor prime nu mai mari decit yN sau, cu notaţiile 
indicate la p. 61, i= z(VN). Însă, conform problemei 165, lim FO =0 
acest rezultat se deduce de asemenea din problema 166). De oeii cà 


ZIN 0, deci cu atit mai mult 


>o yN Na Al N 


im IDG Dr o, 
N 


N> 


Acum vom considera expresia 


HEr 
Piu Pe Prl, 
i N 


Vom observa, mai intii, că dacă suprimăm peste tot la numărător semnul 


T . . p x k—i N 
părţii întregi, admitem o eroare nu mai mare decit E deoarece 
Piri 


. N RE 

Ai | diferă de ——-— cu mai puțin decit 
Piri Pire Pisa 

1 etc. pentru fiecare dintre cei k — i termeni ai numărătorului fracţiei ||. Însă 


diferă de 


cu mai puţin decit 1, | 


chiar îracția k/N tinde către zero pentru N — œ [deoarece k = m(N) este 
numărul numerelor prime nu mai mari decit N și putem iarăși să folosim 
*ezultatul problemeu 165]. De aceea, este suficient să determinăm limita către 
care tinde, pentru A — oo, expresia 


N N N 
: F + e. To A 1 1 
Pisi P42 k ` 
< E + ... + —' 
N Pii Pie T EA Pr 


Valoarea acestei limite este egală cu probabilitatea care ne interesează. 
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Să scriem acum ultima expresie sub forma 


1 1 A f 1 
+ Posi (prag 
Para Pue P (42 3 5 Pr 
14 4 4 1 
mS, — + — ia 
(i raea] 
Dar conform teoremei a doua a lui Mertens [v. problema 169, b)], sumele 
do PERNE 1 sa, MaE ac A 1 
fa a e O EE EE E E ID EEE DI A 
ztats a E P; 


sint egale respectiv cu Inn + B+ e, şi Inln (WN) +B + c2, unde numerele 
e, Şi €, care depind, desigur, de N, tind către zero pentru N — oo. De aici, 
rezultă că limita căutată este egală cu 


(n In N + 6) — (Inin (YÑ) + B)-= Inn N — n (3 In N)= 


= în In W — (mln N — ln 2) = ln 2. 


Astfel, probabilitatea ca un număr întreg n'luat la întîmplare să admită 
un divizor prim mai mare decit rădăcina pătrată a acelui număr este egală cu 
in 2 = 0,693... 


“92. Toate cazurile posibile ale experimentului considerat în această pro- 
blemă constau în sosirea primei persoane într-un moment oarecare z dintre 
orele 12 și 13 și in sosirea celei de-a doua persoane într-un al doilea moment 
y din același interval. Astfel, aceste cazuri sint definite de două numere z, 
y, unde Oszsl şi 0<y<1. "'Considerind aceste numere drept coordonatele 
punctelor din plan, vom reprezenta mulțimea tuturor cazurilor sub forma 


A K L 8. 
C — N — n 
©- 0| U P x 
a b 
Fig. 79 Fig. 80 


mulțimii de puncte din pătratul OABC cu latura 1 (fig. 79). Deoarece z şi y 
sint luaţi la intimplare între. orele 12 şi 13, probabilitatea ca z (respectiv y) 
să se situeze în interiorul unui anumit interval de pe axa absciselor (respectiv 
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a ordonatelor) este egală cu lungimea acestui interval (amintim că în cazul 
nostru OA = OC = 1). De aici rezultă că probabilitatea ca punctul (x, y) să 
se afle în interiorul unui anumit dreptunghi din interiorul lui OA BC este egală 
cu aria acestui dreptunghi. Deoarece orice domeniu poate fi acoperit cu oricită 
precizie de o reţea de dreptunghiuri mici, rezultă că probabilitatea ca punctul 
(x, y) să se afle în interiorul oricărui domeniu este egală cu aria acestui do- 
meniu (această proprietate poate fi luată, dacă este util, ca definiția expresiei 
„la întîmplare“ care figurează în enunţul problemei). Cazurilor favorabile 
din problema noastră le vor corespunde, evident, acele puncte (x, y) pentru 
care |x — y|<1/4. Toate punctele de acest fel se află în domeniul hașu- 
rat din fig. 79. mărginit de dreptele MN și PQ, pentru care z — y = 1/4 
şi respectiv y— z= 1/4. Aici OM = BN =0P = BO = 1/4; deci, aria 
2 
MCN = aria PAQ = zG) => şi probabilitatea cãutată este egală cu 


aria POBN MO = 1 — aria MCN — aria PAQ = 1 — = = —. 


93. Prima rezolvare. Să presupunem că bara considerată este 
AB, iar K şi L două puncte de fringere ale acestei bare (fig. 80, a). Vom nota 
lungimea AB cu L. Toate cazurile posibile ale experienței considerate în această 
problemă se determină prin poziţia punctelor K și L; cu alte cuvinte, prin 
două numere AK = z şi AL = y, fiecare dintre ele fiind luat la întîmplare 
între O şi 1. Considerind aceste numere drept coordonate ale punctelor în plan, 
vom reprezenta mulțimea acestor cazuri sub forma unei mulțimi de puncte 
din pătratul OMNP cu latura ! (fig. 80, b). Ca şi în problema 92, probabili- 
tatea ca punctul (z, y) să se afle în interiorul unei părți oarecare a acestui 
pătrat va fi egală cu raportul dintre aria acestei părţi și aria pătratului întreg. 
Astfel, mai rămîne să determinăm care parte a pătratului OMNP va fi um- 
plută de punctele corespunzătoare cazurilor favorabile ale experimentului. 

Pentru ca din cele trei segmente în care se rupe bara să poată fi format 
un triunghi, trebuie numai ca fiecare dintre ele să fie mai mic decît suma 
celorlalte două. Deoarece suma celor trei segmente este egală cu l, rezultă că 
această condiţie este echivalentă cu următoarea: fiecare dintre cele trei seg- 
mente trebuie să fie mai mic decit 1/2. Să cercetăm, acum, în ce cazuri această 
condiţie nu este îndeplinită. 

1°. Segmentul din stinga va fi mai mare decit 1/2, dacă atit x cit și y 
vor fi mai mari decit 1/2. Acestor cazuri le vor corespunde punctele situate 
în interiorul pătratului mic YRZN cu latura 1/2, care ocupă sfertul de sus 
din dreapta al pătratului OMWN P (fig. 80, b). 

2°. Segmentul din dreapta va fi mai mare decit 1/2, dacă atit z cit și y 
vor fi mai mici declt 1/2. Acestor cazuri le vor corespunde punctele situate 
în interiorul pătratului mic XRUO cu latura 1/2, care ocupă sfertul de jos 
din stînga al pătratului 0OMWP (fig. 80, b). 

3°. Segmentul din mijloc va fi mai mare decit 1/2, dacă x și y verifică 
inegalităţile y — z > 1/2 sau z — y > 1/2. Mulțimea punctelor (z, y) pentru 
care y — z = 1[2 este reprezentată în figura noastră prin dreapta XY, iar 
mulțimea punctelor pentru care z — y = 1/2, prin dreapta ZU. Nu este greu 
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de văzut că punctele pentru care y — z > 1/2 vor umple în figura considerată 
triunghiul XMY, iar punctele pentru care z —y > 1/2 triunghiul UPZ. 
Astfel, cazurilor nefavorabile de tipul al treilea le vor corespunde punctele 
situate în interiorul triunghiurilor XMY şi UPZ. 

În sfirşit, cazurilor favorabile le vor cores- 
punde punctele care umplu partea din pătratul 
OMN P hașurată în fig. 80, b. Deoarece aria acestei 
părţi este egală cu 1/4 din aria întregului pătrat 
mare, rezultă că probabilitatea cătată este egală 
cu 1/4. 

Rezolvarea a doua. În prima rezol- 
vare am caracterizat un caz al experimentului prin 
numerele z = AK și y = AL. În locul acestora 
putem folosi, de asemenea, numerele s= AK! 
şi z= KL, unde K este cel mai la stînga dintre cele 
două puncte de îringere (v. fig. 80, a) .Este clar 
că x+ z < l (deoarece l, este. lungimea întregii Fig. 81 
bare, iar z — z este lungimea a două dintre cele 
trei părţi cbţinute) ; astfel, mulțimea tuturor cazurilor va fi reprezentată aici 
prin punctele triunghiului OST, mărginit de axele de coordonate și de dreap- 
ta z+ z= (fie. 81). 

Este uşor aa văzut că și cu o astfel de aiegere a coordonatelor probabili- 
tatea este proporțională cu aria. Mulțimea cazurilor favorabile este definită 
prin inegalitățile z < 1/2, = < l/2, z + z >l/2. Ducind în fig. 81 dreptele 
x = l2, z = l2, z+ z= l2 {acestea vor fi dreptele QM, QN şi MN), ne 
convingem că punctele triunghiului hașurat în fig. 81 corespund cazurilor 
favorabile. Deoarece aria acestui triunghi este egală cu 1/4 din aria întregu- 
lui triunghi OST, obţinem, încă o dată, că probabilitatea căutată este egală 
cu 1/4. 


Să observăm că problema considerată este foarte asemănătoare cu problema 27; în par- 
ticular, fig. 81 este cu totul asemănătoare cu fig. 36. Diferenţa constă în faptul că atunci ne-au 
interesat doar punctele cu coordonate întregi, iar acum toate punctele. Este clar că pentru 
n — co (sau, altfel, micşorind unitatea de măsură) rezultatele problemei 27 nu dau ceva nou 
în comparaţie cu rezultatul problemei noastre: pentru n mare, în răspunsurile la problema 
27 sint esenţiali doar termenii cu cea mai mare putere în raport cu n (partea introdusă de 
ceilalți termeni devine foarte mică), iar aceşti termeni arată că pentru n mare inegalităţile 
din enunţul problemei 27 sint verificate de aproximativ 1/4 din toate soluţiile ecuaţie: ne- 
determinate corespunzătoare. În același timp, soluția problemei noastre este mult mai simplă 
decit soluția problemei 27: în locul calculelor complicate de analiză combinatorie din problema 
27, aici nu avem decit să determinăm raportul dintre ariile celor două triunghiuri asemenea. 
Un caz asemănător se întilneşte și în multe probleme mult mai profunde: în teoria modernă 
a calculului probabilităților trecerea de la cazurile finite la scheme continue joacă un rol impor- 
tant şi permit deseori să se simplifice teoria într-o însemnată măsură (mai ales prin 
inlocuirea calculelor și evaluărilor complicate de analiză combinatorie, aproximativ valabile 
pentru valori mari ale lui n, prin formule exacte mult mai simple). 


94. Această problemă este o generalizare a celei precedente. Într-adevăr, 
problema 93 poate fi formulată astfel: care este probabilitatea ca nici una 
din cele trei părți ale.barei frinte în două puncte luate la intimplare să nu fie 
mai mare decit jumătate din lungimea totală a barei? În problema de față 
lungimea 1/2 este înlocuită cu o lungime oarecare a. 
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+.  Ca'și în prima soluție a problemei..93, vom caracteriza toate cazurile 
pesibild ale experimentului, considerate prin două numere: AK = g ṣi AL = y, 
unde' K și L sînt puncte de fringere, A — capătul din stînga al barei. În acest 
caz, mulţimea tuturor cazurilor poate fi reprezentată sub forma mulțimii 


Fig. 82 E du 
i rae in onak 
de puncte ale pătratului OMN P de latură l; probabilitatea 64 putin (x, y) 
să se afle în interiorul unei anumite părți a acestui pătrat va'fi egală cu 
raportul dintre aria acestei părți și aria întregului pătrat. © %7. 

vom considera acea parte a pătratului care este umplută de punctele 
corespunzătoare cazurilor nefavorabile ale experimentului. Este evi- 
dent, mai întii, că pentru a < 1/3 toate cazurile vor fi nefavorabile: din cele 
trei părţi ale barei cel puţin una nu va fi mai mică 'decît |]/3. Vom cerceta 
acum separat cazul 1/3 sas<]/2 (fig. 82, a) şi a>1/2 (fig. 82, b). 

Pentru ca bucata din stinga a barei să fie mai mare decit a, este necesar 
să avem z > a, y > a; punctele care verifică aceste condiţii umplu în fig. 82, 
a şi b pătratul YRZWN de latură 1 — a. La fel, pentru ca partea din dreapta 
a barei să fie mai mare decit a, este necesar să avem z<l—a,y<l—a; 
aceste puncte umplu pătratul XQUO de latură 1 — a. În sfirșit, partea din 
mijloc a barei va fi mai mare decit a, dacă z — y >asauy—z > a; prima 
condiţie este verificată de punctele din triunghiul V MW, iar a doua de punc- 
tele din triunghiul SPT. 

Acum, ne-a mai rămas să calculăm aria rămasă nehașurată în fig. 82, a 
şi b. În primul caz (fig. 82, a), aceasta va fi formată din două triunghiuri 
dreptunghice isoscele, ale căror catete, evident, sint egale cu PS — US — 
— YT =l — a — 2(l — 2a) = 3a — l; astfel, aria nehașurată este egală 
cu (3a —.1)?. În al doilea caz (fig. 82, b), din aria întregului pătrat trebuie 
să scoatem ariile a două pătrate cu latura / — a şi a două triunghiuri dreptun- 
ghice isoscele cu catetele l — a; astfel, ária nehașurată este egală cu 12 — 
— 3(l — a)2. Împărţind această arie cu l? (aria întregului pătrat), vom obține 
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că probabilitatea ca nici una din cele trei bucăţi ale barei să nu fie mai mare 
decit a este egală cu 


0, dacă Osaslf, 


a A 
e$- 1) , dacă 1/3 <a<l]2, 


2 
1—əf1 aa „dacă l/2<a<l. 


95. Deoarece toate punctele cercului sînt în condiții egale, putem consi- 
dera că primul dintre aceste trei puncte (punctul A) este fixat într-un anumit 
mod. În acest caz, poziţiile punctelor B și C vor fi date de lungimea arcelor 
AB şi AC, măsurate într-un sens anumit, (de exemplu, în sensul opus mișcării 
acelor ceasornicului). Vom tăia. acum cercul în punctul A şi-l! vom desfășura 
pe segmentul, AA” (fig. 83); tapțul că cele două extremităţi ale segmentului 
reprezintă un același p ae al. eer tului nu este esențial), Prezenţa unui unghi 
obtuz în triunghiul A B tsoa nAi, evident, că unul din cele trei arce în care 
virfurile lui împart segmentul este'mai mare decit o jumătate de cerc. De acesea, 
după trecerea de la cerc la segmentul AA' problema considerată capătă 
următoarea formă: pe segmentul AA” sint luate la întîmplare două puncte 
B şi C; care este probabilitatea ca nici una din cele trei părți în care aceste 
puncte împart cercul să nui fie mai mare decît jumătate din lungimea 
segmentului? Calculul acestei ultime probabilităţi a făcut obiectul problemei 
93 (v. rezolvarea problemei indicate); deci, răspunsul la această problemă 
ea a cu răspunsul la problema 93: probabilitatea căutată este egală 
cu 1/4 


96. Aici cazurile posibile ale experimentului se determină printr-un grup 
de trei numere z, y, z, fiecare din acestea fiind luat la intimplare între O şi /, 
unde } este lungimea comună a barelor. Considerind aceste numere drepi 


A 
C 
8 
——_—— 
4 5 C A 
Fig. 83 


coordonatele unui punct din spațiu, vom reprezenta mulțimea tuturor cazu- 
rilor sub forma mulțimii de puncte ale cubului OA BCDEFG cu latura | (fig. 84). 
În acest caz, probabilitatea ca punctul (z, y, z) să fie situat în interiorul une 
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anumite părți a acestui cub se definește ca raportul dintre volumul părții 
considerate şi volumul întregului cub. 

Vom determina poziţia punctelor corespunzătoare cazurilor favorabile 
ale experimentului. Pentru ca din trei segmente z, y şi z să se poată forma 
un triunghi, trebuie numai ca aceste segmente să verifice inegalitățile cunos- 
cute 


TĂ+y>I Z+z>y, y+z>r (*) 


Este insă uşor de verificat că mulțimea punctelor care satisfac egalitatea 
z+ y = z umple planul determinat de punctele O, E şi G, iar toate punc- 
tele pentru care x + y >z sint situate de aceeași parte a acestui plan ca 
şi punctul F. La fel, toate punctele pentru care z+z= umplu planul 
determinat de punctele O, B şi G; toate punctele pentru care y + z= 
umplu planul determinat de punctele O, B și E. Astfel, toate punctele care 
corespund cazurilor favorabile [care verifică toate cele trei inegalităţi (*)] 
sint situate în interiorul domeniului OBGEF, mărginit de cele trei plane 
și de trei feţe ale cubului. Să observăm că volumul cubului diferă de volumul 
corpului OBGEF cu de trei ori volumul tetraedrului FOBA (deoarece pira- 
midele EOBA, GOED și GOBC sint egale). Însă volumul piramidei FOB 
este egal cu 


pat 


i 
2 3) 


= 


SL detalia GAB= 1. 
3 3 


deci volumul corpului OBGEF este egal cu 


Paata 
6 2 
şi probabilitatea căutată este egală cu 
Ë i B = A . 
2 2 


97. În această problemă se consideră același experiment ca și in cea 
precedentă. În acelaşi mod, vom reprezenta mulțimea tuturor cazurilor 
posibile ale experiențelor prin mulțimea punctelor cubului OABCDEFG 
de latură l; în acest caz, probabilitatea evenimentului va fi egală cu raportul 
dintre volumul părții cubului corespunzătoare cazurilor favorabile ale expe- 
riențelor şi volumul întregului cub. Astfel], ne mai rămîne să stabilim care 
puncte ale cubului corespund cazurilor favorabile ale experienţelor. 

Conform teoremei cosinusului într-un triunghi ascuţitunghic, pătratul 
fiecărei laturi este mai mic decit suma pătratelor celorlalte două, in timp 
ce într-un triunghi obtuzunghic pătratul laturii opuse unghiului obtuz este mai 
mare decît suma pătratelor celorlalte două laturi, iar într-un triunghi drept- 
unghic pătratul ipotenuzei este egal cu suma pătratelor catetelor. Deci, 
pentru ca din trei segmente să poată fi format un triunghi ascuţitunghic, 
pătratul fiecăruia dintre aceste segmente trebuie să fie mai mic decit suma 
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pătratelor celorlalte două D. Astfel, deosebirea dintre soluţia problemei de faţă 
şi a celei precedente se reduce doar la faptul că acum cazurile favorabile 
ale experienţelor vor fi determinate nu de inegalităţile (*) (v. rezolvarea 
problemei 96), ci de inegalitățile 


z? 1 y? > 7, z2 + z? > y2, y? + g2 > z2. (**) 


Egalitatea x? + y? = z? înseamnă că distanța MQ = Vz? + y? de la 
punctul M de coordonate z, y, z la axa OZ este egală cu segmentul OQ de 
pe axa OZ (fig. 85, a). De aici este clar că toate punctele pentru care z? + y? = 
= z? vor fi situate pe suprafața conului care are ca axă dreapta OD, iar unghiul 
dintre axă şi generatoare este de 45°; punctele pentru care z? > x? + y? (acestor 
puncte le corespund cazurile nefavorabile ale experimentului) vor fi 
situate în interiorul acestui con. În mod analog, inegalitățile y2 > z? + 22 şi 
z2 > y2 + z determină două conuri avind ca axe dreptele OC şi OA (fig. 85, b). 
În interiorul cubului OABCDEFG se introduce cite un sfert din fiecare din 
aceste trei conuri; ele nu se intersectează, iar înălțimea fiecăruia este egală 
cu lungimea muchiei } a cubului, raza bazei fiind, de asemenea, egală cu? 
(deoarece unghiul œ dintre axă și generatoare este egal cu 45°). Volumul unui 
sfert dintr-un astfel de con este, evident, egal cu 


1 14 
— * zl? * l = —— 
4 3 
deci, volumul părții cubului corespuntător cazurilor nefavorabile ale experiențe Ł 


B zB. sa ; 
este egal cu 3: = =F, iar volumul părții cubului corespunzătoare cazu- 


Fig. 85 Fig. 86 


D Această condiție garantează în același timp că nici unul din cele trei segmente nu-va fi 
mai mare decit suma celorlalte două (adică faptul că din aceste segmente se poate forma în 
general un triunghi). Într-adevăr, dacă, de exemplu, x? < y? + z2, atunci, cu atit mai mult, 
22 < y? + 2yz + 2? = (y + 2} şi deci r< y +=. 


rilor favorabile ale experienţei este egal cu E — ca Rezultă deci că proba- 


bilitatea căutată este egală cu 


r- 


98. În această problemă se cercetează același experiment ca și în pro- 
blema 93. Ca și în a doua rezolvare a problemei 93, toate cazurile posibile ale 
acestui experiment pot fi caracterizate prin două numere: AK = z și KL = z 
{v. fig. 80, a). În acest caz, mulțimea tuturor cazurilor va fi reprezentată prin 
mulțimea punctelor din triunghiul OST, mărginit de axele de coordonate și 
de dreapta z + z = (fig. 86; compară, de asemenea, cu fig. 81), iar proba- 
bilitatea unui eveniment va fi egală cu raportul dintre aria unei părți a triun- 
ghiului corespunzătoare cazurilor favorabile pentru acest eveniment și aria - 
întregului triunghi. 

Trebuie să determinăm care sint valorile z și z pentru care, din trei seg- 
mente de lungime z, z şi 1 — z — z, poate fi format un triunghi ascuţitunghic. 
Cum s-a arătat în soluția problemei precedente, pentru. aceasta trebuie numai 
ca pătratul lungimii fiecăruia dintre aceste segmente să fie mai mic decit 
suma pătratelor lungimilor celorlalte două. Astfel, cazurilor nefavorabile 
ale experimentului le vor corespunde punctele triunghiului OST, care verifică 
wna din următoarele trei inegalităţi: 


z2>z2+ (l— r— z}, 2> 4+ (l—zr— an 
(l — z — z> r + 22. 


B = 1 — © = 0,2146... 
4 


(*) 


În acest caz, este clar că nici un grup de două dintre inegalitățile scrise nu 
pot să fie verificate simultan (deoarece din fiecare dintre ele rezultă că un- 
gimea segmentului care figurează în partea stingă a inegalității este mai mare 
decit suma celorlalte două lungimi; v. trimiterea de la p. 243); deci, nici 
un grup de două dintre cele trei domenii definite de aceste inegalităţi nu se vor 
întersecta. Mai departe, prin împărțirea barei la întimplare în trei bucăți 
probabilitatea ca pătratul lungimii unei anumite bucăţi să fie mai mare:decit 
suma pătratelor lungimilor celorlalte două va fi aceeaşi pentru toate cele trei 
bucăţi ale barei ” ; de aici rezultă că ariile celor trei domenii ale triunghiului 
OST, definite de cele trei inegalităţi (*), trebuie să fie identice. Deci, pentru 
a găsi aria domeniului corespunzător tuturor cazurilor nefavorabile ale expe- 
rienţei este suficient să calculăm aria domeniului determinat de una oarecare 
dintre inegalităţile (*) şi să o înmulțim cu 3. 

Vom determina aria acelei părți a triunghiului OST pentru care este 
verificată inegalitatea 

(l — 2 — zP 22 + z. 

L. Cum am văzut din rezolvarea problemei 95, problema împărţirii barci în trei părți 


£st „ehivalentă cu problema împărțirii în trei părţi a cercului, iar în împărţirea cercului cele 
tre) parți obținute se găsesc, evident, în condiţii egale. i i 
pa? 


Desfăcind parantezele, această inegalitate poate fi scrisă sub forma 
12 + 2zz — 2lz — 21230. 
Adăugind la ambele părţi ale inegalităţii termenul 1? și împărțind cu 2, obținem 
(l — zx) (l — z2) è ł|2. 


Dar ecuația (l— z)( — z) = l?/2 definește, evident, o hiperbolă (graficul 
funcției invers proporţionale) care trece prin punctele z = 1]2, y = 0 (punctul 
N) şi x = 0, z = 1/2 (punctul M); numai că drept axe de coordonate trebuie 
luate, în acest caz, Piece T şi0, S (adică dreptele l — z = 0 şi l — z = Q; 
v. fig. 86), Inegalitatea (l — x)(l— 2) > l?/2 va fi verificată pentru toate 
punctele figurii curbe ON RM, hașurată în fig. 86 şi numai pentru acestea. 

Rămine să determinăm aria figurii ONRM. Vom lua ca noi axe de coor- 
donate dreptele 0,7 (axa Ox’) şi 0,S (axa 0,z”); în acest sistem de coordo- 
nate hiperbola va avea ecuaţia &'z:= (2/2. Vom lua, acum, ca nouă unitate 
de lungime, lungimea 1/V2; atunci această ecuaţie se scrie z'z' = 1. În sa 
1/2 


UA =% 


iar abscisa 0,7 a punctului M va fi egală cu TAT VZ. Conform rezultatului 


caz, abscisa 0,K a punctului N în noile unități va fi egală cu 


la problema 152, rezultă de aici că aria trapezului curbiliniu KNMT, în 
noile unități pătratice, va fi egală cu In La = In 2, adică va fi egală cu 


logaritmul natural al numărului 2 (logaritmul în baza e= 2,718 ...). Reve- 

nind acum la vechile unități ale ariei, vom găsi că aria trapezului 
2 pe 

curbiliniu KNM T este egală cu ln 2 LR. me, 


De aici, pentru aria 


figurii ONRM, hașurată în fig. 86, obținem expresia 


2 p 2 
ļ “at E amna) 


2 2 


Aria totală a părții triunghiului OST corespunzătoare cazurilor nefavorabile 
ale experiențelor va fi de trei ori mai mare decit această expresie, iar aria 
părţii corespunzătoare cazurilor favorabile va fi egală cu 


la [2 p 
— — 3— (1 — ln 2) = — (3 ln 2 — 2). 
2 2 2 
Astfel, probabilitatea căutată în problemă are următoarea valoare: 


(622): == 3 In 2 — 2 = 0,082... 


99. Vom considera, pentru simplitate, că lungimea bare: noastre 
este egală cu 2 (aceasta este posibil, deoarece se poate lua totdeauna ca ahitate 
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de lungime jumătate din lungimea barei). Fie AB bara noastră , K şi L punc- 
tele primului, respectiv al celui de-al doilea loc de fringere. Rezultatul experi- 
mentului în problema de faţă este complet determinat de numerele z = AK 
şi z = KL, unde z este luat la intimplare între O şi 1 (x este lungimea celei 


ue. 
* 
Pi 
+ 


A 


x 
x 


D 


Fig. 87 Fig. 88 


mai mici din cele două părți obținute după prima frîngere, deci z < 1), iar 
z este luat la intimplare între 0 și 2 — z. Dacă vom considera că z şi z sint 
coordonatele unui punct în plan, atunci mulțimea tuturor cazurilor va fi 
reprezentată prin mulțimea punctelor din trapezul dreptunghic OMN P 
(fig. 87). În acest caz, însă, probabilitatea ca punctul (x, z) să se afle în inte- 
riorul unui dreptunghi mic, situat în interiorul trapezului, nu va depinde 
numai de aria acestui dreptunghi: probabilitatea ca z să se afle în interiorul 
unui segment oarecare de pe axa absciselor este egală cu lungimea acestui 
segment, însă probabilitatea ca z să se afle în interiorul unui anumit segment 
de pe axa ordonatelor, pentru un z dat, va fi egală cu raportul dintre lungimea 
acestui segment şi 2 — z, adică depinde de xv. Astfel, probabilitatea ca punctul 
(2, z) să se afle în interiorul unei anumite părți a trapezului OMWP depinde 
nu numai de aria acestei părţi a trapezului, ci şi de forma ei și de poziţia ei 
în interiorul lui 0OMWP; din această cauză, reprezentarea tuturor cazurilor 
posibile ale experimentului prin puncte ale trapezului OMN P nu este comodă 
pentru calcului probabilităților. 

Este mult mai comod să caracterizăm toate cazurile posibile ale experi- 
mentului prin două numere z şi y = z/(2 — x). Este clar că atit x citșigy 
sint luaţi la întîmplare între O şi 1; deci, dacă vom considera pe z și y drept 
coordonate ale unui punct în plan, toate cazurile posibile vor fi reprezentate 
prin punctele pătratului 0OUVW de latură egală cu unu (fig. 88) și probabili- 
tatea ca punctul (z, y) să se afle în interiorul unei anumite părți a acestui 
pătrat va fi egală cu aria acestei părţi (aria întregului pătrat 0UVW este 
egală cu 1). Astfel, rămîne numai să determinăm aria acelei părți a pătratului 
OUVW care corespunde cazurilor favorabile ale experimentului. 
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În problema noastră vor fi favorabile acele cazuri în care se poate forma 
un triunghi din segmentele z, z şi 2 — z — z. Pentru ca acest lucru să fie 
posibil, trebuie doar ca lungimea fiecăruia dintre aceste segmente să nu fie 
mai mare decit 1 (v. rezolvarea problemei 93). Deoarece conform condiţiei 
impuse segmentul z nu este mai mare decit 1, rezultă că vor fi favorabile 
toate cazurile in care z < 1 şi 2— z— z< 1, adică z< 1 și z >1— z. 
Deoarece y = z/(2 — x), rezultă că, impărțind inegalitățile scrise cu 2 — z, 
vom obține că pentru cazurile favorabile vor corespunde perechile de numere 
(x, y), astfel încit y < 1/(2 — x) şi y > (1 — z)/(2 — zx), adică 


y>1 l 
; = ; 
2— zr 2— z 
Să reprezentăm în fig. 88 domeniul determinat de aceste inegalităţi. 
Vom introduce în locul coordonatelor (z, y) coordonatele (z”, y’), unde y’ = y, 
iar z' = 2 — z. O astfel de schimbare a coordonatelor este echivalentă cu 
o translație a originii coordonatelor în punctul O’ situat pe axa absciselor 
la o distanță egală cu 2 de vechea origine și schimbarea sensului axei absci- 
selor (v. fig. 88). În noile coordonate inegalitățile (*) se vor scrie astfel: 


? 1 r 1 
y <= y >i- =: (**}) 
z z 


y< (*) 


t 


Prima dintre aceste inegalităţi arată că toate punctele corespunzătoare 
cazurilor favorabile sint situate sub hiperbola y' = 1/z'. 
Vom mai construi curba 


'=1- (3-3); la [IA 
g s a y T A (3 z): 


această curbă va fi, evident, simetrica curbei y’ = 1/x' față de dreapta y* = 1/2 
(v. fig. 88). A doua dintre inegalitățile (**) arată că toate punctele corespunză- 


toare cazurilor favorabile sint situate deasupra curbei y’ = 1 — —. Astfel, 
z 


cazurilor favorabile le corespund punctele care umplu domeniul hașurat 
în fig. 88. Rămine să determinăm aria acestui domeniu. 
În primul rînd, vom observa că, datorită simetriei curbelor 


y= 2 şi pt 
z£ 

faţă de dreapta y’ = 1/2, aria triunghiului curbiliniu O TIV este egală cu aria 
triunghiului curbiliniu TUF ; astfel, aria căutată este egală cu | — 2 aria TUV. 
Dar, conform problemei 152, aria trapezului curbiliniu OTVW este egală 
cu ln 2 (ln înseamnă logaritmul natural, adică logaritmul în baza e= 
= 2,718 ...). De aici rezultă că aria TUV = 1 — In 2, deci aria căutată a triun- 
ghiulai curbiliniu TVW este egală cu 


1—2 (1— 1n 2) = 2 ln 2 — 1 = 0,388... 
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Cu această expresie este egală probabilitatea ca din segmentele z, z și 2 — z — z 
să se poată forma un triunghi. 

100. Poziţia acului după căderea lui pe plan se determină prin distanţa y 
de la centrul acului AB pină la cea mai apropiată dintre dreptele paralele 


Fig. 89 


şi prin unghiul z format de direcţia acului și direcţia dreptei (fig. 89). Este 
clar că 0 < y sa, 0 < z < r; astfel, toate cazurile posibile se determină 
prin perechile de numere (x, y), unde z este luat la întimplare între 0 şi m, 
iar y la întîmplare între O și a. Mulțimea tuturor cazurilor poate îi reprezen- 
tată aici prin totalitatea punctelor care umplu dreptunghiul OMNP cu latu- 
rile OM = a şi OP = x (fig. 90); în acest caz, probabilitatea ca punctul (x, y) 
să se afle în interiorul unei anumite părți a acestui dreptunghi va fi egală 
cu raportul dintre aria acestei părți și aria întregului dreptunghi 0OMWP. 
Astfel, rămine numai să determinăm aria părții OMNP corespunzătoare 
cazurilor favorabile ale experimentului. l 

Din fig. 89 se vede că pentru ca acul AB să intersecteze una din dreptele 
paralele, trebuie numai să fie satisfăcută inegalitatea y < a sin z. Curba 
y =a sin z este o sinusoidă (v. fig. 90); inegalitatea y < a sin z arată că 
pentru cazurile favorabile ale experimentului vor corespunde puncte situate 
sub această sinusoidă. Conform problemei 147, b), aria de sub sinusoidă este 
egală cu 2a. Deoarece aria întregului dreptunghi OMN P este egală cu ar, 
probabilitatea căutată va fi 


PARTEA A DOUA 
PROBLEME DIN DIFERITE DOMENII ALE MATEMATICII 


101. Este posibil. Să considerăm, de exemplu, 10 drepte într-un plan, 
astfel situate, încît nu sint paralele două cite două şi nu se intersectează 
trei cite trei în acelaşi punct; vom admite că aceste drepte sînt. trasee de auto- 
buze, iar punctele de intersecţie — staţii. În acest caz, din fiecare staţie 
sė poate călători în oricare alta; dacă staţiile. se află pe o aceeaşi dreaptă — 
fără schimbarea autobuzului, iar dacă nu — cu o schimbare de autobuz. 
Mai departe, chiar dacă din această schemă se suprimă o dreaptă, mai rămine 
totuși posibilitatea de a călători din fiecare staţie în oricare. alta făcînd pe 
drum nu mai mult de o singură schimbare de autobuz. Dacă însă se suprimă 
două drepte, atunci o staţie — punctul de intersecţie a acestor drepte — nu 
va mai fi deservită de celelalte trasee și din această staţie va fi imposibil să 
se călătorească spre oricare alta. 

102. Un exemplu de astfel de reţea, formată din șapte trasee, este repre- 
zentat în fig. 91. 

103. a) Fie n numărul de staţii ale unui traseu de autobuze 
“Trebuie să demonstrăm că, în acest caz, fiecare traseu va avea exact n 
staţii şi prin fiecare staţie vor 
trece exact n trasee. 

Să notăm cu a traseul cu n staţii, 
iar stațiile acestui traseu să le notăm 
cu literele Ai, Aa, ..., Áp şi să consi- 
derăm o stație o ar ec ar eB de auto- 
buze, situată în afara trase- 
ului a (fig. 92). Conform condiţiei 2°, 
din stația B se poate ajunge, urmind 
unul dintre trasee, în oricare din cele n 
staţii A, Aa, +.., Aa. Conform condi- 
tiei 3°, fiecare dintre traseele care trec Fig. 91 
prin B trece printr-una din staţiile A,, 

A, ss: A] (în caz contrar, de pe acest traseu nu ar fi posibil să se ia auto- 
buzul de pe traseul a) și numai prin una din acestea (în caz contrar, de pe 
acest traseu ar fi posibil să se ia autobuzul de pe traseul a în două staţii) şi 
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nici un grup de două trasee care trec prin B nu trece printr-una şi aceeași 
staţie a traseului (în caz contrar, de pe unul dintre aceste trasee s-ar putea 
lua autobuzul pentru un alt traseu în două staţii: în stația B şi în stația în: 
care ele intilnesc traseul a). De aici rezultă că prin staţia Btrec tot 
atitea trasee cite staţii există pe traseul a, adică exact n staţii. 


A Ap n 


Fig. 92 Fig. 93 


Să considerăm acum un traseu oarecare c, diferit de a (fig. 93). 
Conform condiției 1°, pe c sînt situate nu mai puțin de trei stații, iar conform 
lui 3°, numai una dintre aceste stații este în acelaşi timp stație şi pe traseul a. 
În afara traseului c se află, evident, n — 1 stații ale traseului a; vom arăta 
că, pe lîngă aceasta, în afara lui c mai este situată cel puțin încă o stație care 
nu se află pe a. Într-adevăr, fie A, una din cele n — 1 stații ale traseului a, 
situate în afara lui c, iar C, una din stațiile traseului c, aflate în afara lui & 
(există cel puțin 2 astfel de stații). Conform condiţiei 2°, există un traseu & 
de autobuze care trece prin staţiile A, și C}, iar conform condiţiei 3°, pe acest 
traseu, în afară de A, și C,, există încă cel puţin o stație B, care va fi situată 
in afara lui c și în afara lui a. 

După cum se știe, prin fiecare staţie de autobuze, situată în afara lui a, 
trec n trasee; aceasta se referă, în particular, și la staţia B. Conform condi- 
ției 3°, fiecare dintre cele n trasee care trec prin B se intersectează cu tra- 
seul c într-o singură stație; mai departe, conform condiţiei 2°, prin fiecare 
staţie a traseului c trece cel puţin un traseu care trece, de asemenea, şi prin B. 
De aici rezultă că numărul de stații ale traseului c este egal cu numărul de 
trasee care trec prin B, adică este egal cu n. Am demonstrat, deci, că fie- 
care traseu de autobuze al orașului are același număr n de stații. 


Ne mai rămîne să demonstrăm că prin fiecare dintre staţiile A}, A, ..., Ass 
situate pe a, trec, de asemenea, cite n trasee. Pentru aceasta este suficient 
să demonstrăm că, pentru oricare dintre stații, există un traseu care nu trece 
prin aceasta; într-adevăr, acest traseu, ca oricare altul, va avea n staţii, 
iar se ştie că prin oricare staţie, situată în afara traseului care are n staţii, 
trec neapărat cîte n trasee (v. la începutul rezolvării acestei probleme demon- 
strația faptului că prin B trec n trasee). Însă, deoarece numărul traseelor 
nu este mai mic decit două, atunci, în afară de a mai există un traseu b, care 
se intersectează cu traseul a într-o singură staţie, conform condiţiei 3°. Fie 4, 
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această staţie; atunci staţiile AÁ», A3,..., A, vor fi situate în afara lui b şi 
deci, prin ele vor trece cite n trasee. Mai departe, pe b mai sînt situate, în 
afară de A,, și alte staţii (nu mai puţin de două); fie B una dintre acestea. 
În acest caz, traseul care trece prin B şi prin A, (un astfel de traseu există 
conform condiţiei 2°) nu va trece prin staţia A}; deci, în afară de A,, mai 
există cel puţin un traseu, iar prin A, trec exact n trasee. Cu aceasta, pro- 
blema este în întregime rezolvată. 

b) Conform rezultatului problemei a), în cazul considerat fiecare traseu 
are un același număr n de staţii și prin fiecare staţie trec cite n trasee. Fie a 
unul dintre trasee; prin fiecare din cele .n staţii ale acestui traseu, în afară 
de a, trec încă n — 1 trasee. Din condiţia 3° rezultă ușor că nici unul din 
cele n(n — 1) trasee obţinute în acest mod nu coincide cu altul și că fiecare 
dintre trasee, diferit de a, face parte din numărul acestor n(n — 1) trasee 
{compară cu problema a)]. Astfel, numărul total al traseelor de autobuze ale 
orașului (inclusiv a) este egal cu n(n — 1) + 1. De aici pentru determinarea 
dui n obţinem ecuaţia de gradul al doilea 


n(n—1)+1=57; n2—n—56=0; n=8 
(a doua rădăcină a ecuației, n = — 7, bineinţeles, nu convine). 


104. a) Vom așeza două dreptunghiuri egale ABCD şi BEFC astfel, 
incit ele să fie adiacente pe latura BC (fig. 94). Vom duce diagonalele în fie- 
care dintre aceste dreptunghiuri și în dreptunghiul AEFD de două ori mai 
mare, format din primele două. Fiecare pereche din aceste trei perechi de 
diagonale se intersectează într-un anumit punct, situat pe dreapta MN, care 
trece prin mijlocul înălțimilor dreptunghiurilor; obținem astfel trei puncte 
situate pe dreapta MN (in fig. 94 acestea vor fi punctele X, Y, Zy. La aceste 
trei puncte vom adăuga încă șase puncte A, B, E, D, C, F, virfurile dreptun- 
ghiurilor ; obținem astfel nouă puncte. Cele nouă drepte vor fi cele şase dia- 
gonale, bazele de sus și de jos ale dreptunghiurilor şi dreapta MN situată 
da jumătatea distanţei dintre baze. Este uşor de văzut că aceste nouă puncte 
şi nouă drepte satisfac condiţiile problemei. 

b) Vom presupune că cele şapte puncte A,, Aa, Ag, Aa, Ás, Ag A7și 
«cele șapte drepte Pı, Pae, Ps, Pa: Ps, Pe, P; sînt așezate astfel, cum s-a arătas 
în enunţul problemei. Vom arăta, în primul rind, că, în acest caz, în mul- 
timea de drepte pi, Pa Ps» Pa Pss, Pa Py Se vor c 
afla toate dreptele care unesc oricare două din s F 
punctele A1, Az, Aa, Aa, As Ag As, iar în mulţimea | 
punctelor A, Aa, Aa, Aa As, Ag, A; se vor afla yl iy 
toate punctele de intersecție ale oricăror două din 
dreptele pı, Pa, Ps, Pa Ps: Pa Pr Într-adevăr, fie, A E 
de exemplu pı, pe ȘI pg acele trei drepte ale noas- B 
tre, care trec prin punctul A,. Conform enunțului Fig. 94 
problemei, pe fiecare din dreptele p,, pa şi P3 
trebuie să se mai afle, în afară de A,, cîte două puncte din mulțimea de 
puncte A», Az, Aş, Aş, Ag, 47; deci, toate aceste şase puncte sint situate pe 
dreptele pı, pa Şi pa. Aceasta înseamnă că dreapta care uneşte A, cu oricare 
din celelalte șase puncte este pı, pa sau ps, adică una din cele şapte drepte. 
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La fel se demonstrează că acestei mulţimi de șapte drepte îi aparţine și 
dreapta care uneşte oricare din cele șapte puncte cu oricare din celelalte 
puncte. În mod analog, se demonstrează ca punctul de intersecţie al oricăror 
două dintre cele şapte drepte este A,, Az, As, Aa: Ás, Ag sau Ap: pentru 
aceasta este suficient numai să observăm că prin cele trei puncte (din cele 
șapte considerate), situate pe o dreaptă oarecare, trebuie să treacă, conform 
enunţului problemei, toate celelalte șase drepte considerate (cite două drepte 
prin fiecare punct). 

Să considerăm trei puncte A,, Ás, Ag şi trei drepte care unesc aceste 
puncte; să presupunem că acestea sînt, de exemplu, dreptele p,, pe Și Ps 
(fig. 95). Conform enunţului problemei, prin fiecare dintre vîrfurile A, Ag 
gi Ag ale triunghiului AAA; trebuie să mai treacă, în afară de laturile tri- 
unghiului, o a treia dreaptă dintre cele şapte drepte; să presupunem, de 
oxsmplu, că prin A, trece dreapta pa, prin A2 — dreapta p; și prin As — 
dreapta pg și că p, intersectează pe p în punctul A4, ps intersectează pe pa 
în punctul A; și pg intersectează pe p, în punctul Ag. Pentru ca toate con- 
dițiile din problemă să fie verificate, mai trebuie ca dreptele pa, P; ȘI pe $Ä se 
intersecteze într-un punct A,, iar punctele A4, Aş, Ag să se afle pe o aceeași 
dreaptă p, Vom arăta că nu pot fi satisfăcute amindouă aceste condiții: dacă 
dreptele pu, Ps Şi pg se vor intersecta într-un același punct A, atunci punc- 
tele Aa, Aş şi Ag nu se vor afla niciodată pe o aceeași dreaptă. 

Într-adevăr, o dreaptă care nu trece prin vîrturile triunghiului poate sau 
să intersecteze două laturi ale acestui triunghi (fig. 96, a) sau să nu intersec- 
teze nici una (fig. 96, b), însă nu poate niciodată să intersecteze numai © 
latură sau toate cele trei laturi. Dacă punctul A, este situat în interiorul tri- 
unghiului 4444; (fig. 95, a), atunci toate punctele A4, Aş și Aş vor fi situate 
pe laturile acestui triunghi, iar dacă el este situat în afara triunghiului 4, AAg 


i 
a 


(fig. 95, b şi c), atunci numai unul din aceste puncte va fi situat pe o la- 
tură a triunghiului A, A4, iar celelalte două — pe prelungirile celorlalte 
două laturi. În primul caz, dreapta p, ar fi trebuit să intersecteze toate cele 
trei laturi ale triunghiului A, A+, iar în al doilea caz numai una din laturile 
lui (şi prelungirile celorlalte două). Deoarece nici una din aceste situaţii nu 
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este posibilă, rezultă că şapte puncte și șapte drepte nu pot fi dispuse așa cum 
we cere în enunţul problemei. 


105. Vom demonstra teorema prin reducere la absurd. Vom presupune 
că nu toate cele n drepte se intersectează într-un același punct, adică printr-un 
punct A de intersecție a două din dreptele noastre nu trece cel puţin una 


Fig. 96 


din cele n drepte. Vom nota prin MN dreapta care nu trece prin punctul 
A. În afară de A, mai pot exista o serie de puncte de intersecţie a celor n 
drepte, care să nu fie situate pe ALV, fie O acela dintre aceste puncte care 
este situat celmai aproape de dreapta MN (fig. 97) (dacă printre punc- 
tele de intersecție a dreptelor considerate, nesituate pe MN, există mai multe 
puncte la aceeași distanță de MN, mai mică decit distanţa celorlalte puncte 
la această. dreaptă, atunci vom lua drept O oricare din aceste puncte). Prin. 
punctul O trec cel puţin trei drepte diferite OP, OQ şi OR din mulţimea con- 
siderată ; aici sint notate cu literele P, Q şi R punctele de intersecţie a drep- 
telor OP, OQ şi OR cu dreapta MW. Să presupunem că punctul Q este situat 
intre punctele R și P. Prin punctul Q, în afară de dreptele MN și OQ, 
trebuie să mai treacă cel puţin o dreaptă din mulțimea noastră de drepte. 
Însă această dreaptă va intersecta neapărat sau segmentul OP sau segmentul 
OR, iar punctul de intersecție O, va fi situat mai aproape de dreapta, 
MN decit punctul O. Cu aceasta am ajuns la o contradicţie (deoarece am. 
presupus că din toate punctele de intersecţie a dreptelor noastre, nesituate 
pe MN, punctul O este situat cel mai aproape de MN). ` 

Astfel se constată că presupunerea noastră inițială, că nu toate dreptel 
ge intersectează in acelaşi punct, este falsă. 


106. Rezoivarea este asemănătoare cu aceea a problemei 105, dar ea 
apare ceva mai greu de lămurit. Vom presupune că enunţul problemei este 
fals, adică există trei puncte A, B şi C din mulțimea celor n puncte date, care 
nu se află pe o aceeași dreaptă. Vom duce prin punctul A dreapta MN, care 
În afară de A nu mai conţine alte puncte. din mulțimea punctelor considerate 
şi care nu este paralelă cu dreapta BC (fig. 98). Vom duce, apoi, toate dreptele 
care unesc două cîte două cele n puncte date. Aceste drepte vor intersecta 
dreapta MN într-un șir de puncte, printre care se va afla și punctul A (aceste 
este punctul de intersecţie a dreptelor AB sau AC cu MW); dar vor mai 
exista şi alte puncte (de exemplu, punctul de intersecţie a dreptei MN cu 
dreapta BC). - l 
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Fie P unul din punctele de intersecție a dreptelor, pe care le-am dus, 
cu dreapta MN, situat cel mai aproape de punctul A (sau unul die 
două astfel de puncte); fie, mai departe, p aceea din dreptele duse care inter- 
sectează dreapta MN în punctul P. Conform enunţului problemei, pe dreapta 
p trebuie să fie dispuse cel puţin trei din punctele noastre. Vom nota aceste 


Fig. 98 


puncte prin Q, R şi S. Patru puncte P, Q, R şi S pe o dreaptă totdeauna 
pot fi împărţite în două perechi care se separă (primul și al treilea punct, ah 
doilea și al patrulea, dacă aceste puncte se numerotează în ordinea în care 
ele sint dispuse pe dreaptă); fie P, R şi Q, S două astfel de perechi care se se- 
pară între ele (două variante posibile ale unei astfel de configurații a acestor 
puncte sint reprezentate în fig. 98). Vom utiliza acum faptul că pe dreapta 
AR, în afară PEA A şi R, trebuie neapărat să mai fie situat încă ceł 
puțin un punct O din cele n puncte. Vom considera dreptele OP, OQ, OR și 
OS; aceste patru drepte vor intersecta dreapta MN in patru puncte P, Qin 
A și S, Din faptul că perechile de puncte P, R şi Q, S se separă, rezultă că 
perechile de puncte P, A și Q,, S4 se vor separa și ele (deoarece, în acest 
caz, perechile de drepte OP, OR şi OQ, OS se separă). Deci, unul din cele două 
puncte Q, și S, este situat între punctele A și P, adică mai aproape 
de punctul A decit punctul P. Cu aceasta am ajuns la o contradicţie, deoarece 
am presupus că P este acela din punctele de intersecţie a dreptelor consi- 
derate cu MN, care este situat cel mai aproape de A. Această contradicție 
arată că presupunerea iniţială a fost falsă: punctele mulțimii noastre nu pot 
să nu fie coliniare. 


107. Punctul n trebuie să nu fie mai mic decit trei (deoarece nu toate 
cele n puncte se află pe o aceeaşi dreaptă), Dacă n=3, teorema este evi- 
dentă: trei puncte care nu se află pe o aceeași dreaptă pot fi unite două cite 
două prin trei drepte. Vom aplica, acum, metoda inducției complete: vom 
presupune că pentru n puncte teorema a fost demonstrată şi vom arăta că, 
în acest caz, ea este adevărată și pentru n+i puncte. Vom considera toate 
dreptele care unesc două cite două cele n+1 puncte. Conform rezultatului 
problemei 106, cel puţin pe una din aceste drepte trebuie să fie situate nu- 
mai două puncte A, şi A, din mulţimea noastră (în caz contrar, toate cele 
n+1 puncte trebuie să se afle pe o aceeași dreaptă). Vom suprima acum 
punctul Á, Dacă celelalte n puncte A,, 43,..., A, sint situate pe o aceeași 
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dreaptă, numărul total de drepte, evident, va îi egal cu n+i: acestea vor fi 
cele n drepte care unesc punctul A,,, cu punctele A,, A2,..., A, împreună cu 
dreapta pe care sint situate aceste ultime n puncte. Dacă însă cele n puncte 
As, Ag, -::, A, nu se află pe o aceeași dreaptă, atunci, conform principiului 
inducției complete, printre dreptele care unesc două cite două punctele A,, 
Ag, e, Ag, vor exista cel puţin n drepte diferite. Vom adăuga aici toate dreptela 
care unesc punctul A „+, cu punctele A,, A2,..., An. Deoarece pe dreapta 
Aaa nu se află nici unul din punctele A,, A2,..., An-1, această dreaptă 
fn orice caz, nu se află printre dreptele care unesc două cite două punctele 
Aj, Ag, s::, dp Astfel, am adăugat cel puţin o nouă drepată şi deci, după 
această adăugare, numărul dreptelor diferite a devenit cel puțin egal cu 
n+i. Cu aceasta, am demonstrat în întregime că, dacă teorema este ade- 
vărată pentru n puncte, ea este adevărată şi pentru n+—1 puncte. Conform 
principiului inducției complete, rezultă de aici că această teoremă este ade- 
sărată pentru orice număr de puncte. 


108. a) Între patru puncte A, B, C şi D există în total șase distanţe: 
AB, AC, AD, BC, BD şi CD. Conform enunţului, acestea trebuie să ia una 
din două valori: a sau b; în aceste condiţii se pot ivi următoarele cazuri: 

1° Toate cele șase distanţe sint egale cu a. 

2° Cinci distanţe sînt egale cu a şi o distanță este egală cu b. 

3° Patru distanţe sint egale cu a şi două distanţe sînt egale cu b. 

4° Trei distanţe sînt egale cu a și trei distanţe sint egale cu b. 

Vom cerceta separat fiecare dintre aceste cazuri. 


Caznl 1°, evident, este imposibil. Într-adevăr, în acest caz, punctele A, 
B şi C trebuie să fie virfurile unui triunghi echilateral; însă, singurul punct 
egal depărtat de toate virfurile unui astfel de triunghi va fi centrul cercului 
circumscris triunghiului, iar distanța dintre acest punct şi virfuri este diferită 
de distanța dintre două virfuri. 

Cazul 2°. Trei dintre cele patru puncte date (de exemplu, A, B şi C) 
“trebuie să fie virfurile unui triunghi echilateral de latură a. Cel de-al patrulea 
punct D trebuie să fie situat la distanța a de două virfuri ale triunghiului ABC, 
de exemplu, de A şi de C, și la distanţa b de virful B. 

Deci punctele A, B,C şi D vor fi viriurile unui romb, în care una din- 
tre diagonale, AC este egală cu latura (fig. 99, a). De aici deducem ușor 
că, în acest caz, b = BD = a = a43. 

Cazul 3 prezintă două posibilități. 

A. Cele două segmente de lungime b au o extre- 
mitate comună (0 vom nota cu D). În acest caz, celelalte trei puncte 
A, B şi C formează un triunghi echilateral de latură a. Punctul D este situat 
Wa distanţa b de două virfuri ale acestui triunghi, de exemplu, de A și de Ĉ, 
gi la distanța a de-al treilea virf B. Conform egalităților AD = CD şi BD = a, 
punctul D trebuie să se afle pe perpendiculara ridicată în mijlocul segmentului 
AC la distanţa a de punctul B; în acest caz, punctul D poate fi situat de aceeasi 
parte sau de partea opusă față de punctul B (fig. 99,8 şi c). Astfel, punc- 
tele A, B,C şi D se află în virturile deltoidului » cu două laturi AB şi BC 


2 Deltoid se numeşte patrulaterul care are două perechi de laturi vecine egale. 
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egale cu a, două laturi AD și CD egale cu b şi diagonalele AC și BD egale 
cu a. Din fig. 99, b şi c rezultă uşor că l 


2 
b? = AP? + PD? =(2) $ (a E CO (2 F4 a 


Fig. 99 
adică 


= aV2— 43 sau b= aj2 +43 
(cele două semne de sub radical corespund celor două posibilități, reprezen- 
tate în fig. 99,b şi c). 

B. Cele două segmente de lungime b nu au o extre- 
mitate comună. Fie AC = BD =b, AB=—AD=BC=CD=a. 
Potrivit egalităților AB = BC, AD = DC şi AB = AD, punctele B şi D 
trebuie să se afle pe perpendiculara ridicată pe segmentul AC în mijlocul său, 
la distanţe egale de piciorul acestei per rpendiculare; evident, ele pot săse 
afle numai de părţi diferite ale segmentului AC. Astfel, punctele A, B, Č 
şi D sînt aici virfuri ale unui romb; deoarece diagonalele Ac şi BD ale acestui 
romb sint egale, rombul este un pătrat (fig. 99, d). În acest caz, b= AC = 

= a2. 

Cazul 4° prezintă de asemeneam două posibilități. 

A. Trei din cele patru puncte date (deexemplu, A, B și C} 
sint virturile unui triunghi echilateral. Deoarece punctul 
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D trebuie să fie egal depărtat de punctele A, B și C, el trebuie să coincidă cu 
centrul cercului, circumscris triunghiului ABC (fig. 99, e). În acest caz 
evident, b = AD = ay3/3. 

B. Nici un grup de trei puncte din cele patru nu 
este format din virfurialeunuitriunghiechilateral. 
Vom admite că b este cea mai mare din cele două distanţe considerate în con- 
diţii egale b şi a. 

Printre cele trei segmente de lungime b există două care au o extremitate 
comună (cele șase extremităţi ale acestor trei segmente nu pot fi toate diferite, 
deoarece ele trebuie să coincidă cu unul dintre cele patru puncte A, B, C şi D); 
fie, de exemplu, punctul A o astfel de extremitate comună și respectiv AB = 
= AC = b. Deoarece, conform presupunerii făcute, triunghiul ABC nu tre- 
buie să fie echilateral, rezultă că BC = a. Vom observa, acum, că punctul D 
nu poate fi egal depărtat de punctele B şi C (adică nu poate fi situat pe per- 
pendiculara AE, ridicată pe dreapta BC): într-adevăr, dacă am avea BD = 
= CD = a, triunghiul BCD ar fi echilateral, iar dacă am avea BD = CD = 
= b, distanța AD ar fi mai mare decit b, în timp ce, conform presupunerii 
făcute, a < b (punctul D, în acest caz, trebuie să fie simetricul punctului A 
faţă de dreapta BC). 

Astfel, punctul D nu poate fi situat pe dreapta AF; vom considera că el 
se află de aceeaşi parte a acestei drepte ca şi punctul C (în caz contrar, putem 
totdeauna schimba denumirile punctelor B şi C). De aici rezultă că DB > DC 
și deoarece aceste două segmente nu pot lua decît valorile a şi b, rezultă că 
DB = b, DC = a. Însă trebuie să avem, în total, trei segmente de lungime agi 
trei segmente de lungime b; deci, ultimul segment AD, încă nedeterminat, 
trebuie să fie egal cu a. Acum, din egalitatea triunghiurilor ABD şi BCA 
tragem concluzia că punctele D şi C sint egal depărtate de AB, adică DC || AB; 
deci cele patru puncte A, B, C şi D sint, în acest caz, virfurile unui trapez 
isoscel, avind baza mică egală cu laturile sale laterale, iar baza mare egală cu 
diagonalele (fig. 99, f). Din fig. 99, f avem 


BD? = AB2+ AD? — 2AB-AP sau b?= b? + a cd 
împărțind ambii membri ai acestei egalităţi cu a2, obținem 
ejti 
a a 
de unde E E. E (e doua rădăcină a ecuației l El este negativă): 


Deci, toate configuraţiile posibile ale celor patru puncte în plan, în care 
distanțele dintre două puncte pot lua numai două valori posibile a și b, sint 
date în fig. 99, a—f. Astfel de configurații sint posibile numai dacă 
= 03, b=a|2 +43, b= a2- 45, b= a/7, pm, paa. ie 
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aici b este lungimea care apare mai rar decit a, iar în cazul în care ambele 
lungimi apar tot atit de des (adică de trei ori) este cea mai mare dintre cele 
două lungimi. Este mai comod, însă, ca rezultatul obținut să-l formulăm 
considerind pe b, în toate cazurile, drept cea mai mare dintrecele 


două lungimi a,b; PT = E a + V3 şi = y3, atunci, 
2—3 
C tn aceste condiții, rămin doar urmă- 
sd îi toarele posibilităţi: 
PE Coca r b = a43, b= al 2 +43, b = aj2 
a b şi b=a(1+ 45)]2. 
Fig. 100 b) Să considerăm succesiv diferite 


valori ale lui n. 
I. n=2. În acest caz, există o singură distanță; in orice configurație a 
celor două puncte, această distanţă ia numai o singură valoare 4. 


II. n=3. În acest caz, există trei distanţe. Pentru ca aceste trei distanțe 
să ia numai două valori diferite a şi b (să zicem de două ori a şi o dată b), 
trebuie ca cele trei puncte să fie situate în virfurile unui triunghi isoscel cu 
baza b și cu latura a (fig. 100, a şi b; a doua din aceste figuri reprezintă un 
caz degenerat, cînd triunghiul se transformă într-un segment, iar cel de-al 
treilea virt al său — în mijlocul acestui segment). Este clar că aici a și b 
IAN numai să verifice inegalitatea a > b/2; în particular, este posibil 
ca a=b. 


III. n=4. Acest caz a fost examinat în rezolvarea problemei a). 


iV. n=5. ın acest caz, distanţele a două cite două din patru puncte 
oarecare A, B, C, D din cele cinci puncte A, B, C, D, E, trebuie, de asemenea, 
să ia numai două valori b și a; de aici rezultă că aceste puncte trebuie să 
formeze una din cele şase configurații reprezentate în fig. 99, a—f. 


Să presupunem că patru puncte A, B,C, D sint dispuse ca în fig. 99, a. 
Distanţele dintre cele patru puncte A, B, C, E trebuie să ia aceleași două 
valori a şi b = ay3; deci punctele A, B, C, E trebuie să fie situate ca în fig. 99,a 
sau ca în fig. 99, e. În acest caz, deoarece trei dintre aceste patru puncte 
(anume A, B şi C) sint virfurile unui triunghi echilateral cu latura a < b, iar 
în configurația din fig. 99, e există doar triunghiul echilateral cu latura egală 
cu cea mai mare dintre cele două distanţe, rezultă că punctele A, B, C,E 
trebuie să fie dispuse ca în fig. 99, a. Şi deoarece punctul E nu coincide cu 
punctul D, rezultă de aici că toate cele cinci puncte A, B, C, D, E trebuie 
să fie dispuse ca în fig. 101, a; însă, în acest caz, distanța DE = 2a este dife- 
rită atît de a cît și de b. Cu aceasta se încheie demonstrația faptului că punc- 
tele A, B, C, D nu pot să fie dispuse în modul reprezentat în fig. 99, a. 

La fel se arată că punctele A, B, C, D nu pot fi dispuse ca înfig. 99, b 
şi c; pe baza uneia dintre aceste presupuneri vom ajunge în mod necesar 
la concluzia că configuraţia punctelor A, B, C, D, E are forma reprezentată 
în fig. 101, b sau c și în amîndouă cazurile distanța DE ia o valoare diferită 
de cele două existente. Dacă configuraţia celor patru puncte A, B, C, D are 
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forma reprezentată în fig. 99, e, atunci, analog cu primul caz examinat, se 
arată că tot această formă trebuie să o aibă și configuraţia punctelor A, B, 
C, E, ceea ce este imposibil dacă E este diferit de D. În mod analog, dacă patru 
puncte A, B, C, D sînt dispuse ca în fig. 99, f, atunci punctul Æ trebuie să 
coincidă cu D (deoarece cele patru puncte A, B, C și E trebuie, de asemenea, 
să fie dispuse în virfurile pătratului). 


8 E 8 D 
£ 8 
A C A C 
2 A 
A 
a b F 
D c E (7) 


Fig. 101 Fig. 102 


Ne-a mai rămas, deci, să cercetăm doar cazul în care punctele 4, B, C 
şi D sint dispuse în virturile trapezului, reprezentat în fig. 99, f. În acest caz, 
punctele A, B,C şi E trebuie să fie şi ele virfurile unui astfel de trapez. De 
aici se deduce ușor că punctele A, B, C, D și E vor fi virturile unui pentagon 
regulat (fig. 102). Această configuraţie a cinci puncte este singura care 
satisface enunţul problemei; în acest caz, toate cele 10 distanţe dintre cele 
cinci puncte luate două cîte două iau numai două valori diferite a şi b = 
= aţi + 45). 

V. u > 6. Conform rezultatului obţinut pentru n=5, în acest caz fie- 
care cinci puncte dintre cele n puncte considerate trebuie să se afle în virturile 
unui pentagon regulat. Însă, dacă cele n > 6 puncte sint toate diferite, 
atunci o astfel de configurație este, evident, imposibilă. Deci pentru n > 6 
nu există configurații de n puncte care să satisfacă enunţul problemei. 

Astfel problema este posibilă numai pentru n = 3, 4 sau 5. 


109. a) Trebuie să indicăm o configuraţie de N puncte în plan (unde N 
este un număr întreg oarecare, mai mare decit 2), astfel încît aceste puncte 
să nu fie toate situate pe aceeaşi dreaptă, iar distanțele a două cîte două dintre 
ele să fie exprimate prin numere întregi. 

Vom da chiar două astfel de configurații. 


Prima rezolvare. Nu este greu de verificat direct că, dacă 
z = 2w; y=|u?—v92|, z= uH o, (*) 


D Să observăm că, dacă se circumscrie un cerc trapezului ABCD, reprezentat în fig. 99, f, 
atunci patru puncte A, B,C şi D vor îi patru virturi ale pentagonului regulat, înscris în acest 
cerc. Pentru demonstraţie, este suficient să observăm că, dacă xy DAB = %4 ADB = g, atunci 
= CDB = XCBD = +CDA — %4 BDA = (180° — a) — 4 = 180° — 22 = 4 ABD şi q% BCD = 
== 180* — 2(180* — 2a) = 4a — 180°. Deoarece + BCD + XCBA = 180°, avem 5g — 180° = 


= 180°, « = 2: 180 180 , rezultă că AB, BEC 


= 72°, Dar, deoarece x AED = 4DBC = 


5 
și CD sint laturi ale pentagonului regulat, Inscris în cercul circumscris trapezului. 
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atunci 
2 2 — 2 xh 
T? + y? = z (**) 


Utilizind aceste formule ”, nu va fi greu să găsim N—2 grupuri de cite trei 
numere întregi 


Ti Yi Zi Ta Yz Zg; 53 Ty-z V-a 2-2 


care verifică condiția (**) şi care sînt astfel incit zy = t =... = £y-2 In- 
tr-adevăr, fie Æ un multiplu oarecare de N—2 numere întregi 1, 2, 3, ..., N— 2. 
Vom face succesiv in formulele (*) l 


u=1, u=k; u=2, v=; u=3, v=; ..; n= N2, TELE 
2 N 


în acest caz, vom obține N—2 grupuri de cite trei numere întregi £i, Yı Z1} 
To, Vas Zg3 -3 Zy-2s V-a 2-a Care satisfac (**) gi pentru care x= T = m. 
...— I-a = 
Vom insemna, acum, pe o dreaptă oarecare RS din plan un punct ə bi- 
trar O şi încă n = N—2 puncte A, Az.. Ap Situ ute față de punctul O la 
distanțele Y1, Yz, ---, Ya = Yy-2, iar pe perpendiculară OP la dreapta RS în 
punctul O vom însemna punctul P, depărtat cu z=2k unități de lungime 
de O (fig. 103, a). Nu este greu de văzut că, în acest caz, cele W puncte P, 
, Au Åz- Aw-a vor avea proprietatea că toate distanțele dintre acesbe 
puncte luate două cîte două se exprimă în numere întregi. 


R OA, A2 Ap 5 
a 
Fig. 103 


Observaţie. În loc de a situa N— 1 puncte O, Ar, Ag,..., A-a pe dreapta RS și 
un singur punct P pe perpendiculara la această dreaptă, pot fi dispuse pe dreapta RS numai 
N — 2 puncte, iar ca al N-lea punct se poate lua punctul P’ situat pe dreapta OP simetric cu 
punctul P faţă de O. Se poate, de asemenea, aşeza pe dreapta RS de aceeași parte a lui O doar 
jumătate din numărul total de puncte, celelalte putind fi luate simetrice faţă de punctul G. 


1) Formulele (*) sint formule cunoscute, care dau lungimile laturilor în numere întreg: 
ale triunghiurilor dreptunghice (v., de exemplu, problema 128, a) din (56). 
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Rezolvarea a doua. Conform formulelor (*) și (**), avem 


2 2 22 
a) + G A = Å. (***) 
u? + y2 u? + v? 

Utilizind (***), putem găsi fără dificultate N puncte R, S, A, Áz, --:, Ana = 
= A, situate pe cercul de diametru RS = 1, astfel incit toate distanţele 
A,R, AR, ..., A R; AS, AS, --., AS să fie exprimate prin numere raţionale: 
in acest scop este suficient să alegem n = N—2 perechi de numere raţionale 
(de exemplu, întregi) Ug, V1; Ug V2.3 Up Un (U1>0n Ua>Va cec la >U) Şi 
să luăm pe cerc punctele A,, Áz, -, A, în aşa fel, încît 


A,R = 2up (u? + 02); i= 1, 2, n; 
in acest caz, vom avea (fig. 103, b) 
A;5 = (w — vouă + 0). 


Vom demonstra, acum, că toate distanţele dintre două puncte oarecare 
din cele considerate vor fi, de asemenea, exprimate prin numere raţionale. 
Într-adevăr, deoarece diametrul cercului este egal cu 1, avem, conform teore- 
mei sinusurilor, 


= sin Á, RS cos A RS — sin ARS cos A,RS, 


de unde rezultă imediat că A,A; este un număr raţional (deoarece lungimile 
segmentelor A,R, AS, AR, AaS, deci şi sin A,RS = AS, cos ARS = A,R, 
sin ARS = AS şi cos A,RS = A,R sint raţionale). În mod cu totul 'analog 
se arată că şi fiecare dintre distanţele 4,4, (i, j = 1, 2,..., n) sînt exprimate 
prin numere raționale. 

Fie k un multiplu oarecare (de exemplu, cel mai mic multiplu comun) 
al numitorilor tuturor fracțiilor care exprimă distanţele dintre două puncte 
oarecare R, S, A, Aa, ..., Ap Atunci, mărind de k ori figura care reprezintă 
configuraţia celor N puncte R, S, Ai Áz, A, vom ajunge la un sistem 
de N puncte pentru care toate distanţele dintre aceste puncte luate două 
cîte două se exprimă în numere întregi. Toate aceste puncte se află pe 
un acelaşi cerc (de diametru %) și, deci, nu se află pe o aceeași dreaptă. 

b) Vom arăta, acum, că un număr infinit de puncte, care nu sînt 
toate situate pe o aceeași dreaptă, nu poate avea proprietatea ca toate distan- 
ele dintre două puncte oarecare se exprimă în numere întregi. Pentru aceasta, 
este suficient să arătăm că există un numărfinit de puncte situate la distan- 
te exprimate în numere întregi de trei puncte date, O, P și Q care nu se 
află pe o aceeași dreaptă. 

Fie PO = m şi QO =n; m şi n, conform ipotezei, sint numere întregi. 
Vom nota cu A un punct arbitrar, situat faţă de punctele 0, P şi Q la dis- 
tanţe exprimate în numere întregi (fig. 104). Deoarece diferența dintre două 
laturi ale triunghiului nu este mai mare decit a treia latură, avem 


|AP — 40| < PO=m 
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şi 
| 4Q — 40| <0 =n 


(semnul egalităţii corespunde aici cazului în care triunghiul APO, respectiv 
AQO, degenerează într-un segment de dreaptă). Deoarece toate distanţele 
AO, AP şi AQ se exprimă în numere întregi, diferențele AP—A0-şi 4A0— 
— AO se vor exprima și ele prin 
numere întregi. Conform inegalită- 
ţilor demonstrate, rezultă de aici că 
diferenţa AP — AO poate lua în 
total 2m+1 valori diferite (și anume 
m, m — 1, .., 1, 0, —1, mMm + 1, 
— m), iar diferența AQ — AO poate 
lua în total 2n + 1 valori (n, n — 
— 4, ..., 1, 0, —1, .., —n + 1, —n). 
Vom arăta că pentru valori 
Fig. 104 date ale ambelor diferențe AP — 
— AO = k şi AQ — AO = l există 
pentru punctul A numai două poziții diferite; de aici rezultă, imediat, că nu 
pot exista mai mult decit 2(2m + 1)(2n + 1) puncte diferite A, situate față 
de toate cele trei puncte O, P şi Q la distanțe exprimate în numere întregi; 
cu aceasta problema considerată este rezolvată. 

Deci, fie AP — AO = k şi AQ — AO =l. Vom duce prin punctul A 
dreptele AX şi AY, paralele respectiv la OQ şi OP; vom nota cu X şi Y 
punctele de intersecție a acestor drepte respectiv cu dreptele OP și OQ, cu 
x şi y — lungimile segmentelor OX = YA şi OY = XA, iar cu a — unghiul 
QOP; deoarece O, P şi Q nu se află pe o aceeași dreaptă, avema x Oși az 
# 180°. Aplicind teorema cosinusului la triunghiurile OAX, PAX şi QAY, 
obținem 


LN E i ace 
OA —Voxz+ XA2—20X:- XA cos OXA = Vr? y?+2ry cos q, 


pa px XA?—2P X: XY cos PXA = J(y—m)2+y24+2(z—m) y cos a, 


Deoarece AP — AO = k şi AQ — AO =, atunci 
J mF yF ix — m) y oosa — V2 F y? F Zay cosa = k, (1) 
Jz? + (y — n}? + 2z(y — n) cos a — y 3? + y? + 2ry cos a = l. (ID) 


Vom transforma prima dintre aceste ecuaţii. Trecind al doilea radical 
în dreapta şi ridicînd apoi ambii membri la pătrat, vom obține 


(z—m)?+y?+2(x—m)y cos a==12-+ 924 2zy cos a 2kyz2+/2-i- 22y cos a + k?, 
262 


adică 
z? — dam -+ m? + y? + 2zy cos a — 2my cos a = 
= z? + Y? + 2y cos a + k? -+ 2k z? + y? + 2zy cos a 


sau 


—2rm — 2ym cos a + m? — k? = 2k r? y? + 2zy cos a. 
La fel, din a doua ecuaţie vom obţine 
_0yn — dan cos a + n? — I? = UYI F y” F Iry COs a. 
Egalind ultimele două ecuații, vom avea 
I(—2am — 2ym cos a + m? — k?) = k(—2yn — 2an cos a + n? — 1?) (*) 
și ridicind-o pe prima la pătrat, vom găsi 
(—2zm — 2ym cos a + m? — k?) = 4k?(x? + y? + 2zy cosa). (**) 
Astfel, pentru determinarea lui z şi y, obținem un sistem de două ecuaţii 
cu două necunoscute, una dintre aceste ecuații [ecuaţia (*)] fiind de gradul 
întii, iar a doua [ecuaţia (**)] de gradul al doilea ®. Acest sistem de ecuații 
poate fi rezolvat prin metoda substituţiei ; el are nu mai mult de două soluții 
reale diferite (soluție a sistemului este perechea de numere z și y). Dar, fiind 
date x şi y, poziția punctului A este complet determinată (v. fig. 104; z şi 


sînt coordonatele punctului A într-un sistem oblic de coordonate). Deci, 
pentru l 


AP—A0=k şi AQ—A40=1 


date, punctul A poate efectiv ocupa nu mai mult de două poziţii diterite, 
ceea ce trebuia demonstrat. 


1) La prima vedere, se pare că pentru k = l = 0 ecuaţia (*) se transformă într-o iden- 
titate; însă nu este greu de văzut că, în acest caz, ecuaţiile (I) şi (II) se reduc la următorul 
sistem de două ecuaţii de gradul intti 


—2zm — 2ym cosa + m2= 0,  — 2yn— 2n cosg + n? = 0. 


Ecuația (**), cum nu este greu de văzut, se transformă într-o consecință a ecuaţiei (*) 
[adică k? (— 2yn — 2zn cosa + n2— PY/2 este identic egală cu 4/2 (x2 -+ y2 + 2zy cosa)) 
numai dacă k = 0 sau dacă n? = E (în acest caz, z = 0, ceea ce se poate deduce din ecua- 
ţia (11)). Or, în primul caz, putem înlocui (**) prin ecuația 


(— 2yn — 2zn cosa + n— BPE = 4l2(22 + y? + 2zy cosa), 


care se obține din ecuaţia (11) la fel cum (**) se obține din (I). Însă în al doilea caz, sisiemul 
de ecuaţii (1) și (II) se reduce la două ecuații simple de gradul intti 


x=0 și 2(k + m cosa)y = m2— k?, 


tar a doua ecuaţie nu poate să se transforme într-o identitate, deoarece în acest caz m2— [2 zi 0. 
Astfel în toate cazurile, obținem un sistem de două ecuații în z şi p, care are mai mult de două 
soluţii. 
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Observaţie. În rezolvarea acestei probleme, am arătat algebric că numărul ds 
puncte pentru care AP — AO = k şi AQ— AO = I (O, P și Q sînt puncte date necoliniareș 
k şi l sint numere date) nu este mai mare decit doi. Pentru a obține geometric acelaşi re- 
zultat, este firesc să cercetăm locul geometrie al punctelor pentru care diferența distan- 
ţelor la două puncte date din plan este o mărime constantă. Acest loc geometric este 
studiat amănunţit în matematicile superioare; acesta este o curbă, numită hiperbolă 
(un caz particular al acestei curbe este graficul funcţiei invers proporţionale), care ars 


los) 


Fig. 105 


forma arătată în fig. 105, a). Din forma acestei curbe se poate constata că două astfet 
de curbe, situate ca în fig. 105, b, nu pot să se intersecteze mai mult decit în două puncte; 
acest fapt a fost demonstrat mai înainte cu ajutorul ecuaţiilor. 

Să mai observăm că, în cazul în care punctele O, P și Q sînt coliniare, această de- 
monstraţie nu mai este valabilă; în acest caz, însuşi modul de definirea mărimilor x şi g își 
pierde sensul. Consideraţiile geometrice, de asemenea, nu mai dau demonstraţia faptului că 
numărul de puncte pentru care AP — AO = k şi AQ—A0=l este finit: dacă O, P și Q sînt 
coliniare, hiperbolele respective pot să degenereze în porțiuni din această dreaptă (așa va fi 
pentru k = OP și 1 = OQ) şi să coincidă de-a lungul uneia dintre semidrepte. Într-adevăr, 
pe o dreaptă nu este greu să găsim o mulțime infinită de puncte pentru care toate distanţele 
se exprimă prin numere întregi: o astfel de mulțime va îi, de exemplu, mulţimea tuturor punc- 
telor de pe dreaptă, situate la distanţe egale cu numere întregi de un anumit punct fix. 


110. a) Fie ABCD paralelogramul în al cărui interior şi pe laturi nu ae 
află nici un nod al reţelei de pătrate (fig. 106). Pe latura AB a acestui para- 
lelogram vom adăuga paralelogramul ABEF egal cu primul. Evident că vir- 
furile lui ABEF se află, de asemenea, în virfurile rețelei de pătrate, care aco. 
peră planul şi că nici în interiorul sau pe laturile lui nu se află vreu 
virf al pătratelor. Într-adevăr, ABEF poate fi suprapus cu ABCD printr-un 
transport paralel în direcția segmentului FA, cu distanța egală cu lungimea 

D În fig. 105,a şi b sint reprezentate punctat celelalte ramuri ale hiperbolelor. În moč 
obișnuit, se numește hiperbolă nu locul geometric al punctelor pentru care diferența distanțelor 
la două puncte date are o mărime constantă, ci locul geometric al punctelor pentru care dife- 
renţa distanțelor la două puncte date are o mărime absolută dată; hiperbola constă din două 
ramuri care sînt locul geometric al punctelor M, pentru care MA — MB=a şi locul geome. 
tric al punctelor N, pentru care NB— NA =a. i 
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acestui segment; însă, într-o astfel de translație, rețeaua de pătrate trece 
în ea însăși, deci amindouă paralelogramele considerate sint dispuse față 
de această reţea într-un mod asemănător. Vom alipi, acum, paralelograme 
egale cu ABCD şi la laturile BC, CD și DA; mai departe, vom alipi aceleași 
paralelograme și la laturile noilor paralelograme și la laturile lui ABEF etc. 
În acest caz, vom obţine o rețea de paralelograme care acoperă planul, la fel 
cu rețeaua de pătrate inițială, iar toate virfurile acestei reţele de paralelograme 
vor fi dispuse în nodurile reţelei de pătrate, în interiorul și pe laturile rețelei 
de paralelograme nefiind situat nici un nod al rețelei de pătrate (v. fig. 106). 

În reţeaua de pătrate vom alege un pătrat oarecare (vom nota acest 
pătrat cu cifra 7) şi vom arăta că aria paralelogramului ABCD este egală cu 
aria acestui pătrat. În acest scop, vom considera acele pătrate care se inter- 
sectează cu paralelogramul ABCD (in figura noastră acestea vor fi pătratele 
II, III, IV şi V) şi vom transporta paralel pe fiecare dintre ele astfel, încit, 
să coincidă cu pătratul Z. În acest caz, porțiunile paralelogramului ABCD, 
care se găsesc în interiorul acestor pătrate, vor trece în interiorul pătratului 
I. Să demonstrăm, acum, că aceste porţiuni ale paralelogramului ABCD vor 
acoperi în întregime pătratul Z fără spaţii goale și fără duble acoperiri; cu 
aceasta va fi demonstrat că ariile pătratului 7 şi paralelogramului ABCD 
coincid. 

Într-adevăr, vom presupune mai întii că în interiorul pătratului Z se va 
afla cel puţin un punct neacoperit de porțiunile paralelogramului ABCD. De- 
oarece rețeaua construită de paralelograme acoperă tot planul, acest punct 
neacoperit (îl vom nota cu litera M) trebuie să fie cuprins într-un paralelogram 
al reţelei. Vom transporta paralel acest paralelogram astfel, încît el să coin- 
cidă cu paralelogramul ABCD. În acest caz, punctul M va trece într-un 
punct M’ al paralelogramului ABCD şi, deci, va aparţine uneia dintre porți- 
unile în care ABCD este împărțit cu ajutorul pătratelor. Însă, în acest caz, 
mutînd pătratul care acoperă acest punct în poziţia Z vom acoperi punctul 
M al pătratului 7, ceea ce contrazice presupunerea că punctul M nu a fost 
acoperit de porțiunile paralelogramului ABCD. 

Să presupunem acum că, după mutarea tuturor pătratelor, care se inter- 
sectează cu ABCD, în poziţia I, un punct oarecare M al pătratului Z va fi 
acoperit simultan de două porţiuni ale paralelogramului ABCD. Să considerăm 
pătratele care conţin aceste două porțiuni ale paralelogramului ABCD; să 
presupunem, de exemplu, că acestea sint pătratele P și Q. Atunci, la trans- 
portul paralel al întregului plan, care trece pătratul P în pătratul Q, un punct 
al paralelogramului ABCD va trece într-un punct al aceluiași paralelogram. 
Deoarece toate virfurile rețelei de pătrate sint în acelaşi timp toate virfurile 
reţelei de paralelograme (aici din nou folosim faptul că în interiorul și pe la- 
turile paralelogramului ABCD, deci și în interiorul și pe laturile celorlalte 
paralelograme ale reţelei nu se află virfuri ale rețelei de pătrate), atunci în 
acest transport paralel al planului, care trece pătratul P în pătratul Q, rețeaua 
de paralelograme, ca și rețeaua de pătrate, trebuie să treacă în ea însăși. 
Deci, într-un astfel de transport, paralelogramul ABCD trebuie să treacă 
într-un alt paralelogram al reţelei și, deci, nici unul dintre punctele sale nu 
poate trece din nou într-un punct al aceluiași paralelogram ABCD. Cu aceasta 
s-a demonstrat că nici un punct al pătratului Z nu poate fi acoperit simultar 
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de două porţiuni ale lui ABCD. Vedem deci că aria pătratului 7 este, într-ade- 
văr egală cu aria paralelogramului ABCD, ceea ce era de demonstrat. 
b) Vom observa, în primul rind, că, potrivit rezultatului problemei a), 


formula 


k 
S=N4+—— i 
+3 


Fig. 106 Fig. 107 Fig. 108 


este adevărată pentru paralelogramele care nu conţin în interiorul lor și pe 
laturi noduri ale reţelei de pătrate. Într-adevăr, pentru astfel de paralelograme 
S = 1 [v. problema a)], N = 0, k = 4 (deoarece cele patru virfuri ale parale- 
logramului se află în virfurile rețelei de pătrate și 


k 4 
(o E Ai Du ORE | | A E AI 
+3 t3 


De aici rezultă imediat că această formulă este adevărată și pentru toate 
triunghiurile „goale“, adică pentru toate triunghiurile cu virfurile în nodurile 
rețelei de pătrate, în al căror interior și pe laturi nu se află alte noduri ale 
rețelei. Într-adevăr, un astfel de triunghi poate fi totdeauna completat pină 
la un paralelogram, adăugindu-i-se încă un triunghi, simetric cu primul faţă 
de mijlocul O al uneia dintre laturile sale (fig. 107). Deoarece rețeaua infinită 
de pătrate are ca centru de simetrie mijlocul oricăruia dintre segmentele care 
unesc două noduri ale rețelei, este clar că în interiorul și pe laturile triunghiului 
adăugat nu se va afla nici unul dintre nodurile rețelei (astfel, punctul simetrie 
faţă de O cu un astfel de nod ar fi un nod al reţelei de pătrate situat în inte- 
riorul sau pe o latură a primului triunghi). Astfel, aria paralelogramului astfel 
construit trebuie să fie egală cu 1; deci aria S a triunghiului „gol“ iniţial 
este egală cu 1/2. Dar pentru un astfel de triunghi W = 0, k= 3, astfel că 


k 3 
S=N+8—1=0+4 2—1. 
t3 19 


Vom considera două poligoane Q, și Qz, care au toate virfurile în nodurile 
rețelei de pătrate şi care sînt adiacente prin una din laturile comune AB 


(fig. 108). Să presupunem cunoscut că formula S = N + — Í este adevă- 
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rată pentru amîndouă aceste poligoane; vom demonstra că, în acest caz, 
formula considerată va fi adevărată şi pentru poligonul mai mare Q, obținut 
prin reunirea lui Q, şi Qə. 

Într-adevăr, fie $,, W, şi kı — aria, numărul nodurilor rețelei din interio- 
rul poligonului şi numărul nodurilor rețelei pe îrontierea poligonului Q,. 
iar Se, Wa şi ka — numerele corespunzătoare pentru poligonul Q2. Conform 
ipotezei, avem 


k a 
Sp Meta Th Se Nat 


Vom nota cu k’ numărul nodurilor reţelei de pătrate situate pe segmentul AB, 
care conţine punctele A şi B. Pentru poligonul Q, aria sa S, numărul NV de 
noduri ale reţelei din interiorul poligonului și numărul & de noduri ale rețelei 
pe frontiera poligonului vor fi exprimate, evident, cu ajutorul lui S}, Ni, 
fs Sa, Na, Ka şi k’ în modul următor: 


S = Sı + Sa, N =N + N:+ (k — 2) 


(la nodurile interioare ale rețelei se vor adăuga toate nodurile situate pe AB, 
cu excepția lui A și B) şi 


k = (kı — k') + (ka— k’) + 2 


(în ultimul termen +2 figurează nodurile A şi B). Deci 
Teone băi osie E S 


kit hp — 24 2 


= (N, + Na+ — 2) + : 


k 
1=N —— 1. 
+3 


ceea ce trebuia demonstrat. 


Acum este destul de uşor să demonstrăm că această formulă este adevărată 
pentru toate poligoanele cu virfurile în nodurile reţelei de pătrate. Fiecare 
astfel de poligon poate fi împărțit cu ajutorul diagonalelor într-o mulțime 
de triunghiuri alipite unul de altul pe una din laturi W; toate virturile fiecăruia 
dintre aceste triunghiuri vor coincide cu anumite virfuri ale poligonului ini- 
ţial și, deci, vor fi virfuri ale reţelei de pătrate. Fiecare din triunghiurile 
obținute, care nu sînt „goale“ (adică care conţin în interiorul lor sau pe fron- 
tieră noduri ale reţelei), poate fi mai departe împărțit într-un anumit număr 
de triunghiuri „goale“. Într-adevăr, unind un nod interior oarecare al rețelei 
cu cele trei virfuri ale triunghiului sau un nod oarecare de pe frontieră cu virful 
opus al triunghiului, vom împărți triunghiul nostru în trei sau în două tri- 
unghiuri mai mici, astfel încît, pentru fiecare dintre ele, numărul nodurilor 
rețelei care se află în interior sau pe laturi va fi cel puţin cu o unitate mai 
mic decit pentru cel iniţial. 


1) V., de exemplu, cartea [56]. 
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Repetind această îipărţire dă ii îuinâi suficient de ori, vom obţine m 
cele din urmă o descompunere a tuturor triunghiurilor noastre (adică, cu alte 
cuvinte, a întregului poligon iniţial) în triunghiuri „goale“. Amintindu-ne 


acum că pentru triunghiurile „goale“ formula S = N + a 1 este adevărată 


și aplicind de mai multe ori rezultatul demonstrat mai sus (conform căruia 
această formulă este adevărată pentru suma Q a poligoanelor Q, și Qa, dacă 
ea este adevărată pentru Q, şi pentru Q), ne vom convinge că formula consi- 
derată este valabilă pentru orice poligon cu virfurile în nodurile rețelei. 


111. Să presupunem că un poligon M convex, simetric faţă de centru, cu 
centrul în nodul O al reţelei de pătrate, nu conţine în interiorul său nici un 
nod al rețelei, diferit de 0. Vom considera toate nodurile posibile ale rețelei de 
pătrate ale căror distanţe la ambele drepte ale reţelei care trec prin punctul 
O se exprimă prin numere pare și vom construi toate poligonale egale și pa- 
ralele cu poligonul M, avînd centrele în aceste puncte (fig. 109, a). 

Afirmăm că nici unul dintre aceste poligoane nu va intersecta poligonul A. 
Într-adevăr, vom presupune că poligonul Mg cu centrul în punctul Q inter- 
sectează poligonul M; fie A un punct oarecare comun al acestor două poli- 
goane (fig. 109, b). Vom nota cu A’ punctul de pe poligonul M, simetric 
cu punctul A față de centrul Q al acestui poligon. Poligonul M se obţine 
din poligonul M, printr-un transport paralel la segmentul QO ; deci punctului 
A” al poligonului Mg îi corespunde punctul B al poligonului M, pentru care 
QA’ este paralel şi egal cu OB. În acest caz, patrulaterul 0BA'Q este un para- 


Fig. 109 


lelogram și, deci, OB este paralel şi egal cu QA’; de aici rezultă că OB este, 
de asemenea, paralel şi egal cu AQ și, deci, patrulaterul OBQA este, de asemenea 
un paralelogram. Din ultimul fapt rezultă că mijlocul C al segmentului AB 
coincide cu mijlocul segmentului 0Q. Însă, deoarece A și B sint două puncte 
ale poligonului convex M, atunci punctul C se află în interiorul acestui poli- 
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gon. Pe de aită parte, din faptul că distanța de la punctul Q la ăcele drepte 
ale reţelei de pătrate care treo prin O se exprimă prin numere pare, rezultă 
că centrul C al segmentului 0Q este un nod al reţelei de pătrate. Astfel, dacă 
unul oarecare din poligoanele considerate ar fi intersecta poligonul iniţial 
M, atunci M ar îi trebuit să conţină în interiorul său un nod al rețelei de 
pătrate diferit de O, ceea ce contrazice enunţul problemei. 

Restul demonstraţiei că aria poligonului M nu este mai mare decit 4 
este asemănător cu soluţia problemei 110, a). Dreptele din reţeaua de pătrate 
ale căror distanțe la dreptele care trec prin O se exprimă prin numere impare 
(aceste drepte sint reprezentate punctat în fig. 109, a) formează în plan o 
rețea de pătrate mai mari cu ariile egale cu 4. Poligonul M poate să se inter- 
secteze cu cîteva astfel de pătrate) în fig. 109, a acest poligon se intersectează 
cu pătratele notate cu numerele 0 (aceasta este pătratul cu centrul în punctul 
0), 1, 2, 3, 4. Vom muta acum poligonul M paralel, astfel ca pătratul 7 să 
coincidă cu pătratul 0. În acest caz, prin transport paralel, poligonul M va 
coincide cu unul dintre poligoanele M, construite în plan, egal și paralel cu 
poligonul M; în particular, o porţiune a poligonului M situată în pătratul Z 
va coincide cu poi ţiunea din poligonul M,, situată în pătratul 0. Deci, printre 
poligoanele considerate există un poligon M, astfel că o porţiune a acestui 
poligon, situată în pătratul 0, este egală cu porţiunea din poligonul M situată 
în pătratul 7. La fel se arată că există poligoanele M}, M, M, ale căror 
porțiuni situate în pătratul 0 sint egale respectiv cu porțiunile din poligonul 
M situate în pătratele 2, 3, 4. De aici rezultă că partea comună a tuturor 
acestor porțiuni din poligoanele considerate, care se află în pătratul 0, este 
egală cu aria poligonului M. Și, deoarece poligoanele noastre nu se intersec- 
tează, rezultă că aria poligonului M nu poate fi mai mare decit aria pătratului 
0, adică 4. 

Din teorema lui Minkovski rezultă că orice poligon convex, simetric faţă 
de centru, de ariemai mare decit patru şi cu centrul într-un nod al rețelei 
de pătrate conține neapărat în interiorul său noduri ale reţelei diferite de centru. 
(În acest caz, datorită simetriei centrale a poligonului, putem fi chiar încre- 
dințaţi că, în afară de centru, el mai conţine cel puțin încă două noduri ale 
rețelei, simetrice față de centru.) 


Observaţie. Teorema lui Minkovski poate fi generalizată. Vezi în această privință 
cărțile [45] și [38]. 


112. Vom arăta în primul rind că, dacă raza p a tuturor copacilor este 
mai mare decît 1/50, atunci vederea din centrul grădinii este acoperită în 
întregime. Ducem prin centrul O o dreaptă oarecare MN, care intersectează 
conturul grădinii în punctele M şi N, şi vom arăta că un observator din cen- 
trul grădinii nu poate vedea lumină nici în direcția ON, nici în direcţia OM. 
Ducem tangentele în punctele M şi N la cercul care înconjură grădina și 
două drepte paralele cu MN la distanţa p de aceasta (fig. 110, a). Obţinem 
dreptunghiul ABCD, a cărui arie este egală cu 


AB: MN = 100- 2p = 4: 50p, 


adică mai mare decit 4 (deoarece p r> 1/50). Conform teoremei lui Minkovski 
(v. problema 111), de aici rezultă că în interiorul patrulaterului ARCD există 
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două virfuri P și Q ale reţelei de pătrate formate de centrele copacilor, si- 
metrice faţă de punctul O (v. observaţia de la sfirșitul problemei 114). Copacii 
de rază p, care cresc în aceste două puncte P şi Q, vor intersecta desigur 
razele OM şi ON, de unde rezultă că un observator din centru nu va vedea 
lumină nici în direcția OM, nici în direcţia ON. 


Fig. 110 


Vom arăta acum că, dacă p < 1/42 504, vor exista fişii de lumină. Fie 
OT o dreaptă din reţeaua de pătrate care trece prin cent "ul grădinii, T punctul 
de intersecţie a acestei drepte cu conturul grădinii, TU un segment, de lun- 
gime 1, din tangenta dusă la conturul grădinii în punctul T (fig. 110, b). 
Evident că punctul U este un virf al reţelei de pătrate, iar în interiorul seg- 
mentului OU nu va fi situat nici un virf al reţelei; mai departe 


OU = 40T: } TU: = 47501. 


Fie S un vîrf oarecare al rețelei de pătrate, situat în interiorul grădinii. Con- 
form formulei din problema 110, b), aria triunghiului OUS nu poate fi mai 
mică decît 1/2 (deoarece în acest caz k este egal cu trei) și, deci, înăltimea 


triunghiului OUS, coborită pe latura OU, nu poate fi mai mică decit 1/+/2 501. 


Însă aceasta înseamnă că copacul de rază p < 1//2 501, care creşte în punctul 
T S, nu poate să intersecteze raza OU şi, deci, nu poate 


să împiedice vederea din centru în această direcție. 


113. În primul rind, este evident că două do- 
menii în care este împărţit planul cu o singură dreap- 
tă, pot fi vopsite cu două culori în condiţiile pro- 
blemei (fig. 111). Acum, vom arăta că, dacă dome- 

Fig. 111 niile în care este împărţit planul prin n drepte pot 

fi vopsite cu două culori respectind condiţiile proble- 

mei, atunci și domeniile în care este împărţit planul prin n + 1 drepte pot 

fi și ele vopsite cu două culori; de aici, conform principiului inducției complete 
va rezulta afirmația din problemă. 
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Într-adevăr, fie n + 1 drepte Zo ln la -.- la. Suprimăm una dintre 
aceste drepte, le; celelalte n drepte împart planul în domenii care, conform 
ipotezei din inducţie, pot fi vopsite cu două culori în condiţiile problemei 
(fig. 112, a). Vom duce acum dreapta lọ şi de o parte a acestei drepte vom 
schimba culorile tuturor domeniilor, iar de cealaltă parte vom lăsa toate 


Fig. 112 Fig. 113 


culorile neschimbate (fig. 112, b). Dacă două domenii în care este împărțit 
planul prin n + 1 drepte sint separate printr-una din dreptele Z, 42, ..., ln 
atunci ele vor fi vopsite cu culori diferite (deoarece mai înainte ele au fost 
vopsite cu culori diferite iar după revopsire sau ambele culori au rămas neschim- 
bate sau ambele au fost schimbate simultan). Dacă însă două domenii sînt 
separate de dreapta lọ ele vor fi, de asemenea, vopsite cu culori diferite: 
pină la introducerea dreptei lọ aceste două domenii au fost un tot şi, deci, 
au avut aceeași culoare, iar după aceea am schimbat culoarea unuia dintre 
aceste domenii, lăsind neschimbată culoarea celuilalt. Astfel, modul de vopsire 
obținut verifică de asemenea condiţiile problemei, ceea ce trebuia demon- 
strat. 


114. Nu este greu de văzut că, într-adevăr, pentru anumite rețele pot să 
nu fie suficiente 14 culori diferite; pentru aceasta, este suficient să considerăm 
o reţea cu trei noduri, care sint unite două cite două prin cinci linii (fig. 113). 
Două linii oarecare ale acestei reţele se întilnesc într-un nod, de unde rezultă 
că numărul culorilor cu care poate fi vopsită această reţea în condiţiile proble- 
mei este egal cu numărul liniilor, adică cu 15. 

Vom arăta acum că 15 culori diferite sint totdeauna suficiente. Pentru 
demonstraţie vom folosi metoda inducției complete. Anume, ipoteza noastră 
este valabilă pentru o reţea cu numai două noduri diferite (în acest caz sînt 
suficiente numai 10 culori diferite). Nu este greu de văzut, de asemenea, că 
în cazul unei reţele cu numai trei noduri vor fi suficiente totdeauna, 15 culori 
diferite, adică exemplul de rețea considerat mai sus, cu trei noduri, este cel 
mai neconvenabil. Să presupunem demonstrat că pentru vopsirea oricărei rețele 
cu n noduri sînt suficiente 15 culori diferite; să arătăm că, în acest caz, și 
pentru orice rețea cu n + 1 noduri vor fi suficiente tot 15 culori diferite. 

Să presupunem că avem o reţea oarecare S cu n+ 1 noduri Ag, A,- 
a., Aa. Toate liniile reţelei care nu trec prin nodul A, formează o nouă reţea 
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S', cu n noduri; conform ipotezei din inducţie, reţeaua S’ poate îi vopsită 
utilizind 15 culori diferite (se poate intimpla ca nici să nu fie nevoie ca unele 
dintre aceste culori să fie efectiv folosite). Să arătăm acum că cu aceste 15 
culori poate fi vopsită şi rețeaua S. 

„___ Vom presupune că nodul A, al reţelei S este unit de nodul A, prin p, 
linii, de nodul A, prin pa linii etc., de nodul A, prin p, linii (unele dintre 
numerele Pı, P2, -.:, Pa pot îi, bineînţeles, egale cu zero). Conform condiţiilor 
problemei, suma pı + Pz + ... + p, (numărul total de linii ale reţelei S$ care 
se întîlnesc în nodul Ag) nu este mai mare decit 10. În nodul A, al rețelei 
S’ se întilnesc, evident, nu mai mult de 10 — p; linii, astfel că, după vopsirea 
reţelei S’, vor mai rămîne cel puţin 15 — (10 — p,) = 5 + p, culori, care nu 
au fost; folosite la vopsirea liniilor care se intilnesc in punctul A,; în mod 
analog, vor mai rămîne 5 + p, (sau mai multe) culori care nu au fost folosite 
la vopsirea liniilor care se întîlnesc în nodul As; 5 + pg culori care nu au fost 
folosite la vopsirea liniilor care se întîlnesc în Ag etc. 

Vom începe, acum, să vopsim pe rînd liniile reţelei S, care se intilnesc 
in nodul Ag. Deoarece dispunem de 5 + p, culori sau mai multe, nefolosite 
la vopsirea liniilor reţelei $’, care se întilnesc în A,, putem vopsi cele p, linii 
care unesc Ag cu A, cu p, dintre aceste culori. Trecînd mai departe la liniile 
care unesc Ay cu 4, trebuie să alegem numai acele culori care nu au fost 
incă folosite nici la vopsirea liniilor reţelei S’ care trec prin A,, nici la vopsirea 
liniilor reţelei S care unesc Ag cu A. În mod analog, liniile care unesc Ag 
cu Aş pot fi vopsite numai cu culorile nefolosite la vopsirea liniilor care unesc 
Ag cu A, și cu A2; liniile care unesc Ag cu A, vor putea fi vopsite cu culorile 
nefolosite la vopsirea liniilor care unesc Ag cu A,, cu A, şi cu Ag etc. Vom 
presupune acum că, îndeplinind aceste condiţii, am izbutit să vopsim toate 
liniile care unesc A, cu nodurile A}, Aa,--:, Asa Și poate chiar o parte 
din liniile care unesc A, cu A,; mai departe, însă, vom constata că toate 
culorile încă nefolosite la vopsirea liniilor care trec prin nodul A, (vom nota 
mai jos aceste culori cu cifre romane I, II, III, ...) au fost utilizate la vopsirea 
unora dintre liniile care trec prin nodul A,. În acest caz, evident, nu vom 
putea continua vopsirea liniilor care unesc Ag cu A, fără să contrazicem 
condiţia pusă în problemă. Vom arăta însă că în acest caz este posibil să se 
continue vopsirea reţelei fără a contrazice această condiţie, înlocuind numai 
culoarea unora dintre liniile vopsite înainte. 

Să considerăm o culoare 1 astfel ca printre liniile vopsite care trec prin 
nodul A, (adică printre liniile reţelei S’, care pornesc din nodul A,, unele din 
ele putind fi vopsite, şi care unesc Ag cu A,) nu se află linii de această culoare. 
Am presupus că toate culorile nefolosite la vopsirea liniilor care pleacă din 
A, vopsesc unele linii care vin în Ag; deci, cu culoarea 1 este vopsită o linie 
care unește A cu nodul A, j < i. Să cercetăm, mai departe, cîteva cazuri 
posibile. 

A. Printre liniile reţelei S’, care se întilnesc in 
nodul A, există o linie care nu are nici una din cu- 
lorile 1, II, III,... În acest caz, putem revopsi cu această culoare linia 
care uneşte Ap cu A, şi care a fost vopsită înainte cu culoarea 1, iar una din 
liniile încă nevopsite, care unesc A, cu A, poate fi vopsită cu culoarea i. 
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B. Printre liniile, care se intilnesc în nodul 4, 
există linii de toate culorile I, II, IJI, ... Aceasta înseamnă 
că nici una din cele 5 + p, sau mai multe culori, care nu au fost folosite la 
vreuna din liniile reţelei $’, care pleacă din A,, nu face parte dintre culorile 
I, II, III, ..., adică toate aceste culori au fost folosite la vopsirea liniilor reţelei 
S, care se întilnesc în Ag. Din aceste 5+p, sau mai multe culori, sint folosite 
tocmai p, pentru vopsirea liniilor care unesc A, cu A, şi, deci, nu mai puțin 
de cinci culori au fost folosite la vopsirea liniilor, care unesc A cu celelalte 
noduri Aa, Ag., Azi Am -Ap Mai departe, conform presupunerii 
noastre, toate cele 5 + p, sau mai multe culori, cu care nu au fost vopsite 
liniile reţelei S’, care pleacă din A,, au fost folosite la vopsirea liniilor reţelei 
S, care unesc Ay cu virturile A, A2,..., A,; din aceste 5 + p, sau mai multe 
culori, destinate vopsirii liniilor care unesc A cu A,, au fost folosite pînă acum 
mai puţin de p, culori și, deci, nu mai puţin decit gase culori au fost folosite 
la vopsirea liniilor reţelei S, care unesc Ag cu celelalte noduri A,, Ág ..., Ac-a: 
Dar, conform condiţiilor problemei, în nodul A, se întîlnesc nu mai mult decit 
10 linii; dintre ele, au fost vopsite pină acum nu mai mult decit nouă linii. 
De aici rezultă că printre cinci sau mai multe linii care unesc Ag cu nodurile 
As, Aa, =; Ajis Apa so, A, Şi care sint vopsite cu culorile nefolosite la 
vopsirea liniilor reţelei S’ care vin în A, şi printre şase sau mai multe linii 
care unesc Ag cu A,, A3,.-:, Aş şi care sînt vopsite cu culorile nefolosite 
la vopsirea liniilor reţelei S’ care vin în A,, se află cel puţin o linie comună. 
Să presupunem că această linie comună este linia care uneşte Ag cu nodul 
A, (k <r, k i, k #j) şi care este vopsită cu o anumită culoare 2. Vom 
cerceta mai departe separat două posibilităţi. 

1° Printre liniile, care trec prin nodul Ag, există 
o linie care nu are vreuna dintre culorile I, II, III... 
În acest caz, putem revopsi în această culoare linia care unește Ap cu Ay 
şi care a fost vopsită mai înainte în culoarea 2, iar una dintre liniile încă 
nevopsite, care unesc Ag cu A, să o vopsim cu culoarea 2. 

2 Printre liniile, care vin în nodul A, există linii 
de toateculorile I,II, II, ... Să examinăm acum următoarea situaţie. 
Vom separa din rețeaua de linii vopsite în condiţiile problemei un contur 
oarecare, de-a lungul căruia alternează linii de două culori oarecare A și B 
şi vom prelungi acest contur în ambele sensuri atîta timp cit va fi posibil; 
în acest caz, evident, conturul poate fie să se închidă, fie să rămînă deschis 
de ambele părți, însă nu poate avea nicăieri ramificații (deoarece în fiecare 
virf al reţelei poate veni o singură linie de o culoare dată dinainte). Vom re- 
vopsi acum toate liniile acestui contur, înlocuind peste tot culoarea A prin 
culoarea B şi invers; în acest caz noua vopsire, bineînțeles, va satisface, de 
asemenea, condiţiile date. Acum vom considera un contur analog, cu originea 
în nodul A,, de-a lungul căruia alternează culorile I şi 2 (prin nodul A,, con- 
form presupunerii, trece o linie de culoare I și nu trece o linie de culoare 2). 
Deoarece în nodul Ag vine o linie de culoare 2 (linia Ag4,), însă nu vine o 
linie de culoare I, iar în nodul A,, ca şi în nodul A,, vine o linie de culoare 
I, însă nu vine o linie de culoare 2, rezultă că conturul considerat sau va avea 
al doilea capăt în nodul Ap, însă nu va trece prin nodul A,, sau va avea al 
doilea capăt în nodul A,, însă nu va trece prin nodul Ay, sau, în sfirșit, 
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nu va trece nici prin nodul A, nici prin A,. Să cercetăm, acum, separat două 
posibilități dintre care cel puțin una neapărat are loc. 

1) Să presupunem că conturul considerat nu trece prin nodul 
Ag. În acest caz, vom schimba alternarea culorilor liniilor acestui contur in- 
cepind cu cealaltă culoare; după aceasta, în nodul A, nu vor mai veni linii 
de culoare I şi vom putea revopsi în această culoare una din liniile încă ne- 
vopsite care unesc Ag cu A, 

2) Să presupunem că conturul consideratn u trece prin nodul A, 
Să cercetăm acum conturul din liniile vopsite alternativ în aceleași două culori 
1 şi 2, care pleacă din nodul A,; acest contur nu va trece nici prin A, 
nici prin Ag. Vom schimba alternarea culorilor liniilor acestui nou contur 
incepind cu cealaltă culoare. După aceasta, linia AA, de culoare 1 va putea 
fi revopsită în culoarea I (deoarece în nodul A, nu vor veni linii de culoare 
I) și vom putea apoi să vopsim una din liniile nevopsite încă, care unesc 
Ag cu A, cu culoareă 1 devenită liberă. 

Astfel, în toate cazurile, putem continua vopsirea liniilor care 
se întilnesc în nodul A, schimbind doar, poate, culorile unora dintre liniile 
vopsite mai înainte. Continuind acest procedeu, vom vopsi, în sfirșit, toate 
liniile care vin în nodul Ay. 

Deci, dacă reţeaua S’, cu n noduri, poate fi vopsită cu 15 culori în condiţiile 
problemei, atunci şi reţeaua S, cu n + 1 noduri, poate fi vopsită cu același 
număr de culori. De aici, conform principiului inducției complete, rezultă 
că orice rețea poate fi vopsită cu 15 culori. 


Observaţie. La fel se demonstrează că, dacă în fiecare nod al reţelei vin nu mai 
mult de m = 2k linii, toate liniile reţelei pot fi vopsite, în condiţiile problemei, cu 3k culori; 
dacă însă m = 2k + 1, cel mai mic număr de culori suficient pentru vopsirea oricărei rețele 
în ale cărei noduri vin nu mai mult de m linii este egal cu 3k + 1. 


115. a) Vom demonstra chiar mai mult decît se cere în problemă, anume 
vom demonstra că numărul de triunghiuri ale descompunerii, numerotate 
cu cifrele 1, 2, 3, este impar (de aici, în particular, rezultă și afirmaţia 
din problemă, deoarece zero este un număr par). În acest scop, vom stabili 
în două moduri numărul laturilor triunghiurilor din descompunere, numerotate 
cu cifrele 1, 2. 


A. Fiecare triunghi al descompunerii, avind virfurile numerotate cu ci- 
frele 1, 2, 3 (vom nota cu X numărul acestor triunghiuri), are o singură 
latură, ale cărei extremităţi sint numerotate cu cifrele 1, 2; fiecare triunghi, 
ale cărui virfuri sint numerotate cu cifrele 1, 2, 2 sau cu cifrele 1, 1, 2 (nu- 
mărul unor astfel de triunghiuri îl vom nota cu Y), are două laturi ale căror 
extremități au numerele 1 şi 2; fiecare dintre celelalte triunghiuri ale descom- 
punerii (de exemplu, triunghiurile numerotate cu cifrele 1, 1, 1 sau 1, 3, 3) 
nu au laturi numerotate cu cifrele 1, 2. 


De aici rezultă că numărul total de laturi ale triunghiurilor mici, numero- 
tate cu cifrele 1, 2, este egal cu 
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B. Să observăm că în calculul făcut am numărat de două ori fiecare seg- 
ment ale cărui extremităţi sint numerotate cu cifrele 1, 2, situat în interiorul 
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triunghiului mare (de bază), deoarece fiecare astfel de segment intră ca latură 
în două triunghiuri, situate de o parte și de alta a acestui segment. Fiecare 
dintre segmentele 1, 2 situate pe laturile triunghiului mare este latura numai 
a unui singur triunghi al descompunerii şi, deci, a fost considerat în suma 
X + 2Y o singură dată. Astfel, dacă vom nota cu U numărul de segmente 


Pa pe aaa — het 
pe fi PD. 4 Be fr 2 
Fig. 114 


12, situate în interiorul triunghiului mare și prin V numărul unor astfel de 
segmente, situate pe laturile triunghiului mare, vom avea 


XIV =2U+ 7. 


De aici rezultă că numărul X este par sau impar în același timp cu numărul 
V şi este suficient să demonstrăm că V este totdeauna impar. 

Conform enunţului problemei, pe latura 13 a triunghiului mare nu pot 
exista virfuri notate cu 2, iar pe latura 23 nu pot exista viriuri notate cu 1; 
deci, segmentele mărginite de punctele 1 și 2 pot fi întilnite numai pe latura 
12 a triunghiului mare. Vom număra toate segmentele de acest gen în ordinea 
dispunerii lor pe latura 12, începînd cu extremitatea acestei laturi, numerotată 
cu 1 (fig. 114). Deplasindu-ne pe latura 12 de la virful 1 către virful 2, vom 
intilni mai întîi citeva (unul sau mai multe) puncte numerotate cu 1. După 
aceasta, cind vom parcurge prima oară un segment 12, vom ajunge într-un 
punct numerotat cu cifra 2. Mai departe, pot urma mai multe puncte 2 (adică 
mai multe segmente 22); numai apoi, după ce vom parcurge segmentul 21, 
vom ajunge din nou în punctul 1. Parcurgind, mai departe, segmentul urmă- 
tor 12, vom ajunge din nou în punctul 2, parcurgînd segmentul următor 21 — 
în punctul 1 etc. 


Astfel, după un număr impar de segmente 12 vor urma virfurile de des- 
compunere numerotate cu 2, iar după un număr par de astfel de segmente 
vor urma virturile numerotate cu 1. Însă, deoarece ultimul virf al descompunerii 
situat pe latura considerată este virful 2 al triunghiului mare, rezultă că 
numărul total de segmente 12 care se află pe latura 12 a triunghiului mare 
(egal cu numărul V) trebuie să fie impar. Cu aceasta teorema a fost demon- 
strată. 


Observaţie. Rezultatul obținut mai poate fi precizat. Anume vom face distincție 
între triunghiurile descompunerii avind vîrfurile numerotate cu cifrele 1, 2, 3 şi al căror sens 
de parcurgere a conturului (în sensul de la virful 1 către virful 2 și apoi către virful 3) coincide 
cu sensul de parcurgere a conturului triunghiului mare (de asemenea, în sensul 1 — 2 — 3) 
și triunghiurile notate cu 1, 2, 3 și cu sensul de parcurgere a conturului opus sensului de par- 
curgere a conturului triunghiului mare. Se poate demonstra că numărul primelor 
triunghiuri va fi totdeauna cu o unitate mai mare decit numărul 
celorlalte triunghiuri; de aici rezultă, în particular, că numărul total de tri- 
unghiuri numerotate cu 1, 2, 3 este impar. Demonstrația acestei proprietăţi este asernănă- 
toare cu soluţia problemei de faţă și o propunem cititorului. 


b) Demonstrația teoremei formulată în indicaţiile la această problemă 
este asemănătoare cu demonstrația teoremei a). Vom număra în două moduri 
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feţele tetraedrelor din descompunere, numerotate cu cifrele 1, 2, 3. Pe de o 
parte, fiecare tetraedru al descompunerii, avind virfurile numerotate cu 1, 2, 
3 şi 4 (numărul unor astfel de tetraedre îl vom nota cu X), are o singură 
faţă 123; fiecare dintre tetraedrele cu virfurile 4, 1, 2, 3 sau 1, 2, 2, 3 sau 
1, 2, 3, 3 (numărul total al unor astfel de tetraedre îl vom nota cu Y) are 
cite două feţe 123, iar celelalte tetraedre ale descompunerii nu au astfel de 
fețe. Astfel, numărul căutat de feţe 123 este egal cu 
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Pe de altă parte, orice triunghi 123, situat în interiorul tetraedrului mare 
(numărul acestor triunghiuri îl vom nota cu U), este o față comună a două 
tetraedre ale descompunerii, iar fiecare triunghi 123, de pe faţa 123 a tetra- 
edrului mare (numărul acestor triunghiuri îl vom nota cu V), este faţa unui 
singur tetraedru al descompunerii (să observăm că, potrivit condiţiilor teoremei, 
pe celelalte trei feţe ale tetraedrului mare nu vor exista triunghiuri ale des- 
compunerii, numerotate cu 1, 2, 3). Avem, deci, 


X+2Y=2U +V. 


Însă descompunerea feței 123 a tetraedrului mare în triunghiuri mai mici 
verifică toate condițiile problemei a) și din soluția acestei probleme rezultă 
că numărul V al triunghiurilor mici 4, 2, 3 pe această faţă va fi impar. De 
aici rezultă că şi numărul X este impar şi, deci, nu poate fi egal cu zero. Teo- 
rema este demonstrată. 


Observație. Această teoremă poate fi, de asemenea, precizată, în mod analog ca 
teorema din problema a) (v. observația de la p. 275). Formularea şi demonstrația acestui rezultat 
mai fin le propunem cititorului. 


116. Vom demonstra chiar mai mult decit se cere în problemă. Anume, 
vom arăta că, dacă un poligon oarecare M este împărţit în triunghiuri 
in condițiile problemei (adică, astfel incit nici un grup de două triunghiuri 
nu se învecinează numai pe o porțiune din latura comună) și dacă în fiecare 
dintre virfurile descompunerii se întilnesc un număr par de triunghiuri, atunci 
toate virfurile descompuneriipot îi numerotate cu 
trei cifre 1, 2 și 3 astfel încît toate virfurile care 
se află pe conturul poligonului M vor fi numerotate 
numai cu două cifre 1 și 2 și toate virfurile fiecărui triunghi al 
descompunerii vor fi numerotate cu trei cifre diferite. 

Demonstrația o vom da prin metoda inducției complete, utilizînd numărul 
de virfuri ale descompunerii, situate în interiorul poligonului M. În primul 
rînd, dacă în interiorul lui M se află doar un singur virf P al descompunerii, 
proprietatea este evidentă: în virful P vin, aşa cum s-a presupus, un număr 
par de triunghiuri; de aceea pe conturul lui M există un număr par de virfuri 
ale descompunerii şi, numerotind aceste virfuri alternativ cu 1 şi 2, putem 
scrie în virful P cifra 3 (fig. 115, a) ». 


1) Deoarece în fiecare virf al lui M se întilnesc două sau mai multe triunghiuri ale des- 
compunerii, în interiorul lui M se află cel puţin un virf al descompunerii. 
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Mai departe, vom presupune că în interiorul poligonului M se află r 
virfuri ale descompunerii şi că pentru orice descompunere a unui poligon oare- 
care, satistăcînd condiţiile problemei gi astfel încît în interiorul poligonului 
să se aflem ai puţin de n virfuri ale descompunerii, teorema este demon- 
strată. Fie AB unul dintre segmentele in care virfurile descompunerii împart 
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Fig. 115 


frontiera lui M, ABP — un triunghi al descompunerii, care se alipește de AB. 
Virful P se află în interiorul lui M, deoarece, în caz contrar, în virturile A 
şi B ale poligonului M, s-ar întilni un număr impar de triunghiuri (cîte unul 
singur). În punctul P se întîlnesc, conform ipotezei, un număr par de triunghiuri 
ale descompunerii. Vom nota cu p poligonul format din toate aceste triunghiuri 
(v. fig. 115, b, în care poligonul u este hașurat). 

Vom suprima acum din M poligonul u; vom obţine un nou poligon mai 
mic M’. Poligonul M’ este împărţit, de asemenea, în triunghiuri în condiţiile 
problemei; nu este greu de văzut că în fiecare vîrf al poligonului M’ se intil- 
nesc, de asemenea, un număr par de triunghiuri ale descompunerii (în fiecare 
virf al lui M’, care este în același timp un virf al lui u, se întilnesc cu cite 
două triunghiuri mai puţin, decit se întilneau mai înainte). Mai departe, în 
interiorul lui M’, se află evident, mai puţine vîrfuri ale descompunerii, decit 
în interiorul lui M. Deci, conform ipotezei noastre, putem numerota toate 
virfurile de descompunere ale lui M’ cu cifrele 1, 2 și 3, astfel încît toate 
virfurile situate pe frontiera lui M’ să fie numerotate cu 1 și 2 și vîriurile 
fiecărui triunghi al descompunerii să fie numerotate cu trei cifre diferite ”. 

Vom serie alături de virful P cifra 3 şi apoi vom continua să numerotăm 
virfurile rămase fără numere, situate pe conturul lui u, alternativ cu cifrele 
1 și 2; în acest caz, oricare două virfuri vecine vor căpăta numere diferite, 


dÐ Propunem cititorului să examineze cum se modifică raționamentul în cazul în care 
M’ este descompus în mai multe părţi. 
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întrucit pe conturul lui p se află în total un număr par de virfuri ale descompu- 
nerii (deoarece în punctul P se întilnesc un număr par de triunghiuri). După 
aceasta, toate virfurile poligonului M vor fi numerotate în condiţiile date. 
Conform principiului inducției complete, rezultă de aici valabilitatea afirmației 
formulate la începutul soluţiei problemei. 


117. Se poate întimpla ca între două poligoane vecine M şi M’ ale des- 
compunerii să existe goluri (acoperite, bineînţeles, de alte poligoane; v. fig. 116), 
cu alte cuvinte, ca porțiunea din frontiera lui M și M' comună ambelor poli- 
goane să fie formată din mai multe bucăţi. În acest caz vom adăuga la poli- 
gonul M toate solurile dintre acest poligon și vecinii săi; vom obţine un poli- 
gon mai mare M. După aceea, vom proceda la fel, în continuare, cu toţi vecinii 
poligonului M, apoi cu toţi vecinii noului poligon format etc. În sfirșit, 
vom ajunge la o nouă împărțire a pătratului în poligoane, iar acum între două 
poligoane ale noii descompuneri nu vor mai exista goluri (partea comună a 
frontierei dintre oricare două poligoane ale descompunerii va fi formată din- 
tr-o singură bucată, adică va reprezenta sau un punct sau o linie frintă). În- 
acest caz, evident că, dacă un poligon oarecare al noii descompuneri are nu 
mai puţin de şase vecini, atunci un poligon al vechii descompuneri din care 
a fost obţinut a avut, de asemenea, nu mai puţin de șase vecini (deoarece 
după modificarea descompunerii considerate numărul de vecini ai poligonului 
nu poate decit să se micșoreze). Să mai observăm că poligonul M se află în 


interiorul poligonului M, care a fost obţinut adăugind la poligonul M toți 
vecinii săi şi toate golurile dintre M şi vecinii săi. Deoarece, conform condiţiilor 
problemei, atît poligonul M cit şi fiecare dintre vecinii săi poate fi inclus 
într-un cerc de diametru 1/3, atunci M poate fi inclus într-un cere de diametru 


3/0 = 1ho (fig. 117) și, deci, cu atât mai mult M poate fi inclus într-un cerc 
de acest diametru. 


Fig. 116 Fig. 117 


Să considerăm poligonul JA, al noii descompuneri, care acoperă centrul 
O al pătratului (sau unul dintre aceste poligoane, dacă O este situat pe fron- 
tiera mai multor poligoane). Vom numi acest poligon, poligonul eta- 
jului 1. Toate poligoanele noii descompuneri vecine cu My le vom numi 
poligoanele etajului al 2-lea; toate poligoanele vecine cu unul 
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oarecare dintre poligoanele etajului al 2-lea le vom numi poligoanele 
etajului al 3-lea etc. 

Evident că poligonul Mọ este inclus în interiorul cercului de rază 1/9 
cu centrul în O, apoi My şi toate poligoanele etajului al 2-lea sint incluse 
în interiorul unui cerc de rază 2/, cu centrul în O, apoi M, şi toate poligoa- 
nele etajelor al 2-lea și al 3-lea sint incluse în interiorul unui cerc de rază 
3J cu centrul în O şi, în sfirşit, M, şi toate poligoanele etajelor al 2-lea, 
al 3-lea și al 4-lea sînt incluse în interiorul unui cerc de rază 4/, cu centrul 
în O. De aici, rezultă, în particular, că nici unul dintre poligoanele primelor 
patru etaje nu poate să fie alipit de frontiera pătratului. 

Să considerăm, acum, unele proprietăţi evidente ale descompunerii poli- 
goanelor în etaje. 

1° Fiecare dintre poligoanele etajului al n-lea (n >> 1) are vecini în etajul 
al (n — 1)-lea. 

2* Nici unul dintre poligoanele etajului al n-lea (n > 2) nu are vecini 
in etajul al (n — 2)-lea (în caz contrar, acest poligon trebuiă să facă parte din 
etajul al (n — ()-lea). 

3° Dacă poligonul M al etajului al n-lea (n > 1) are mai puţin de doi 
vecini, aparținind aceluiaşi etaj, atunci M nu are vecini în etajul al (n +1)-lea. 
Într-adevăr, dacă M ar avea vecini, aparţinind etajului al (n + 1)-lea, o 
parte din frontiera lui M ar veni în contact cu poligonul etajului al (n4+-1)-lea, 
iar o altă parte a frontierei ar veni în contact cu poligonul etajului al (n — 1)-lea 
(v. 19). Deoarece nici un poligon al etajului al (n + 1)-lea nu este în contact 
cu poligoanele etajului al (n — 1)-lea (v. 2°), între aceste porţiuni ale fron- 
tierei lui M trebuie să existe cel puţin două segmente pe care M vine în 
contact cu poligoanele aceluiași etaj, al n-lea. Iar, deoarece oricare două 
poligoane vecine ale noii noastre descompuneri sint în contact cu o por- 
ţiune din frontieră, rezultă de aici că M are nu mai puţin de doi vecini în 
acelaşi etaj al n-lea. 

Vom presupune acum că nici unul dintre poligoanele 
noii descompunerii nu are mai mult de cinci vecini 
şi vom arăta că, în acest caz, nici unul dintre poligoanele etajului al 4-lea 
nu poate avea vecini printre poligoanele etajului al 5-lea. 


Vom cerceta separat două cazuri. 


A. Dacă poligonul M al etajului al 4-lea are nu mai mult de un vecin 
printre poligoanele aceluiaşi etaj, atunci, conform lui 3, el nu are vecini 
printre poligoanele etajului al 5-lea. 

B. Să presupunem acum că poligonul M al etajului al 4-lea are nu mai 
puţin de doi vecini printre poligoanele aceluiași etaj al 4-lea. Vom arăta, în 
primul rînd, că M are nu mai puţin de doi vecini printre poligoanele etajului 
al 3-lea. Într-adevăr, să presupunem că nu este așa și că M” este singurul 
poligon al etajului al 3-lea, vecin cu M. În acest caz, M’ are în etajul al 4-lea 
cel puțin încă doi vecini, în afară de M: aceştia vor fi poligoanele M, şi M, 
cu care M se află în contact la capetele frontierei comune dintre M și M’ 
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(fig. si) AM, şi M, nu pot aparţine etajului al 3-lea, deoarece, conform ipo- 
tezei, nu are vecini în etajul al 3-lea în afară de M’, şi, conform lui 2°, 
nu pot aparţine etajului al 5-lea. În afară de aceasta, M’ are nu mai puțin 
de doi vecini în etajul al 3-lea (v. 3°) și cel puţin un vecin în etajul al 2-lea 
(v. 19), astfel că în total M’ are nu mai puţin de şase vecini, ceea ce contra- 
zice ipoteza noastră. 

Se poate demonstra că Mare nu mai puţin de trei vecini printre 
poligoanele etajului al 3-lea. Într-adevăr, fie M’ unul dintre vecinii poligo- 
nului M, care aparţine etajului a 3-lea (numărul unor astfel de vecini, cum am 
văzut, nu este mai mic decît doi). Vom arăta că M’ nu are în afară de M 
alți vecini care aparţin etajului al 4-lea. Într-adevăr, M’ are nu mai puţin 
decit doi vecini care fac parte din etajul al 3-lea (v. 3°). În afară de aceasta, 
se poate arăta că M’ are nu mai puţin decît doi vecini, care fac parte din etajul 
al 2-lea (demonstraţia acestei afirmaţii nu diferă de demonstraţia faptului că 
M are nu mai puţin decit doi vecini care fac parte din etajul al 3-lea). Deoarece, 
conform ipotezei, numărul total de vecini ai lui M’ nu este mai mare decit, 
cinci, M’ nu poate avea în afară de M alţi vecini în etajul al 4-lea. Acum 
printr-un raţionament în totul analog celui de mai sus, se poate arăta că M 
are în afară de M’ încă cel puțin doi vecini M; ṣi M4 în etajul al 3-lea: Mi şi M3 
sînt poligoanele cu care M’ vine în contact la capetele frontierei comune la M’ 
şi M. 
Acum este clar că M nu poate avea vecini printre poligoanele etajului 
al 5-lea. Într-adevăr, dacă M ar avea vecini printre poligoanele etajului al 
5-lea, atunci M ar avea incă nu mai puțin de doi vecini printre poligoanele 
aceluiaşi etaj al 4-lea (v. 3°). Deoarece, conform celor demonstrate, M are 
nu mai puțin de trei vecini printre poligoanele etajului al 3-lea, numărul total 
al vecinilor lui M nu ar fi mai mic decit şase. 

Vedem deci că poligoanele etajului al 4-lea nu sînt în contact cu poli- 
goanele etajului al 5-lea, adică toate poligoanele descompunerii se află în pri- 
mele patru etaje. Însă aceasta nu este posibil, deoarece am arătat mai inainte 
că nici unul dintre poligoanele etajului al 4-lea nu este în contact cu frontiera 


Fig. 118 


pătratului. Contrazicerea obținută arată că ipoteza noastră iniţială, că nici 
unul dintre poligoanele descompunerii nu are mai mult decit cinci vecini, a 
fost falsă. 

Observaţie. Nu este greu de văzut că pătratul poate fi împărțit în poligoane oricît 


de mici, astfel încît nici unul dintre poligoanele descompunerii să nu aibă mai mult decit 
şase vecini (fig. 119). 
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118. Fie K o curbă continuă care unește punctele A şi B. Vom demonstra 
că, dacă curba K nu are nici o coardă de lungime a paralelă cu AB şi nu are 
nici o coardă de lungime b paralelă cu AB, aiunci această curbă nu poale avea 
nici o coardă de lungime a + b paralelă cu AB. De aici va rezulta că curba K 
are neapărat o coardă de lungime 1/n paralelă cu AB. Într-adevăr, în caz 
contrar, curba K nu ar putea avea nici coarde de lungime 


îs 2 da 2 1 4 
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paralele cu AB şi, în sfirşit, nu ar putea avea o coardă de lungime 
1 n—i1 
— + 
n n 
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paralelă cu AB, în timp ce noi ştim că K are o coardă de lungime 1 (anume 
însăşi coarda AB) paralelă cu AB. 

Vom trece, acum, la demonstraţia proprietăţii formulate. Faptul că curba 
K nu are o coardă de lungime a paralelă cu AB înseamnă că curba A”, obţi- 
nută din K printr-o translație în direcția AB cu distanţa a, nu are puncte 
comune cu K (fig. 120). Mai departe, curba K’, egală cu K, conform ipotezei, 
nu are nici o coardă de lungime b paralelă cu AB; aceasta înseamnă că curba 
K”, obţinută din K’ printr-o translație în direcția AB cu distanţa b, nu are 
puncte comune cu K’. Vom arăta că nici curbele K şi K” nu se intersectează; 
aceasta va însemna că curba K nu are nici o coardă de lungime a + b paralelă 
cu AB (deoarece curba K” se obţine din curba K printr-o translație în direcția 
AB cu distanţa a + b). 

Fie M' și N’ două puncte ale curbei K’, situate de ambele părți ale lui 
A'B' la cea mai mare distanță de A'B’ (sau unele dintre aceste puncte, dacă 
curba K’ are de aceeaşi parte a dreptei AB mai multe puncte, a căror distanță 
la A'B’ este mai mare decit a celorlalte puncte situate de aceeaşi parte a lui 
A'B’). Vom duce prin punctele M’ și N’ dreptele , şi l paralele cu AB (una 


Fig. 120 


dintre aceste drepte poate coincide cu AB). Evident că toate cele trei curbe 
K, K' şi K” se află în interiorul benzii formate de dreptele 7, și lp Arcul M'N’ 
al curbei K’ împarte această bandă în două părți; în acest caz, deoarece curbele 
K și K” nu se intersectează cu K’, fiecare dintre ele se află intr-una din aceste 
două părţi ale benzii. Nu este greu de văzut, de asemenea, că curbele K și K? 
se află în părți diferite ale benzii. 
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Într-adevăr, dacă M, respectiv M”, sint puncte ale curbelor K și K” care 
corespund punctului M’ de pe curba K’, punctele M şi M” se află de părţi 
diferite ale punctului M’, deci şi curbele K și K” se află de părţi diferite ale 
arcului MN”, deci nu se pot intersecta. Cu aceasta se încheie demonstraţia 
primei părţi a teoremei. 

A mai rămas de demonstrat că pentru orice număr a, care nu este 
de forma ijn, poate fi construită o curbă continuă care să unească punctele 4 
şi B şi care să nu aibă coarde de lungime a. Dacă a > 1, această afirmație 
este cu totul evidentă: în acest caz, este suficient să impunem curbei K să nu 
iasă din limitele benzii formate de perpendicularele pe dreapta AB în punctele 
A şi B (v., de exemplu, fig. 121, a). Dacă a > 1/2, vom duce prin punctele A 
şi B drepte paralele și prin mijlocul C al segmentului AB o dreaptă oarecare, 
care nu este paralelă cu primele două. Este ușor de văzut că linia frintă obţi- 
nută AP,CQ,B (fig. 121, b) nu are coarde paralele cu AB de lungimi mai 
mari decit 1/2. 


3 T et ; bauan 
Fie acum TIET Vom împărți segmentul AB în trei părți egale: 


AC, = CC; = C,B şi, independent de aceasta, în două părți egale: AD = DB. 
Prin punctele A, D ṣi B vom duce drepte paralele arbitrare şi prin punctele 
Cı şi Ca alte două drepte paralele, care nu sint paralele cu primele trei. Nu 
este greu de văzut că linia frintă obținută AP,C,0.,DP2C20.B (fig. 121, c) 
nu are coarde paralele cu AB, a căror lungime să fie cuprinsă între 1/2 şi 1/3. 


A 


Fig. 121 


Într-adevăr, dacă extremităţile coardei se află pe segmentele AP, şi 
P Q, sau P,Q, și QP: sau QP şi P Qa sau PQ și QB, lungimea coardei 
nu este mai mare dectt 1/3 (deoarece, cu notațiile din fig. 121, c, AC, = PP, = 
= 0,0, = CB = 1/3). Dacă extremitățile coardei se află pe segmentele 
P,Q, ṣì PQ, lungimea coardei este egală cu 1/3. Dacă extremitățile coardei 
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se află pe segmentele AP, şi Q, Pa sau Q, Pa și QB, lungimea coardei este egală 
cu 1/2. În sfirsit, în toate celelalte cazuri lungimea coardei va fi mai mare 
decît 1/2. 

În mod analog se construieşte un exemplu de curbă, care nu conţine 
nici o coardă paralelă cu AB și a cărei lungime este cuprinsă între 1/(n + 1) şi 
1/n. Vom împărți segmentul AB în n+ 1 părţi egale: AC, = CC = 
.. = CB şi, independent de aceasta, în n părţi egale: AD, = D,D =... 
.. = D,-ı8. Prin punctele A, D, De, ..., Da- B vom duce acum drepte 
paralele și prin punctele C,, Cz, ..., C, alte drepte paralele, care nu sînt paralele 
cu primele. Este ușor de văzut că linia frintă obţinută (v. fig. 121, d, unde 
este reprezentat cazul n = 5) verifică condiția impusă; demonstraţia este în 
totul analoagă cu cea dată mai sus pentru cazul n = 3. 


119. a) Fie AB o latură a unui poligon convex M de arie 1, C cel mai 
depărtat de AB punct al poligonului M (sau unul dintre aceste puncte, dacă M 
are o latură paralelă cu AB). Vom duce dreapta AC (fig. 122); această dreaptă 
împarte poligonul M în două părţi M, și M, (în cazuri particulare se poate 
ca una dintre aceste părți să nu existe). Fie, mai departe, D; și D, două puncte 
ale poligonului M,, respectiv M, cele mai depărtate de dreapta AC (sau unele 
dintre aceste puncte). Vom duce prin punctul C dreapta l paralelă cu AB și 
prin punctele D; și D, dreptele 7, şi 2 paralele cu AC. Dreptele AB, l, L și în 
formează un paralelogram II, care conţine pe M în interiorul său. i ie 

Deoarece poligoanele M, și M, sînt convexe, M, conţine triunghiul AD,C, 
iar M, conţine triunghiul AD,C. Dreapta AC imparte paralelogramul II în 
două paralelograme, pe care le vom nota respectiv cu II și Ha. Este evident că 


1 ) 4 
SaD, == 3 Sr, ȘI SADC = Sue 
De aici rezultă că 
Sa = Su, + Sm, = 2Sapuc + 2Sap,c S2Su, + 25u, = 2Su = 2, 


ceea ce trebuia demonstrat (dacă Su < 2, putem mări acest paralelogram, 
astfel încît el să cuprindă și mai departe poligonul M în interiorul său). 


Fig. 122 Fig. 123 


b) Fie I un paralelogram care conține în interiorul său triunghiul ABC 
de arie 1 (fig. 123). Vom micşora acest paralelogram, deplasindu-i parale! 
laturile pînă ce ele vor trece prin viriurile triunghiului; fie A virful prin care 


283 


trec două laturi ale paralelogramului APQR astfel obţinut; presupunem că 
virful B se află pe latura PQ și virful C pe latura OR. Vom duce prin punctul 
C o dreaptă paralelă cu laturile PỌ şi AR ale paralelogramului; punctele ei 
de intersecţie cu AB şi AP le vom nota cu D și E. Atunci, avem, evident, 


4 
S acan S S ACBE = p ScoPE 
și 
1 
S acap SSAcAE = 3 IScRAE, 
de unde şi rezultă că 


1 4 1 
SnaBc = Saacan + Saca S z Score + 7 ScRAE = 7 SPOR: 


Sapon > 2SAagc = 2 


(dacă C este un punct interior al laturii QR, atunci Supox = 2 numai 
în cazul în care B coincide cu P). 


120. a) Vom înscrie în poligonul dat U triunghiul 4,4243 de cea mai 
mare arie posibilă (fig. 124, a) P. Vom presupune mai întîi că aria acestui 
triunghi nu este mai mare decit 1/2. Prin virfurile triunghiului A,, 
A», Ag vom duce drepte paralele cu laturile opuse. Se va forma un triunghi 
T, a cărui arie este de patru ori mai mare decit aria triunghiului 4,4343, 
adică nu este mai mare decit 2. 

Vom arăta, mai departe, că poligonul U este situat în întregime în interiorul 
lui 7. Într-adevăr, vom admite contrariul, adică vom presupune că un punct 
oarecare M, care aparţine lui U, se află în exteriorul lui 7. În acest caz, punctul 
M se află la o distanță mai mare de cel puţin una din laturile triunghiului 
AAA; (de exemplu, de 4,43), decit virful triunghiului opus acestei laturi. 
Atunci triunghiul MA,A2, înscris în poligonul U, are aria mai mare decit 
triunghiul 4,4243 (v. fig. 124, a), ceea ce contrazice faptul că, conform ipo- 
tezei, triunghiul 4.4.4, are cea mai mare arie dintre toate triunghiurile 
înscrise în U. Deci, în acest caz, poligonul U este inclus în interiorul triun- 
ghiului T de arie nu mai mare decit 2, ceea ce trebuia demonstrat (deoarece 
este clar că, în acest caz, U poate fi inclus în interiorul unui triunghi, de arie 
egală cu 2). 

Ceva mai complicat este cazul în care aria triunghiului 4,4243 este mai 
mare decit 1/2 (fig. 124, b). În fiecare dintre părţile decupate din poligonul U 
prin laturile triunghiului A,A42A43 vom înscrie triunghiul cu aria cea mai 
mare, a cărui bază coincide cu latura corespunzătoare a triunghiului 4,4343. 
Prin virfurile libere B., Bo, Ba ale acestor triunghiuri vom duce drepte para- 
lele cu bazele lor. Vom obține un triunghi C,C,C,. În mod analog cu cele 
precedente, se demonstrează că poligonul U se află în întregime în interiorul 
acestui triunghi. 


1) Se poate arăta că astfel este cel mai mare dintre toate triunghiurile, ale căror viriuri 
sint trei virfuri oarecare ale poligonului U (v., de exemplu, cartea [56], problema 23. 
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Vom demonstra că Sacce, S254,8,4,B,4,8„. Deoarece ultima arie nu este 
mai mare decit 1 (adică aria lui U), rezultă inegalitatea cerută. Vom examina 
separat exagonul ABABAB; şi triunghiul CCC, circumscris acestuia. 
Vom pune 

S 
MAB pyy DAB, yy Sade h; 


S atat 4.443 i SAAd 
atunci 
S S S z 
M H Aa F dp m Aab F S4âst, F OAA C g, 
1S 44,4, 


deoarece, conform ipotezei, $4,4,4, > 1/2, iar aria întregului polgon U este 
egală cu 1 

Vom prelungi laturile triunghiului 4,4243, cum se arată în fig. 124, b. 
Să observăm că raportul dintre înălțimile triunghiurilor BAA; şi 434,42, 
coborite pe latura comună A,A, este egal cu raportul dintre ariile acestor 
două triunghiuri, adică cu ^ La fel, raportul dintre înălțimile triunghiurilor 
B, A,A; și AaAAa, coborite pe latura comună As, este egală cu às iar 
raportul dintre înălțimile triunghiurilor B, 4243 și A,4243, coborite pe latura 
comună AA, este egal cu à}. De aici, obținem 


Fig. 124 


Rezultă deci că coeficientul de asemănare al triunghiurilor CCCs şi 414:4; 
este egal cu 

CCa _ CiD + DE + EC, dia tg k 

Aa Asa 


Astfel, tragem concluzia că 


S 
TARAG = (1-H M -H Ae + M)? 
SA44,4, 

şi, deoarece, în afară de aceasta, avem evident 


S 4,B,4,B,4,B; PE? SAA, + SABA, + SAB,A,A, + SAB4.4, = i | À + A + A 
aaee e ca e a a L a a a a o aa i 1 2 29 


S AAAA, S AAAs 
ajungem, în definitiv, la egalitatea 
S 
AAR = 1 u H e H de 
S 4,B,A,B, A,B, 


Din această egalitate rezultă că SAc,c,c, <2, deoarece 
S$4.84,8,438, S Spo. u = 1, iar M +t sl. 


Cu aceasta demonstrația s-a terminat. 


b) Vom arăta, în primul rind, că pătratul cu laturile egale 
cu 1 nu poate fi inclus în nici un triunghi de arie mai mică decit 2. Fie C,C,Ca 
triunghiul circumscris pătratului 44424344; virfurile A,, A2 şi A, ale pătra- 
tului se află respectiv pe laturile C.C3, CCa și CC; ale triunghiului (fig. 125, a). 
Vom prelungi laturile AaAa și A44; ale pătratului pină la intersecția cu latu- 
rile CCo, CiCo, respectiv cu CaC,, CC, ale triunghiului, în punctele D, E 
şi F, G. Deoarece unghiurile AAF şi A4A43D sint drepte, unghiurile 4,DC} 
şi AFC; sint obtuze. Mai departe, 


A ApEA, + AGA, = 180° — EAG = 90°; XAA E +x, d,G — 90°; 


Fig. 125 


rezultă deci că sau XAA E < XA, EA, sau X4A,4G S XA,GA,; vom pre- 
supune, pentru precizare, că are loc prima din aceste inegalităţi. În acest 
caz, vom avea 

AgE < Ag, = AA; < AD 
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şi din fig. 125, a rezultă evident că 
SAAD Saec; SAEDC, < SACC, 


Am obținut astfel un triunghi EDC}, circumscris pătratului, de arie mai 
mică decît aria triunghiului inițial CCC, şi avind o latură pe care sint situate 
două virfuri ale pătratului (dacă triunghiul inițial are o latură pe care sint 
situate două virfuri ale pătratului, întreg raționamentul poate fi suprimat). 

Vom nota înălțimea triunghiului 4A,C3 coborită pe latura A,4, cu k; 
fie H şi H’ punctele de intersecție a acestei înălțimi cu laturile 4,4; și Az:4a 
ale pătratului (fig. 125, b), HH' = 1 (egală cu latura pătratului). În acest caz, 


Saca, h, SAGA, — pe 
SHA As” 2° S AA, AD 
şi deci, 
SAA,AD E SAc,H'D SACHA, + SHAA, T S AAA D =1+ h poty 
Suas 2h Suaa SHAA 2 2h 
La fel se demonstrează că 
S , h 1 
SACHE L1 Al 
S HA 4,H 2 2h 


De aici, rezultă că 


SAc,ED __ h â 4 h Al -2 1Y 
Saa AET E ERAR ay) > 
adică SAc,gp > 2, ceea ce trebuia demonstrat. 

Însă, dacă pătratului de arie 1 nu i se poate circumscrie un triunghi de arie 
mai mică decit 2, atunci nici unui dreptunghi oarecare 
AAAA, de arie 1 nu i se poate circumscrie un triunghi C CC, de arie mai 
mică decit 2. Într-adevăr, vom presupune că nu este așa. Ne vom imagina 
pătratul 44424344, a cărui latură A4, coincide cu latura mare AÅ; a drept- 
unghiului, iar celelalte laturi sint situate în spaţiu astfel că dreptunghiui 
AAAA, este proiecția ortogonală a pătratului pe planul dreptunghiului 


: A ; : 
pentru aceasta, trebuie ca —2--2 = cos a, unde a este unghiul dintre pla- 


243 
nele în care se află pătratul și dreptunghiul; v. fig. 126, a). Vom nota mai 
departe cu CCC, triunghiul circumscris pătratului A444344 şi care se proiec- 
tează în triunghiul CCC; (în fig. 126, a, Ci şi Ca coincid respectiv cu C; și Ca, 
însă aceasta nu este obligatoriu). Deoarece în proiecția ortogonală fiecare 
figură trece în altă figură de arie egală cu produsul dintre aria primei figuri 
şi cos «, raportul dintre ariile figurilor în timpul proiecției nu se modifică. 
Deci, dacă Scc, < 254,444 trebuie ca și Scicuci < 25 az4z44, ÎNSĂ, după cum 
am văzut mai sus, ultima inegalitate este imposibilă. 

Mai departe, dacă unui dreptunghi de arie egală cu 1 nu i se poate cir- 
cumscrie un triunghi de arie mai mică decit 2, atunci nici unui parale- 
logram oarecare AÁ,4g4;, nu i se poate circumscrie un triunghi CCC; 
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de arie mai mică decit 2. Într-adevăr, vom presupune că nu este așa (fig. 126,0). 
Vom construi o sferă al cărei diametru este diagonala mare 4,44 a paralelo- 
gramului și fie A; şi A4 punctele de intersecţie a sferei cu perpendicularele 
pe planul paralelogramului, în virfurile A, și A4. În acest caz, evident că drept- 
unghiul A,434344 are ca proiecţie paralelogramul 4,434344.Notind cu C!CC; 
triunghiul circumscris dreptunghiului 41454344 şi care se proiectează după 


Fig. 126 


triunghiul CCC; (v. fig. 126, b), trebuie, ca şi mai sus, să tragem concluzia 
că aria triunghiului CiC}C3 este mai mică decit aria dublă a dreptunghiului 
A434344, ceea ce, după cum am mai văzut, nu este posibil. 

121. a) Vom duce două drepte paralele cu 7 și situate de ambele părţi 
ale poligonului convex M, apoi le vom deplasa astfel încît ele să treacă prin 
virfurile A şi B ale poligonului; în acest caz, poligonul M va fi cuprins in 
interiorul benzii formate de două drepte 7, şi 12 paralele cu 7 și care trec res- 
pectiv prin A şi B; în acest caz este posibil ca una dintre dreptele l şi l» 
sau chiar amindouă, să conţină în întregime o latură a poligonului M (fig. 127). 
Vom nota cu d distanţa dintre 7, și l} Vom duce, apoi, încă trei drepte Zo, 
li și la paralele cu Z, astfel ca 1, să fie la egală distanţă de 7, şi la; la şi le să fie 
la egală distanţă de 7, şi lo, respectiv de la și lo. Să presupunem că li intersec- 
tează conturul poligonului în punctele P şi Q iar l în punctele R și S. Să pre- 
supunem, mai departe, că p este latura poligonului care trece prin punctul P 
(poate fi una din două astiel de laturi); la fel, g, r şi s sînt laturile poligonului 
care trec respectiv prin Q, R și S. Aria trapezului 7, mărgini de dreptele 


lo În p Și q este egală, evident, cu PQ - 3: la fel, aria trapezului /. mărginit 
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de dreptele lo, lz, r și s este egală cu RS, . Deoarece reuniunea trapezelor 


T, şi T, conţine poligonul M în interiorul său (in caz extrem coincide cu poli- 
gonul M), avem 


Su< Sn + Sa, = POE + RS: = (PO + RS): £. 


Fig. 127 Fig. 128 


Vom considera, acum, două triunghiuri ARS şi BPQ, inscrise în poligo- 
nul M. Evident, Sans = Î RS- Èd; Saeg = £ PO-2d; deci, 
2 4 2 4 
S 3.8 d_3 
ans + Sgro = (RS + PO): 3” = TRF il Sy. 


a i cae 3 3 
De aici, rezultă că sau Sars > Sa sau Sare > 5 Sa, ceea ce demonstrează 


afirmaţia” din problemă. 

b) Fie M un exagon regulat ABCDEF, iar ? o paralelă la latura AB 
a hexagonului (fig. 128). Mai departe, fie PẸR triunghiul înscris în M de cea 
mai mare arie posibilă şi avînd o latură PQ paralelă cu AB. Dacă P și Q se află 
respectiv pe laturile AF şi BC ale hexagonului, atunci, evident, virful R trebuie 
să se afle pe latura DE. Vom lua latura hexagonului egală cu 1 și vom nota 
distanța AP = BQ cu a. În acest caz, cum este ușor de calculat, avem 


PQ = AB + PG+QH=1+ 5+2 = 1+ a, 
ho = RS — AG = V3- H aaa; 
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deci, 


2 
Sarea gta: 2-A eaan Etla- 


Din această formulă rezultă imediat că, pentru ca aria triunghiului 


Ea 1 
PQR să fie cea mai mare, este necesar ca a — EA = 0, a= 7 în acest caz 


Aria intregului hexagon ABCDEF este egală cu 


v3 _ 343 
OS A048 = 6: —= F -z 


(O este centrul hexagonului); de aici rezultă că triunghiul inscris in ABCDEF, 
de cea mai mare arie şi cu o latură paral:lă la AB, are aria egală 


3 ; 
cu g 54 BcoEr, Ceea ce trebuia demonstrat. 


122. a) Se dau n progresii aritmetice în numere întregi, infinite în am- 
bele sensuri şi astfel încît două cite două au cite un termen comun. Trebuie 
demonstrat că toate aceste progresii au un termen comun. Demonstrația 
o vom face prin metoda inducției complete. Pentru n = 2, teorema este evi- 
dentă. Vom presupune acum că teorema a fost demonstrată pentru n — i 
progresii şi vom arăta că ea va fi, în acest caz, adevărată și pentru n progresii. 
Conform ipotezei inducției, primele n — 1 din cele n progresii aritmetice au 
un termen comun; să-l notăm cu 4. Vom scădea numărul A din fiecare ter- 
men al celor n progresii; vom obţine alte n progresii. Evident, dacă vom demon- 
stra că aceste noi n progresii au un termen comun, va rezulta de aici că şi 
progresiile inițiale au avut un termen comun. 

Primele n — 1 progresii noi au ca termen o pe 0. Vom on rațiile 
progresiilor considerate respectiv cu di, da, ..., da-i, da (da: dos =+., acu d Sint 
numere intregi, deoarece considerăm progresii de numere intregi), În acest 
caz aceste joy n — 1 progresii sint formate din numere respectiv multipli 
de d, da, da, +, da-a (deoarece ele conțin pe 0), iar expresia pentru termenul 
comun al ultimei Progresii, a n-a, este de forma a + kd,, unde a este un ter- 
men oarecare al acestei progresii, iar k este rangul termenului (care poate 
fi atît pozitiv cît şi negativ, deoarece considerăm progresii infinite în ambele 
sensuri). 

Trebuie să demonstrăm că există un astfel de termen a + kd, al ultimei 
progresii, care aparține şi celorlalte n — 1 progresii, adică există un rang 
k, pentru care numărul a + kd, este divizibil cu toate numerele d,, da, ..., dp-1- 
Cu alte cuvinte, trebuie să demonstrăm că există un număr întreg k astfel, 
încît a + kd, este divizibil cu cel mai mic multiplu comun N al numerelor 
du, da, o... dau 
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Vom nota cu D cel mai mare divizor comun al numerelor AV şi d,.' În acest 
caz, există două numere întregi p și g (fiecare dintre ele poate fi pozitiv, 
negativ sau zero), astfel incit 

D = pN + qda (*) 


Deocamdată vom considera această relație adevărată, lăsind demonstrația, 
relației la sfirşitul soluției. 

Vom demonstra acum că numărul a se divide cu D. Într-adevăr, vom. 
descompune numărul D in factori primi 


D = pp pp, př. 


Faptul că cel mai mar% divizor comun al numerelor d, şi W conține factorul 
prim p, la puterea a, .nseamnă că d, se divide cu p% şi N se divide cu pă. 
Faptul că cel mai mic multiplu comun XN al numerelor d}, da, ..., dp- se divide 
cu pă, înseamnă că unul oarecare dintre aceste numere (pentru precizare, 
fie d, acest termen) se divide cu pu. Conform condiţiilor problemei, prima 
progresie are un termen comun cu progresia a n-a. Vom nota cu k’ rangul 
acestui termen în prima progresie și cu 4” rangul acestui termen în progresia 
a n-a (k' și k” sînt numere întregi, fiecare putind fi pozitiv, negativ sau zero) } 
în acest caz, vom avea egalitatea 


kd =a+hk'd sau a=k'd, — h'da 


de unde rezultă că a se divide cu p% (deoarece d, și d, se divid cu ph). La 
fel se poate demonstra că a se divide cu pe, pă, ..., pt; deci a se divide cu 
produsul lor D. 

Vom nota acum citul a/D cu m şi vom înmulţi egalitatea (+) cu m. Vom 
obține 

a= pmN + qmd, sau a — qmd, = pm, 

de unde rezultă că termenul a — qmd, al progresiei a n-a (termenul de rang 
— qm) se divide cu X, ceea ce trebuia demonstrat. 

Ne-a mai rămas să demonstrăm egalitatea (+). Evident, este suficient să 
demonstrăm că, dacă numerele Ñ și d, sînt prime între ele, atunci există două 
numere p şi 9 (nu neapărat pozitive), astfel încît 


pN + qd,=1 (e) 


[egalitatea (*x) se obține din egalitatea (*) prin împărțirea ambilor membri 
cu D; Ñ = N/D şi d, = d,|D sînt prime între ele, deoarece D este cel mai mare 
divizor comun al lui N şi d]. Să presupunem, pentru precizare, că N este cel 
mai mare dintre numerele întregi A și d,. Evident, din egalitatea (x) rezultă 


pP'N' + gd, 51, (ax) 


unde N'= Ñ —d, şi p' şi q' sint, de asemenea, numere întregi (p'=p,9'=p+9); 
reciproc, dacă „egalitatea (**) are loc, atunci are loc şi egalitatea F (unde 
p= p', q = gq — p’). Numerele Ñ’ şi d sînt, de asemenea, prime între ele şi 
cel mai mare dintre ele este mai mic decit cel mai mare dintre numerele „Y 
şi d, Continuînd același procedeu, vom obține egalități analoage în care vor 
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intra numere întregi din ce în ce mai mici gi în cele din urmă vom arăta că 
egalitatea (**) [deci şi egalitatea (1)] este echivalentă cu egalitatea 


1=.-1+7g-0, 


care, evident, are loc pentru 5 și 3 numere întregi (p = 1, 4 = 0). Cu aceasta 
se încheie demonstrația primei afirmații din problemă. 

În problemă se mai cere să arătăm că, din faptul că oricare două pro- 
gresii formate nu din numere intregi au cîte un termen comun, 
nu rezultă că toate progresiile au un termen comun. Însă aceasta este cu totul 
evident. Vom cerceta, de exemplu, două progresii 


an 2V3, — V3, 0, VZ, WE, o i a, 243, — N3, 0, fă, 2V3, ne 


Aceste progresii au numai un termen comun, anume pe 0 (din egalitatea 
ky2= k v3, unde k şi $’ sint numere întregi, diferite de 0, decurge rezultatul 
absurd 43/2 = k'/k. Mai departe, vom considera încă o progresie, care are 
un termen comun cu prima progresie considerată şi un termen comun cu cea 
de-a doua progresie, iar ambii acești termeni sînt diferiți de zero, de exemplu, 
progresia 


isp Vă+ j2—2 ((3— 02), V3 + V2— (03 — v2)= 202, V3+ V2, 
Vă + VÎ+ (V3— V2 = 243, j3+ J2+ 2 (43 — 42)... 
Oricare două din cele trei progresii considerate au cite un termen comun 
(primele două termenul 0; prima și a treia termenul 2y 2; a doua și a treia 
termenul 2y 3); însă toate cele trei progresii nu au un termen comun (a treia 


progresie nu conţine pe zero, care este singurul termen comun al primelor 
două progresii). 


Observaţie. Nu este greu de văzut că prima afirmaţie a problemei rămine valabilă, 
dacă toţi termenii progresiilor considerate sint numere raţionale (însă nu obligatoriu întregi). 
Pentru demonstrații este suficient să observăm că, în acest caz, înmulţind toate progresiile 
cu un același număr întreg, ele pot îi transtormate în progresii de numere întregi. 


b) Fie n progresii, în care orice grup de trei au cite un termen 
comun. Să considerăm două oarecare din aceste progresii. Dacă aceste două 
progresii au un termen comun, atunci toate celelalte progresii, de asemenea, 
trebuie să conţină acest termen (deoarece, conform ipotezei, oricare a treia 
progresie are un termen comun cu cele două progresii date). Dacă acesie 
două progresii au doi sau mai mulţi termeni comuni, atunci diferența dintre 
acești termeni poate fi pusă attt sub forma &'d,, cît şi sub forma /&'dz, unde k’ 
şi k” sînt numere întregi, iar d, şi d; rațiile progresiilor considerate. Deci, în 
acest caz, 

k'd, = kda, dude = kk, 


adică rațiile progresiilor considerate sint comensurabile una prin alta. 


Astfel, dacă rațiile a două progresii oarecare din cele n progresii nu sint 
comensurabile, aceste două progresii au un termen comun și toate cele n 
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progresii conţin şi ele acest termen. Dacă însă rațiile oricăror două progresii 
sînt comensurabile, atunci, înmulțind toate progresiile cu un același număr, 
putem obţine alte n progresii cu raţii întregi. Vom scădea, acum, din toți 
termenii tuturor acestor progresii un acelagi număr, astfel încît prima progresie 
să fie formată din numere întregi; deoarece toate celelalte progresii, conform 
ipotezei, au termeni comuni cu prima progresie, ele vor fi, de asemenea, for- 
mate din numere întregi. Însă n progresii formate din numere întregi au un 
termen comun, dacă fiecare dintre ele au un termen comun [v. problema a);, 
iar progresiile considerate au chiar cîte trei termeni comuni. De aici rezultă 
că cele n progresii în numere întregi obținute au un termen comun, deei şi 
cele n progresii inițiale au un termen comun. 


123. a) Demonstrația acestei proprietăţi este aproape evidentă. Într- 
adevăr, să presupunem, de exemplu, că prima cifră a șirului considerat este 4. 
Dacă a doua cifră este, de asemenea, 1, această cifră se și repetă de două ori. 
Presupunem acum, că a doua cifră este 2 (începutul girului are forma 12...). 
Dacă pe locul al treilea stă cifra 2, aceasta cifră se repetă de două ori. Să pre- 
supunem acum că pe locul al treilea stă din nou cifra 1 (începutul are forma 
121 ...). Dacă pe locul al patrulea stă cifra 1, ea se repetă succesiv de două 
ori, iar dacă pe locul al patrulea stă cifra 2, se repetă de două ori la rind 
grupul 12. La fel se examinează cazurile în care pe primul loc stă cifra 2 
(este suficient ca în raționamentul precedent să inlocuim peste tot cifra 1 cu 
cifra 2 şi invers). 

b) Vom demonstra că toate șirurile 7, (n = 1, 2, 3, ...), formate din cifrele 
1 şi 2 în modul arătat în indicaţiile la problemă, nu conţin nici o cifră sau 
nici un grup de cifre care se repetă la rind de trei ori. Faptul că în Z, nici 
o cifră nu se repetă de trei ori la rind rezultă imediat 
din modul de formare a acestui şir. Într-adevăr, Z, = Î,.. este format din 
mulţimea perechilor 12 și 21 (aceste perechi le vom numi în cele ce urmează 
verigile șirului 7,) scrise într-o ordine anumită, astfel că fiecare cifră 
a șirului intră într-o verigă unuimită şi deci, cifra vecină cu aceasta la stinga 
sau la dreapta va îi diferită de ea. Mult mai greu este de demonstrat că în I, 
nici un grup de cifre nu poate să se repete de trei 
ori la rind; pentru această demonstraţie vom folosi metoda inducției 
complete. 

Evident că în șirul Z, = 12, care conţine numai două cifre, nu poate să 
existe nici o cifră sau grup de cifre care se repetă de trei ori la rind. Vom demon- 
stra acum că, dacă în șirul /,_. nu există cifre sau grupuri de cifre care serepetă 
de trei ori la rînd, atunci nici în şirul J, ru va exista un astfel de grup de cifre. 
Această demonstraţie o vom face prin reducere la absurd: vom presupune că 
în /, există un grup de cifre, care se repetă de trei ori la rind și vom arăta că 
aceasta conduce la o contradicție. În acest scop, vom examina separat diferi- 
tele cazuri posibile. 


Primul caz. Grupul de cifre P, care se repetă de trei ori succesiv, 
conţine un număr par de cifre. Aici pot să se prezinte următoarele două posi- 
bilităţi: 

A) Prima oară, grupul de cifre P începe cu prima cifră a unei verigi. 
În acest caz, P va începe cu prima cifră a verigii și a doua și a treia oară, 
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adică de fiecare dată P va conţine un număr întreg de verigi. Înlocuind fiecare 
verigă 12 cu o singură cifră 1, iar fiecare verigă 21 cu cifra 2, vom căpăta şirul 
precedent 1,1; în acest caz, grupul de cifre P se va transforma într-un grup 
nou Q (care conţine de două ori mai puţine cifre), care se repetă de trei ori 
la rînd în şirul Z„-ı Însă aceasta este în contradicție cu ipoteza că în şirul 
Ip-+ nu există cifre sau grupuri de cifre care se repetă de trei ori la rînd. Deci, 
acest caz nu este posibil. 

B) Grupul de cifre P incepe prima oară (deci şi a doua și a treia oară) 
cu a doua cifră a unei verigi. Să presupunem, pentru precizare, că prima 
cifră a lui P este 1 (dacă prima cifră a lui P ar fi 2, nu avem decit să înlocuim 
peste tot cifra 1 cu cifra 2, în toate raționamentele care urmează). În acest 
caz, grupul P, de asemenea, începe de trei ori cu a doua cifră a verigii, 21; 
deci, ultima verigă a grupului (la mijlocul căreia se termină P) este 21 și ultima 
cifră a lui P este 2. Obţinem astfel schema I: 


PERIE «mA Ra a RN A 
Dl kk kk... 21 kk o e 21 kk kk... 24 
———— 


Sa a i oa 
Q Q Q 


Schema I. 


Din această schemă se vede că în cazul considerat șirul J, va conține neapărat 
de trei ori la rînd şi grupul de cifre Q, care se obține din P prin suprimarea 
ultimei cifre și adăugarea unei cifre la inceput. Însă grupul Q începe cu prima 
cifră a verigii şi nu poate să se repete de trei ori la rind, conform celor demon- 
strate. Deci nici acest caz nu este posibil, ceea ce trebuia demonstrat. 

Cazul al doilea. Grupul de cifre P, care se repetă de trei ori la rînd, 
conține un număr impar de cifre. Deoarece I, este format din verigi de cite 
două cifre, atunci P, în afară de un număr întreg de verigi, mai conţine 
incă o cifră. În acest căz, sau P începe cu prima cifră a uneia dintre verigi 
şi a doua va începe cu a doua cifră a verigii, sau P începe cu a doua cifră 
a verigii și atunci a doua oară începe cu prima cifră a verigii, iar a treia oară, 
din nou, cu a doua cifră. În ambele cazuri, pot fi alese două grupuri conse- 
cutive de cifre ale lui P, dintre care primul începe cu prima cifră a verigii, 
iar al doilea cu a doua cifră (aceste grupuri ale lui P vor fi primul și al doilea 
grupuri sau al doilea și al treilea). Vom cerceta acum aceste două grupuri 
ale lui P (le vom nota respectiv cu P, şi P3). 

Vom presupune că grupul P, începe cu veriga 12 (dacă el ar începe cu 21, 
în raționamentele care urmează înlocuim 1 cu 2 și invers). Deoarece grupul P, 
începe cu a doua cifră a verigii şi această cifră este 1, atunci ultima cifră 
a lui P, este 2 (v. schema II). 

Pı Pa 


> T 
12 kk kk... ZÁ kk xx... 2 
12 12 21 21 
Schema II, 


Deoarece a doua cifră a lui P, este 2, atunci și a doua cifră a lui P, este 2 
şi prima verigă, conținută în întregime în grupul P,, este 24. Deci a treia 
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cifră a lui P, şi P, este 1; de aici rezultă că a doua verigă a grupului P, este 12, 

astfel că cifra a patra a lui P, şi P, este 2. Astfel, veriga a doua, conținută: 
în întregime în grupul P,, este, de asemenea, 21: deci, a cincea cifră a lui P, și 
P, este 1 şi a treia verigă a grupului P, este 12, astfel că a șasea cifră alui P, 
şi P, va fi 2. Continuind acest raționament, vom arăta că în grupul de cifre P 

pe fiecare loc impar stă cifra 1, iar pe fiecare loc par stă cifra 2. Însă aceasta 

contrazice faptul că pe ultimul loc în acest grup stă cifra 2, deoarece ultimul 

loc este impar în cazul nostru. (Vom mai observa că, dacă P conţine mai mult 

de cinci cifre, P, conţine trei verigi 12 consecutive). Astfel, nici acest ultim 

caz nu este posibil și cu aceasta demonstraţia s-a terminat. 


Observaţie. Scriind şirurile 71, J>, 1a:...,se observă ușor că fiecare dintre ele se ob- 
ţine din cel precedent adăugind un anumit număr de cifre noi. Utilizind metoda inducției com- 
plute, nu este greu de a da o demonstraţie generală a faptului că In poate fi obținut adăugind 
lui In- anumite 21-1 cifre. De aici rezultă nu numai faptul că există șiruri de cifre 1 și 2, oricit 
de lungi, în care nici o cifră sau grup de cifre nu se repetă de trei ori Ja rînd, ci că există și un 
şir infinit care are această proprietate. Într-adevăr, faptul că se dă un şir infinit de cifre 
inscamnă că se dă o regulă care permite să se scrie succesiv orice număr de cifre ale acestui. șir; 
(amintiţi-vă modul în care se defineşte o progresie ariimetică sau geometrică infinită). În cazul . 
nostru, modul în care şirul n-a se completează cu 2%-1 cifre pină la şirul Jp ne dă o astfel de regulă 
și nu este greu de înțeles că în şirul infinit astfel format (ale cărui prime 2” cifre formează 
pe Ip) nici o cifră sau grup de cifre nu se pot repeta de trei ori la rind. O observaţie analoagă 
se poate face şi în ceea ce priveşte rezolvarea problemelor 124, a) și b). 


124. a) Demonstrația că toate șirurile J,, construite conform indicaţiilor 
date la această problemă, nu conţin cifre sau grupuri de cifre care se repetă. 
de două ori este analoagă soluţiei problemei 123, b). În primul rind este evident. 
că şirul J, nu poate să conţină două cifre care se re- 

etă una după alta. Într-adevăr, J, este format din grupurile de 
zifre 02, 0121, 0131 şi 03 (pe care le vom numi verigi), scrise într-o anu-. 
mită ordine. Este ușor de verificat că in interiorul verigilor nu se află cifre care 
se repetă una după alta. Însă nici două verigi invecinate nu pot da două cifre 
care se repetă una după alta, deoarece fiecare verigă începe cu cifra 0 și nici 
o verigă nu se termină cu 0. 


Rămine de arătat că nici unul din șirurile J, nu conţine: 
grupuri de cifre care se repetă de două ori la rind. 
Această demonstraţie se dă prin inducţie printr-un raționament asemănător. 
celui de la rezolvarea problemei 123, b). Evident că șirul Jọ = 01 nu conţine 
cifre sau grupuri de ciire care se repetă. Mai departe, se presupune că șirul 
J-a nu conţine cifre sau grupuri de cifre care se repetă și se demonstrează că, 
în acest caz, faptul că şirul J, conţine două grupuri de cifre P (notate, în cele 
ce urmează cu P, și P,) care se repetă conduce la contradicţie. În acest caz, 
trebuie să examinăm separat citeva cazuri posibile. 


Cazul I. Grupul P, este format dintr-un număr întreg de verigi. În acest 
caz, evident, și grupul P, trebuie să fie format dintr-un număr întreg de astfel” 
de verigi. Vom înlocui, acum, în șirul J, fiecare verigă cu cifra corespunză-“ 
toare, adică vom trece invers de la şirul J, la șirul J,_„. Atunci, două grupuri 
de cifre P identice și învecinate ale șirului J, se vor transforma în două cifre sau 
grupuri de cifre ale şirului Jan identice Şi învecinate, ceea ce contrazice ipoteza 
că șirul JA-a nu conţine două cifre sau grupuri de cifre identice care se repetă. ` 
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Cazul II. Grupurile de cifre P, și P, încep cu o anumită cifră a, care 
ocupă în ambele cazuri un acelaşi loc în verigile identice. Să presupunem, pentru 
precizare, că ambele grupuri P încep cu 2, care ocupă locul al treilea în veriga 
0121. În acest caz, grupul P, trebuie să se termine cu cifrele 01, cu care începe 
veriga 0121, şi deci , cu aceleași cifre trebuie să se termine şi grupul P,: 

Pi Ps 


a e, p e, 
0121 + x e x Q121 ** x x01 
—— —— 


Qi Q: 


Schema I 


Obținem, astfel, schema I, din care se vede că, în acest caz, şirul J, trebuie, 
de asemenea, să conţină două grupuri de cifre Q, care se repetă unul după 
altul și care sînt formate dintr-un număr întreg de verigi. Acest caz a mai fost 
examinat și s-a demonstrat că nu este posibil. 

Cazul III. Grupurile P, și P, încep cu aceeași cifră a, care în cele 
două cazuri face parte din verigi diferite sau stă pe locuri diferite în verigi 
identice. 

Aici, în ambele cazuri după cifra a trebuie să urmeze o aceeaşi cifră b. 
Cercetind toate cazurile posibile (aici este-important faptul că ştim care cifră 
urmează după fiecare cifră dată a verigii: după ultima cifră a verigi: 
urmează 0 care este prima cifră a verigii următoare), ne vom convinge că 
acest lucru este posibil numai în cazul în care cifra a este 1 și anume unul 
dintre grupurile P începe cu cifra a patra a verigii 0121, iar al doilea grup P 
incepe cu cifra a patra a verigii 0131 ©. Să presupunem, pentru precizare, 
că grupul P, începe cu ultima cifră a verigii 0121, iar grupul P, cu ultima 
cifră a verigii 0131 (dacă grupul P, ar fi început cu ultima cifră a verigii 0131, 
iar grupul P, cu ultima cifră a verigii 0121, ar fi trebuit să înlocuim peste 
tot, în raţionamentele care urmează, pe 2 cu 3 şi invers). În acest caz, grupul 
P, trebuie să se termine cu cifrele 013, care sînt primele trei cifre ale ve- 
rigii 0131, cu a patra cifră cu care începe grupul P}. Deci şi grupul P, se 
termină cu cifrele 013. Din regula de formare a șirurilor considerate este 
ușor de văzut că în şirurile J, trei cifre 013 urmează una după alta în această 
ordine numai în cazul în care acestea sint primele trei cifre ale verigii 0131; 
astfel, după aceste cifre urmează totdeauna cifra 1. Deci, în cazul considerat, 


obținem schema II: 
Pi P, 


"o a, r 
0121 x x 01310 x x x x 0131 
— m pe 
Q Q: 
Schema II 


din care se vede că și în acest caz șirul J, trebuie să conțină două grupuri 
de cifre Q care se repetă unul după altul și care sint formate dintr-un număr 
intreg de verigi, ceea ce nu este posibil, după cum am văzut mai înainte. 

1) S-ar părea că mai există o posibilitate — un grup P poate să înceapă cu prima cifră 


a verigi 0121, iar al doilea, cu prima citră a verigii 0131. În acest caz, însă, în cele două grupuri 
P cifrele de pe locul al treilea sint diferite. 


296 


Observaţie. Pentru construirea șirului infinit care este format din cifrele 
0,1,2,3 în care nici o ciiră sau grup de cifre nu se repetă de două ori la rînd [v. obser- 
vaţia de la rezolvarea problemei 123, b)], este comod să se considere nu șirurile Ja, ci şirurile 
Ja, care se formează după următoarea regulă: 


Ip =01, Ip =01 Jia 


(aici semnul ~ de deasupra literci are aceeași semnificaţie ca și în indicaţiile la problema de 


faţă). Nu este greu de verificat că şirul J, se obţine din şirul Ja, adăugindu-i la sfirșit un 
anumit grup de cifre. 


b) Demonstrația este analoagă cu rezolvarea problemelor 123, b) și 124, a) 
şi, de asemenea, se bazează pe metoda inducției complete. Evident că șirul 
K, + 123 nu conţine cifre sau grupuri de cifre care se repetă. Vom presupune, 
acum, că şirul K„-ı nu conţine repetiţii şi vom arăta că, în acest caz, ipoteza 
că şirul K, conține două grupuri de cifre P, și P identice care se repetă succe- 
siv conduce la contradicții. 

În primul rind, este evident că P, şi P, nu pot fi formate dintr-o cifră. 
Într-adevăr, nici una din verigile şirului A, (verigile sînt grupuri de 
trei cifre 123 etc) nu conţine cifre care se repetă. Dar nici două verigi vecine 
nu pot da o pereche de cifre care se repetă. Într-adevăr, în șirul K, nu 
pot sta alături verigile 231 şi 123 sau 321 și 132, deoarece primele două 
verigi înlocuiesc cifrele care stau pe locul impar, iar următoarele două verigi 
înlocuiesc cifrele care stau pe locul par; verigile 231 și 123, sau 321 și 
123, de asemenea, nu pot să stea alături, deoarece primele două verigi 
figurează în locul cifrei 2, iar celelalte pe locul cifrei 1, iar în şirul K, 
conform ipotezei, nu au existat cifre care se repetă. Într-un mod cu totul 
analog se demonstrează că două verigi învecinate nu pot da repetarea cifrei 
2 sau a cifrei 3. Rămîne numai să demonstrăm că șirul K, nu poate să 
conţină grupurile de cifre P, şi P, care se repetă, formate din mai mult 
de o cifră. În acest caz, va trebui să cercetăm separat mai multe cazuri 
particulare posibile. 

Primul caz. Grupurile de cifre P, și P, conțin un număr întreg de 
verigi. Înlocuind toate verigile cu cifrele corespunzătoare, vom obţine șirul 
K,„-ı; Care, contrar ipotezei, va conţine o repetare a grupurilor de cifre 
(care se obțin prin înlocuirea făcută în grupul de cifre P, care se repetă în 
şirul K, de două ori la rind). Cu aceasta s-a demonstrat că acest caz nu este 
posibil. 

Al doilea caz. Numărul de cifre în grupurile P, și P, este divizibil 
cu 3. Dacă, în acest caz, grupul P, începe cu cifra a doua a unei verigi oare- 
care, atunci și grupul P, trebuie să înceapă cu cifra a doua a unei verigi 
oarecare (deoarece numărul de cifre în grupul P, este multiplu de trei). Dacă 
ultimele două cifre ale verigii cu care începe grupul P, vor fi, să zicem, 
12, atunci în fața lor stă cifra 3; în acest caz, primele două cifre ale lui 
P, vor fi tot 12 şi, deoarece aseste cifre împreună cu ultima cifră a gru- 
pului P, formează o verigă completă, ultima cifră a lui P, este 3 (v. sche- 
ma I). Atunci, deplasind ambele grupuri P, şi P cu o cifră spre stinga, 
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vom obține grupurile Q, şi Q2 care se repetă, formate dintr-un număr in- 
treg de verigi, adică vom reveni la primul caz. 


Pi P, 
Á r, p a, 
312 kkk kk a 92 kk xx 


N a < 
Q Qz 


Schema I. 


În mod analog se arată că, dacă grupurile P, şi P, încep cu a treia cifră a 
verigii (adică, dacă aceste. grupuri se termină cu primele două cifre ale 
unei verigi oarecare), atunci, deplasind ambele aceste grupuri cu o cifră 
spre dreapta, vom obține două grupuri de cifre care se repetă, formate 
dintr-un număr intreg de verigi. 

Cazul al treilea. Numărul de cifre în grupurile P, şi P, nu 
este multiplu de trei; P, începe cu o verigă completă. Vom cerceta separat cele 
două posibilități. 

A. Numărul de cifre în grupurile P, și P, este egal 
cu 3k — 1. În acest caz, ambele grupuri de cifre P conțin un număr întreg de 
verigi plus încă o cifră—prima cifră a grupului P, şi ultima cifră a grupului 
P, Să presupunem, pentru precizare, că prima cifră a grupului P, este 3. 
În acest caz, şi prima cifră a grupului P, este tot 3, deci următoarele două 
cifre ale primei verigi a grupului P, vor fi 1 şi 2 (pe schema II perechea 
de cifre 1 și 2, despre care nu știm în ce ordine stau, 
este notată cu XX). Astfel, cifrele a doua și a treia ale lui P, vor fi 1 
și 2, deci cifra a patra a acestui grup (cifra a treia a primei verigi complete 
a grupului P,) este 3. Însă, deoarece a patra cifră a lui P, (prima cifră 
a verigii a doua a lui P,) este 3, cifrele a cincea şi a șasea ale grupului P 
(cifrele a doua şi a treia ale verigii a doua a grupului P) vor fi 1 şi 2 
(câre stau într-o anumită ordine). Deci prima și a doua cifre ale verigii a doua 
complete a lui P, vor fi 1 şi 2, iar cifra a treia a acestei verigi (cifra 
a șaptea a grupului P) este din nou 3. Continuind acest raționament, 
tragem concluzia că în grupurile P, şi P, cifra 3 stă pe locurile 41, 4, 7 
etc. ; deoarece numărul total de cifre în aceste grupuri este egal cu 3k + 1, 
atunci pe ultimul loc în aceste grupuri stă, de asemenea, cifra 3. Astfel, 
vedem că grupul P, se termină cu 


Pi P, 
aaa ei aratate Pa 
3XX3 XX3 ... XX3 BAĂ 3XX 3XA...3 

Schema II. 


cifra 3; grupul P, începe cu cifra 3. Deci, în şirul K, aceeași cifră 
3 se repetă de două ori la rînd, ceea ce, după cum am văzut, nu este posibil. 
Cu totul analog se cercetează cazurile în care prima cifră a grupurilor 
P, şi P, este 2 sau 1. 
B. Numărul de cifre în grupurile P, și P, este egal 
cu 3k— 2. În acest caz, grupurile de cifre P, și P, conţin, pe lingă un 
număr întreg de verigi, încă cite două cifre; acestea vor fi primele două cifre 
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ale grupului P, și ultimele două cifre ale grupului P}. Să presupunem că 
primele două cifre ale grupurilor P, şi P, vor fi 1 şi 2, care stau într-o 
anumită ordine: atunci cifra a treia a grupurilor P, şi P, (cifra a treia a 
primei verigi a grupului P,) este 3. Însă aceasta inseamnă că cifrele a patra 
şi a cincea ale grupului P, (cifrele a doua și a treia ale primei verigi com- 
plete a lui P,) vor fi din nou 1 şi 2; deci cifra a şasea a lui P (cifra a 
treia a verigii a doua a lui P,) este 3 etc. 

Astfel, tragem concluzia că în grupurile P, şi P, cifra 3 stă pe locurile 
3, 6, 9 etc. (v. schema III). De aici rezultă că grupul P, se termină cu 
veriga care începe cu cifra 3 (adică 312 sau 321); grupul P, începe cu .ve- 
riga care se termină cu cifra 3 (adică 123 sau 213). Mai departe, repetind 
aproape cuvint cu cuvint raţionamentul prin care s-a demonstrat că K, 


Pı P, 
e 
3XX 3XX 3XX... 3XX XX3 XX3 XX3... XX 

Schema III. 


nu poate să conțină două cifre care se repetă (v. p. 297), se poate demonstra 
că în toate cazurile, care se prezintă, șirul K,_, trebuie să conțină două 
cifre care se repetă una după alta. 


Cu totul analog, se examinează cazurile în care grupurile P, şi P, încep 
cu cifrele 1 şi 3 sau 2 și 3. 


Cazul al patrulea. Numărul de cifre în grupurile P, şi P, 
nu este multiplu de trei; P, nu începe cu o verigă completă. Aici trebuie să 
cercetăm patru posibilități. i 

A. Grupul P începe cu ultima cifră a unei verigi 
oarecare; grupurile P, și P conţin 3k+1 cifre. În acest 
caz, grupul P, trebuie să înceapă cu o verigă incompletă formată din două 
cifre; grupul P, trebuie să se termine cu o verigă întreagă. 

Vom presupune, pentru precizare, că P, și P, încep cu cifra 3 (raţio- 
namentele aproape că nu s-ar fi modificat, dacă P, și P ar fi început cu 
cifrele 1 sau 2). Astfel, ultimele două cifre ale grupului P, vor fi 1 și 2 
(care stau într-o anumită ordine); deci ultimele două cifre ale grupului P, 
vor fi 1 şi 2. De aici rezultă că a treia cifră de la sfirşit a grupului P, 
(deci și a grupului P,) este 3. Însă, deoarece a treia cifră de la sfirșit a 
grupului P, este 3, cele două cifre precedente vor fi 1 și 2. Revenind acum 
la grupul P}, tragem concluzia că a șasea cifră de la sfirșit este 3. Con- 
tinuiînd acest raționament, ne convingem treptat că în grupurile P, şi P, 
cifra 3 stă pe locurile 3, 6, 9 ete. de la sfirşit (v. schema IV). Deoarece 
aceste grupuri conţin în total cite 3k + 1 cifre, rezultă de aici că cifra 3 stă 
în grupurile P, şi P, pe locul 2. Însă aceasta contrazice faptul că în grupul 
P, cifra 3 stă pe locul întii. 


Pi P, 


§X ... XX3 XX3 XX 8 ... 3XX 3XX 3XĂ 


Schema IV. 
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B. Grupul P, incepe cu ultima cifră a unei verigi 
oarecare; grupurile P, şi P conţin cîte 3k+ 2 cifre. 
În acest caz, grupul P, trebuie să înceapă cu o verigă completă, iar grupul 
P, trebuie să se termine cu prima cifră a verigii. Vom presupune, din nou, 
că P, şi P, încep cu cifra 3. În acest caz, pe următoarele două locuri în grupul 
P, (deci și în grupul P2) stau cifrele 1 și 2; înseamnă că pe locul al pa- 
trulea al grupului P} (şi P,) stă cifra 3. Continuind să raționăm ca mai 
sus, ajungem, din nou, la concluzia că în grupurile P, şi P, cifra 3 stă pe 
locurile 1, 4, 7 etc. (v. schema V). Deoarece numărul de cifre în fiecare dintre 
grupurile P, și P este egal cu 3k + 2, rezultă de aici că cifra 3 trebuie 
să stea pe penultimul loc în aceste grupuri, ceea ce contrazice faptul că ulti- 


Pi P, 
PR A otet — 
3XX 3XX 3%... XX3 XX3 XX3 XX3... XX3 

Schema V. 


mele două cifre ale grupului P, sint 1 şi 2 (primele două cifre ale verigii 
care se termină cu cifra 3). 


C. Grupul P, incepe cu o verigă incompletă for- 
mată din două cifre; grupurile P, şi P, sint formate 
din 3k+ (cifre. În acest caz, grupul P, trebuie să înceapă cu o verigă 
completă, iar grupul P, să se termine cu o verigă incompletă formată din 
două cifre. Vom presupune, pentru precizare, că grupurile P, şi P} se ter- 
mină cu cifrele 3. În acest caz, primele două cifre ale grupului P, (și P,) 
vor fi 1 şi 2; deci cifra a treia a grupului P, (şi P,) este 3. Deoarece 
cifra a treia a grupului P, este 3, următoarele două cifre vor fi 1 și 2 și, 
deoarece cifrele a patra și a cincea ale grupului P, sint 1 și 2, cifra a şasea 


Pi P, 
aeaaaee maae A, Ţ 
XX3 XX3 XX3...3 XX 3 XX 3XX... XIX 

Schema VI. 


a acestui grup (deci, şi a grupului P,) este 3. Continuind acest raționament 
ca şi pe cel precedent, ne convingem că cifra 3 stă în grupurile P; și P, pe 
locurile 3, 6, 9 etc. (v. schema VI). Deoarece numărul total de cifre în aceste 
grupuri este egal cu 3k + 1, rezultă că cifra 3 trebuie să stea și pe penulti- 
mul loc, ceea ce contrazice faptul că în grupul P pe ultimul loc stă cifra 3. 

D. Grupul P, începe cu o verigă incompletă for- 
mată din două cifre; P, şi P, sint formate din 3k+ 2 
cifre. În acest caz, grupul P, începe cu ultima cifră a verigii, grupul Pa 
se termină cu o verigă completă. Vom presupune, din nou, că grupurile P, 
și P, se termină cu cifra 3. În acest caz, ca şi mai sus, arătăm că în grupurile 
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P, şi P, cifra 3 stă pe locurile 1, 4, 7 etc. de la sfirşit (v. sche- 
ma VII). Deoarece numărul de cifre în fiecare dintre aceste grupuri 


Pı P; 
Dee. 
X...3XX 3XX3 XX... XX3 XX3 

Schema VII. 


este egal cu 3k + 2, rezultă de aici, în particular, că cifra 3 stă în aceste 
grupuri pe locul al doilea; însă aceasta contrazice faptul că pe ultimul loc 
în grupul P, stă cifra 3 (deoarece ultima cifră a grupului P, și a doua cifră 
a grupului P, fac parte din aceeaşi verigă). 

Astfel, am examinat toate cazurile posibile; cu aceasta demonstrația 
este complet terminată. 


Observație. În mod analog ca în rezolvarea problemei b) se poate demonstra că 
dacă în șirul 1234 ... n se înlocuiesc succesiv: 


cifra 1 care stă pe un loc impar cu grupul de cifre  123...n 
cifra 2 care stă pe un loc impar cu grupul de cifre 234...n1 
cifra 3 care stă pe un loc impar cu grupul de cifre  345...n12 


cifra n care stă pe un loc impar cu grupul de cifre n12...(n—2) (n — 1) 
cifra 1 care stă pe un loc par cu grupul de cifre n (n — 1) (n — 2)...21 
cifra 2 care stă pe un loc par cu grupul de cifre in (n — 1)... 32 
cifra 3 care stă pe un loc par cu grupul de cifre 2in (n — 1)... 43 


.............. n... .. . ... . . .. . .cn.cnncnccneneneaneceseeacocasenasceneseoneaee 


cifra n care stă pe un loc par cu grupul de cifre (n — 1) (n — 2) (n — 3)... 1n, 


toate șirurile obţinute (formate din cifrele 1, 2, 3,..., n) nu vor conține cifre sau grupuri de 
cifre care se repetă de două ori. 


125. Vom demonstra că numărul T, format după regula arătată în 
indicaţiile la această problemă, verifică efectiv condiţiile problemei. Din 
această regulă rezultă că toate numerele de n cifre, care se obţin prin 
scrierea a n cifre consecutive oarecare ale numărului 7,, vor fi diferite intre 
ele. Astfel, pentru rezolvarea completă a problemei este necesar numai să 
arătăm că cu această regulă se poate obţine orice număr k de n cifre 
format numai din zerouri și unităţi. Vom da această demonstraţie prin in- 
ducţie completă, ţinind seama de numărul de unităţi de la sfirşitul numărului k. 

Din construcţia numărului 7, rezultă că el conţine n unități consecu- 
tive (numărul 7, începe cu n unități). Unicul număr de n cifre format din 
zerouri şi unităţi, care se termină cu n—{1 unităţi, este 011 ... 1. Vom arăta că 

Siza, 

de n—i ori 
acest număr de asemenea poate fi dedus din numărul 7, și anume că numărul 
T, se termină cu cifrele 011...1. Într-adevăr, vom nota ultimele n 


———— 
de n—1 ori 


cifre ale numărului 7, cu 5,53... p. Deoarece 528...6, sint ultimele 
n — 1 cifre ale numărului 7,, atunci, conform definiţiei acestui număr, nu- 
merele 8283... 8,0 şi 8283... 1 de n cifre au mai fost întilnite ca n cifre 
consecutive ale numărului considerat (în caz contrar, după 8283... 6, s-ar fi 
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putut adăuga încă cel puţin o cifră). Mai departe, dacă nu toate cif- 
rele 52, 83...,6,sint unităţi, şirurile de numere 5283... 5,0 şi 5363... 
+. „1 nu pot sta chiar la începutul numărului nostru T, (deoarece acest 
număr, prin modul în care a fost construit, începe cu n unităţi). Astfel, 
cele două numere 853... 5,0 $i 8253... 1 nu sînt formate din primele n 
cifre ale lui 7,, deci, undeva în interiorul numărului T, este întîlnit de două 
ori același șir de n — 1 cifre 3233... ò. Însă, deoarece nici un şir de n cifre 
consecutive ale numărului 7, nu poate să se repete, rezultă că înaintea 
Jui 9393... 8, trebuie să stea o dată cifra O şi o dată cifra 1. În acest caz, 
cifra ô nu poate fi egală nici cu O nici cu 1 (ambele numere de n cifre 
08.83 ..- Spa ȘI 15163... Òn au mai fost întilnite mai înainte). Contradicţia 
obţinută arată că ipoteza noastră că printre cifrele òs, 8,,..., 5, se află cel 
puţin un zero este falsă; deci ultimele n — 1 cifre ale numărului 7, pot fi 
numai n — 1 unităţi. Însă, în acest caz, este clar că imediat înaintea acestor 
n — 1 unităţi trebuie să stea zero, deoarece n unităţi consecutive au mai 
fost întilnite chiar la începutul numărului nostru. Am demonstrat deci că 


ultimele n cifre ale numărului T vor fi efectiv cifrele 014 ... 1. 
Can 
, Le de n—l ori 
Vom presupune acum că toate numerele de n cifre de forma 5.5a ... Spi- 
D411... 4, unde 6,83, -.., Òn; iau valorile O sau 1 şi ¿ > m, se află printre 
dată ea 
de ș ori 


şirurile de n cifre invecinate ale numărului 7, și vom arăta că în acest caz 
şi fiecare număr k = 9182 -:- Òn-m-1 0ll... 1 va fi intilnit printre şirurile de 
e pt 
de m ori 


n cifre invecinate ale numărului T, 


Conform ipotezei, numărul ò, ... p-m-a 011... 11 se află undeva în şirul 
de m+1 ori 


de cifre ale numărului 7,. Însă, conform modului de construcţie a numărului 
T, şirul de cifre 5... 9p-m-a 011... 11 poate să se afle în acest număr numai 


d 1 ori 
e m+l ori 
în cazul in care inaintea lui figurează în numărul 7, şirul de cifre 8, ... 5,_m-a 
011 ... 10. Astfel, vedem că numărul 52... ðp-m-1 011 ... 1 de n — 1 cifre este 


—— — 
de m ori de m ori 


intilnit de două ori ca un șir de n cifre consecutive ale numărului T, 
(de fiecare dată nu chiar la inceput, deoarece numărul 7, începe cu p uni- 
tăţi). Însă, deoarece, conform modului de construcție a lui 7,, nici un şir 
de n cifre consecutive ale acestui număr nu poate să se repete, atunci imediat 


înaintea lui 8... ôp-m-1 011... 1 trebuie să stea o dată cifra 1, iar a doua 
— 


de m ori 
oară cifra 0. Deci, indiferent dacă 3, este egal cu unu sau cu zero, numărul 


considerat k = 5.82 ...ò,-m-1 011... 1 este întilnit printre şirurile de n semne 
l de n ori 


consecutive ale numărului 7,. Cu aceasta demonstrația s-a terminat. 


Observaţie. Deoarece numărul numerelor diferite din n semne, formate numai 
din zerouri şi unități, este egal, eviderit, cu 27, din această soluție rezultă, în particular, că numă- 
mul Ta are 2% + n —1 semne (dacă Tp ar avea mai puţin de 2% + n— 1 cifre, toate cele 22 
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numere de n cifre n-ar putea fi întiinite printre şirurile de n cifre consecutive ale număru- 
lui Ta, iar dacă Tp ar avea mai mult de 2” + n — 1 cifre, unele numere de n cifre deduse din 
Ta ar trebui să coincidă). 

Să mai observăm că printr-un procedeu analog se poate construi un număr (format din toate 
cele zece cifre 0, 1, 2,...,9, în care toate grupurile posibile din n -cifre consecutive sînt diferite 
şi coincid cu toate numerele de n cifre din sistemul de numerație în baza zece. 


126. Vom demonstra o propoziție mai generală: dacă m sorturi de pră- 
jituri cu cîte n prăjituri din fiecare sort sint împachetate în m cartoane, cîte 
n prăjituri în fiecare carton, atunci totdeauna poate fi aleasă cîte o prăji- 
tură din fiecare sort, scoțind cite o prăjitură din fiecare carton. Această afir- 
maţie este cu totul evidentă pentru m = 1 (cind un anumit număr de pră- 
jituri de un sort este împachetat într-un carton) şi pentru n = 1 (un anumit 
număr de prăjituri, fiecare de un alt sort, este împachetat în cartoane, cite 
o prăjitură în fiecare carton). Vom demonstra acum că această propoziţie 
este adevărată pentru orice valoare a lui n. 

Vom considera mai intii cazul n = 2 (în fiecare carton se află cite două 
prăjituri). În acest caz, nu este greu de arătat cum se face alegerea prăji- 
turilor în condiţiile problemei. Vom scoate dintr-un carton oarecare o pră- 
jitură oarecare; sortul acestei prăjituri îl vom numi Î-ul. Vom numi sortul al 
2-lea, sortul celei de-a doua prăjituri care se află în același carton (cazul 
în care a doua prăjitură din primul carton este de același sort cu prima pră- 
jitură îl vom examina mai jos în mod special). Deoarece avem cite două pră- 
jituri de fiecare sort, undeva se mai află o prăjitură de sortul al 2-lea; vom 
scoate această prăjitură din cartonul în care se află. Sortul prăjiturii a doua 
din cartonul al doilea, îl vom numi al 3-lea. Undeva se mai află o prăjitură 
de sortul al 3-lea; vom scoate această prăjitură din cartonul în care se află. 
Mai departe, sortul prăjiturii a doua din al treilea carton îl vom numi al 
4-lea; undeva se mai află ọ prăjitură de sortul al 4-lea; vom scoate această 
prăjitură din cartcr-ul în care se află. Putem continua acest proces pină ce 
vom ajunge la cartonul în care se află a doua prăjitură de sortul intii. Presu- 
punem că am scos prăjiturile din cartonul al 4-lea, unde k poate fi egal cu 
unu sau cu m. 

Astfel, am găsit k cartoane în care sint puse 4. 2 prăjituri de k sorturi 
diferite; în acest caz, din aceste k cartoane am izbutit să alegem k prăjituri 
diferite, scoțind cite o prăjitură din fiecare carton. Dacă k = m, problema 
este rezolvată; dacă însă k< m (în particular, dacă k = 1, adică dacă în 
primul carton se aflau două prăjituri de același sort), lăsăm de o parte cele 
k prăjituri alese și continuăm să scoatem prăjiturile din celelalte m — k car- 
toane în același mod, incepind cu o prăjitură oarecare de un sort oarecare &+1 
(v. schema l). 

1 2 3 k | k+1 k+2 
12; [213] |214; |kit||[k+1lk+2||k+2|k+3i 


În acest caz, se poate întîmpla ca nici a doua oară să nu epuizăm toate 
sorturile de prăjituri, adică să ajungem la un carton în care a doua prăji- 
tură este tot din sortul k--1, înainte să fi cercetat toate cartoanele; în acest 


303 


caz, la un moment dat, va trebui iarăși să începem alegerea cu o prjitură 
oarecare de unul dintre sorturile care nu au fost întilnite pînă atunci. Însă, 
este clar că printr-un astfel de proces, vom putea realiza, pină la urmă, ale- 
gerea cerută a m prăjituri diferite, cîte una din fiecare carton. l 

Pentru cazul n>3 vom demonstra afirmația noastră prin inducție re- 
lativă la numărul n. Cu alte cuvinte, vom presupune că afirmația noastră 
a fost demonstrată pentru fiecare n, mai mic decit o anumită valoare deter- 
minată (mai mare decît 2) şi vom arăta că, în acest caz, afirmația poate fi 
adevărată şi pentru această valoare a lui n. 

Considerăm deci că pentru orice n mai mic decit o valoare dată, propo- 
ziţia din problemă este adevărată. Vom presupune, acum, că avem o anumită 
distribuţie a m - n prăjituri (m sorturi diferite de prăjituri, cîte n prăjituri 
de fiecare sort) în m cartoane (n prăjituri în fiecare carton), astfel incit se pot 
alege m prăjituri de sorturi diferite, luînd cîte o prăjitură din fiecare carton. 
Vom demonstra că, dacă vom schimba locurile a două prăjituri oarecare, 
noua distribuţie a prăjiturilor în cartoane va fi astfel că şi de data aceasta 
vom putea alege prăjituri de toate sorturile existente, scoţind cite o prăjitură 
din fiecare carton. 

Într-adevăr, conform ipotezei noastre asupra distibuţiei iniţiale, putem 
realiza alegerea a m prăjituri în m moduri diferite, luînd cite o prăjitură din 
fiecare carton. După aceasta, în fiecare carton vor rămîne n — 1 prăjituri 
[în total m(n — 1) prăjituri de m sorturi diferite]. Conform ipotezei, mai pu- 
tem alege încă o dată m prăjituri diferite, scoţind cite o prăjitură din fiecare 
carton. După a doua alegere a prăjiturilor, în fiecare carton vor rămîne 
cite n — 2 prăjituri; conform ipotezei, și a treia oară putem alege m prăjituri 
diferite, alegind cite o prăjitură din fiecare carton. Vedem astfel că la distri- 
buţia iniţială se poate realiza alegerea a trei grupuri de cîte m prăjituri 
diferite, scoţind de trei ori cite o prăjitură din fiecare carton. Vom presupune 
acum că am modificat distribuţia inițială a prăjiturilor, schimbind locurile 
a două prăjituri. În acest caz, din cel puţin unul dintre cele trei grupuri 
de cite m prăjituri de sorturi diferite nu vor face parte prăjiturile ale căror 
locuri le-am schimbat (deoarece am schimbat locurile doar a două prăjituri). 
De aici rezultă că și în noua distribuție a prăjiturilor putem alege m pră- 
jituri de m sorturi diferite, scoţind cite o prăjitură din fiecare carton. 

Din proprietatea demonstrată rezultă că pentru fiecare distribuţie 
a mn prăjituri (m sorturi diferite a cîte n prăjituri de fiecare sort) în 
m cartoane (n prăjituri de fiecare carton) pot fi alese m prăjituri diferite, 
luînd cite o prăjitură din fiecare carton. Într-adevăr, fiecare distribuţie a 
m: n prăjituri în cartoane poate fi obţinută din distribuţia a m. n prăjituri 
în cartoane poate fi obținută din distribuţia în care se aflau în fiecare carton 
prăjituri de un anumit sort, schimbind succesiv de mai multe ori locurile 
unei perechi de prăjituri. Însă, pentru distribuţia în care fiecare carton con- 
ţine prăjituri de același sort, alegerea cerută a prăjiturilor, evident, este posi- 
bilă ; din cele demonstrate rezultă deci că o asemenea alegere este posibilă 
şi pentru orice distribuție. Cu acesata se încheie demonstraţia faptului că, 
dacă afirmaţia este adevărată pentru price n mai mic decit o valoare dată, 
ea este adevărată și pentru acest n. De aici, conform principiului inducției 
complete, rezultă că afirmaţia este adevărată pentru toţi n. 
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127. Vom demonstra că numărul pătratului situat la intersecţia rindulu: 
A + cu coloana B + 1 este determinat în modul arătat în indicaţiile la 
problemă. Pentru aceasta, trebuie să verificăm că numărul Z(A,.B) are urmă- 
toarele trei proprietăţi: 

1° Z(0,0) = 0. l 

2° Z(A, B) este diferit de toate numerele Z(4, 0), Z(4, 1), ...,Z(4, B—1), 
Z(0, B), ZU, B), ..., Z(A — 1,8). 

3° Orice număr întreg nenegativ, mai mic decit Z(4, B), este egal cu 
unul din numerele Z(4, 0), Z(A, í), ..., Z(A, B—1) sau din numerele Z(0, B), 
Z(1, B), ..., Z(A — 1, B) 

Proprietatea 1° rezultă direct din definiția lui Z(A, B). 

Vom demonstra acum proprietatea 2°. Fie A = „apa --: @ā0“, B = 
= „Ombm-1 os babo“ Şi C = „Culpa e Cao“ trei numere întregi nenegative; 
pentru precizare, vom considera n>m>k. În acest caz, este evident că 


- Z(Z(A, B), C) = „22-a + 2120“, 
unde 
„__[0, dacă a, +b; + c =0 sau a + bt G= na, 
=f dacă q + b+ c =1 sau qtbita=3 
(i =n, n— 1, ..., 1,0). 
De aici, obținem ușor 


Z(Z(A, B), A) = B. 


Fie Z(4, B) = Z(A,B,). În acest caz, Z(Z(A, B), 4) = Z(Z(A, B,), 4), de 
unde, conform celor demonstrate, rezultă că B = B,. Astfel numărul Z(A, B} 
nu poate să coincidă cu nici unul dintre numerele Z(A, 0), Z(A, 1), ..., Z(4,B—1) 
La fel se arată că Z(A, B) nu poate să coincidă cu nici unul dintre numerele 
Z(0, B), Z(, B), ..., Z(A—1, B) [aceasta se poate deduce din cele demonstrate, 
dacă se observă că Z(A, B) = Z(B, 4)]. 

Ne-a mai rămas să demonstrăm proprietatea 3. Fie X = „Zogi, -+3 Cato“ 
un număr întreg nenegativ, mai mic decit Z(A, B) = „2p2p-a =+ 22003 
aceasta înseamnă că gsp și dacă q = p, atunci £z, = Zp, Zp-1™fp-1) -3 Erri = 
= Zm ȘI x, = 0, 2, = 1 (numărul r poate, în particular, să coincidă cu p). 
Deoarece z, = 1 [„cifra“ de rangul cel mai înalt în scrierea :n baza doi a 
numărului Z(A4, B)], avem a, = 1, b, = 0 sau a, = 0, b, = 1; deoarece z= 1, 
avem a, = 1, b, = 0 sau a, = 0, b, = 1; pentru precizare, vom considera că 
în ambele cazuri sint adevărate primele relații. Vom nota numărul Z(X, B} 
cu Á, şi vom demonstra că A, < A. Într-adevăr, deoarece „cifra“ de rangul 
cel mai înalt a numărului Z(A, B), diferită de 0, este cea də rang p, toate 
„Cifrele“ de rang mai înalt decit p coincid în numerele A şi B; pe de altă 
parte, deoarece „cifra“ de rangul cel mai înalt a numărului X, diferită de 
zero, este aceea de rang q, toate „citrele“ ue rang mai mare decit g coincid 
în numerele A, = Z(X, B) şi B; deoarece q < p, rezultă că toate „cifrele“ de 
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rang mai mare decit p coincid în numerele A, şi A. Mai departe, dacă g < 
< P, „cifra“ de rang p a numărului A, coincide cu „cifra“ de rang p a 
numărului B, adică este egală cu 0, în timp ce „cifra“ de rang p a numărului 
A este egală cu 1; deci A, < A. Dacă însă p = gq, din faptul că „cifrele“ 
de rang p, p— î,...,r -+ 1 ale numerelor Z(A, B) şi X coincid, rezultă că 
și „cifrele“ corespunzătoare ale numerelor A, = Z(X, B) şi A coincid (dacă 
24 = 2, =Q, „cifrele“ de rang i ale numerelor A și B coincid şi „cifrele“ 
de rang : ale numerelor A, și B coincid; dacă z, = x; = 1, „cifrele“ de 
rang i ale numerelor A și B sint diferite şi „cifrele“ de rang 2 ale nume- 
relor A. și B sint diferite). În sfirsit, a, = 1, b, = 0; z, = 0; deci „cifra“ 
de rang r a numărului A, = Z(Ă, B) este egală cu 0, iar „cifra“ de rang r 
a numărului A este egală cu 1. Astfel, s-a demonstrat că 4, <A. (Dacă 
am fi avut, de exemplu, g < p, a, = 0,8, = 1, am fi demonstrat că Z(X, A) = 
= B, < B.) Din faptul că Z(Ă, 8) = A, <A rezultă că numărul X se 
află în şirul de numere Z(0, B), Z(, 8),..., Z(A — 1,8); într-adevăr, cum s-a 
demonstrat mai sus, X = Z(Z(X, B), B)=Z(4,, B). 

Cu aceasta se încheie demonstraţia că numărul pătratului situat la inter- 
secția rindului A + 1 cu coloana B + 1 este egal cu Z(A, B) Mai rămine să 
observăm că 999 = „1111100111“ şi 99 = „1100011“ pentru a găsi numărul 
corespunzător pătratului situat la intersecţia dintre rindul al 1 000-lea şi 
coloana a 100-a: acest număr este egal cu Z(999,99) = „1110000100“ = 900. 


128. Presupunem că între cele trei grămezi se află respectiv a, b şi c 
chibrituri. Vom scrie numerele a, b și c în sistemul de numerație in baza doi: 


a = a2” 4 a2™ l 4 ag2™2 L + Am-12 T Oa 
b = b2” + b 20-1 L b,2™-2 a ... + bm-12 + Om, 


C = Cd p 0202 > e22 + n H Cn-12 F Cm 


unde toate „cifrele“ ao, bo, Cos Za Ors Cys :::1 Amy Oms Cm Sint egale sau cu 0 
sau cu 1 (aici scriem acelaşi număr de „cifre“ la toate numerele a, b şi c, 
deoarece putem totdeauna adăuga unul sau mai multe zerouri la începutul 
numerelor formate din mai puține „cifre“ decît celelalte; astfel, presupunem 
că din „primele cifre“ ag, bo şi Co cel puțin una, însă nu neapărat toate, este 
egală cu 1). Jucătorul, care execută o anumită mișcare, poate înlocui unul 
dintre numerele a, b şi c cu orice număr mai mic. Să presupunem, de exem- 
plu, că el a luat un număr oarecare de chibrituri din prima grămadă; in 
acest caz, el va modifica neapărat cel puţin una dintre „cifrele“ ag, ay, ... a. 
Să observăm că orice modificare a unei „cifre“ din reprezentare în baza 
doi a unui număr va schimba neapărat paritatea acestei „cifre“ (deoarece 
singurele modificări posibile sint înlocuirea lui 1 cu O sau a lui 0 cu 1). 
Deci, jucătorul, luînd un număr de chibrituri din prima grămadă va modifica 
neapărat paritatea cel puțin a uneia dintre „cifrele“ ag, au, -.., am. La fel, 
luind un număr de chibrituri din a doua grămadă, el va modifica paritatea cel 
puţin a uneia dintre „cifrele“ bo, d,, -.., ba Şi, luînd chibrituri din a treia gră- 
madă, el va modifica paritatea a cel puţin a uneia dintre „cifrele“ co, c.,.... € 
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De aici rezultă că dacă în condiţiile inițiale cel puţin una dintre sumele 
„Cifrelor“ de un anumit rang 


Go + bo + Co i + bit Cn ag be + Ca -es Am F ba Cm 


a fost impară. primul jucător poate ciştiga totdeauna. Într-adevăr, să presu- 
punem că prima sumă impară este a, + b + c, Rezultă că cel puţin una 
dintre „cifrele“ a,, b, şi c, este egală cu 1; pentru precizare, vom considera 
că a, = 1. Primul jucător poate atunci, luînd un număr oarecare de chibrituri 
din prima grămadă. să obțină ca „cifrele“ ao, au, ---, Q-a să nu se modifice, 
„cifra“ a, să devină egală cu O, iar „cifrele ap, Cea -3 Am să ia valori 
convenabile (deoarece toate numerele care verifică aceste condiții sînt mai 
mici decit a şi, deci, pot fi obţinute prin scăderea unui anumit număr din 
a). În particular, jucătorul poate obține şi ca toate sumele 


apal T Ora F Cusa o Greg F Orso T Cura sc Am F Om F Ca 


să devină pare. Prin mişcarea următoare al doilea jucător va modifica desigur 
paritatea cel puțin a uneia dintre „cifrele“ ao, Qi, «e: Am SAU bo, biy oe, Om 
Sau Co, Cis -+y Cm Și deci va aduce iarăși jocul la o situație în care cel puțin 
una dintre sumele ' 


Qo > bot Co; Qi + bi F Cisy Am T Om F Ca 


este impară. Primul jucător poate face din nou ca toate aceste sume să 
devină pare; atunci al doilea va fi iarăşi nevoit să facă impară cel puțin una 
dintre aceste sume etc. Numărul de chibrituri în toate cele trei grămezi se 
va micșora tot timpul; deci, la un moment dat, vor fi luate toate chibriturile. 
Însă, deoarece după fiecare mişcare a celui de-al doilea, cel puţin una dintre 
sumele 

do + bo + Co a, + bi + Cu 1.19 am + bm + Cm 


va rămine impară, iar după fiecare mișcare a celui dintii toate aceste sume 
vor deveni pare, este clar că nu vor mai rămine chibrituri (adică a, b și c 
vor deveni egale cu 0, O şi 9) după mişcarea primului. 

Dacă în condițiile inițiale toate sumele 


to + bo + Cos M + b + ĉis es Am F bm + Cm 


sint pare, situația nu este convenabilă pentru cel care începe jocul; este clar 
că, dacă al doilea nu va face nici o greşeală, primul jucător trebuie să 
piardă. i 

Observație. Să observăm că jocul prezintă mai multe avantaje pentru cel care 
incepe: situaţiile in care el pierde sint, evident, rare, într-un anumit sens (ele sint mult mai 
puţine decit situaţiile de cîștig, mai ales dacă numerele a, b şi c sint mari), aşa că într-un 
joc corect şi la o alegere intimplătoare a numerelor a, b şi c primul jucător va cîştiga mult mai 
des decit va pierde. 
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Vom observa că toate raționamentele date aici nu depind de faptul că numărul grăme- 


zilor este egal cu 3: atit problema în sine cit şi soluția dată aici îşi păstrează în întregime sensul, 
oricare ar fi numărul grămezilor. 


În loc de a utiliza în rezolvarea acestei probleme sistemul de numerație în baza doi, putem 
utiliza şi sistemele de numerație în baza patru, opt etc. Vom formula, fără demonstraţie, rezul- 
tatele obţinute folosind sistemul de numerație în baza patru. Să presupunem că numerele a,b 
şi c sînt scrise în sistemul de numerație în baza patru 

a = 0947 + 01401 +... + apa 4 H am 
b = D940 + bi 4t 4 n. + ba 4+ ba 
e = 94% + cj 4-1 4 .. + co 4+ co: 


În acest caz, situația inițială este de pierdere pentru cel care începe jocul, dacă toate grupurile 
de trei „cifre“ 


(as, bo, co), (ai, bi, C3)» -es (Ams Dm» Cm) 
(aici „cifrele“ pot lua valorile 0, 1, 2 şi 3) au forma (0, 0, 0) (0, 1, 1), (0,2, 2), (0, 3, 3) 
sau (1, 1, 3). Dacă acestea nu se întimplă, primul jucător poate să ciștige; pentru aceasta cl 


trebuie doar să observe ca, după fiecare mișcare a sa, grupurile de trci „cifre“ considerate să 
fie de forma indicată. 


129. Să presupunem că numărul de chibrituri în cele două grămezi este 
egal respectiv cu a şi b. În loc de a căuta toate situaţiile în care primul 
jucător cîştigă, vom determina toate situațiile cu care acesta poate pierde: 
concluzia trasă din problema precedentă arată că aceste situaţii sint mult 
mai puţine decit cele de cîştig pentru primul jucător şi, deci, vor fi mult 
mai simplu de găsit. 

Prima situaţie de pierdere este ușor de găsit — aceasta va fi situația 
determinată de numerele a = 1, b = 2; în acest caz, după fiecare mișcare a 
primului jucător, adversarul său prin mișcarea următoare termină jocul cu 
ciștig. Toate celelalte perechi a, b, în care unul din numere este egal cu 
1 sau 2 sau pentru care b —a = 1, sint ciștigătoare pentru cel ce începe 
jocul: acesta poate, în acest caz, printr-o mișcare să aducă jocul la situația 
1, 2. 

Următoarea pereche de pierdere este perechea 3, 5; aici, după fiecare 
mişcare a primului jucător, adversarul său sau cîștigă imediat sau aduce 
jocul la situaţia 1, 2. Deci toate celelalte situaţii pentru a, b, unde unul 
din numere este egal cu 3 sau 5 sau b — a = 2, sînt ciştigătoare pentru cel 
ce începe jocul. 

La fel se găsește următoarea pereche de pierdere pentru primul jucător, 
anume perechea 4, 7; după aceea vin perechea 6, 10; perechea 8, 13; pe- 
rechea 9, 15 etc. Acest tabel de perechi de pierdere pentru primul jucător 
poate fi continuat destul de departe. Nu este însă uşor să se obțină legea 
generală din acest tabel. Pentru găsirea unei astfel de legi, vom utiliza aici 
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„un sistem de numerație generalizat“ special și foarte original, anume descom- 
punerea numerelor după termenii șirului lui Fibonacci. 

Definiția sistemului de numerație al lui Fibonacci este dată în indicaţiile 
la problema de faţă. Diu egalitatea u, = Up-1 + Up- rezultă că în acest 
sistem de numerație: 

1° toate „cifrele“ q, ale unui număr oarecare a 
sint egale cu 1 sau 0 (ca și în sistemul de numerație în baza doi 
deoarece aici 2u, > Up, pentru orice k şi, deci, restul a, al împărțirii lu: 
Up, prin u, este mai mic decit 2; 

2 dacă „cifra“ g, este egală cu 1, restul corespunzător 


Te-a este mai mic decit 


üp-i(l n-e = Ue F Pas Pak < Ur Toti Tao — Up < Up — Up = Una) 
şi, deci, „cifra“ g,_,, egală cu restul împărțirii lui Fp-p+1 Prin Upi este 
zero. 
Astfel, orice număr întreg N se scrie în mod unic sub forma 
N = (aia + qn-1Yn-1 zu In-2Un-2 + spe + qıt 

(descompunerea numărului A în sistemul de numerație al lui Fibonacci), 
unde toate „cifrele“ q, sint egale sau cu 1 sau cu O şi unde între fiecare 
două unități stă cel puțin un zero. Descompunerea numărului N în sistemul 
de numerație al lui Fibonacci o vom scrie sub forma 


N = nInfn-1ln-2 + q“. 
Astfel, 


1 = um = pl“, 2 = u = „10“, 3 = u = „100“, 4 = u + u = 101, 5 = u = 
= „1000“, 6 = m+ u; = „1 001%, 7 = utu; = 1 010“, 8 = u = „10 000“ 
9 = utu, = „10 001“, 10 = u54 ua = „10 010“, 11 = us+ u = „10 100“, 
12 = u; + u + u = „40 101“, ... 


Vom scrie acum în sistemul de numerație al lui Fibonacci perechile a, b 
de pierdere pentru primul jucător, găsite mai sus: 


1) „1“, p10; 4) „1004“, „100410“; 
2) „100“, „1000“; 5) „10 000%, „100 000“ ; 
3) „101“, „1010“; 6) „10001“, „100 010“, ... 


Aici se observă uşor legea generală: in toate perechile scrise, primul număr 
se termină cu un număr par de zerouri (amintim că 0 este un număr par), 
iar al doilea se obţine din primul prin adăugarea la sfirșit a încă unui zero 
(şi, deci, se termină cu un număr impar de zerouri). 
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Vom numi pereche distinsă o pereche de numere pentru care 
în sistemul de numerație al lui Fibonacci cel mai mic dintre aceste numere 
se termină cu un număr par de zerouri, iar cel mai mare se obţine din cel 
mai mic prin adăugarea a încă unui zero la sfirsit. 

Să observăm că din însăși definiția perechilor distinse rezultă că fie- 
care număr întreg pozitiv d intră într-o pereche distinsă (şi numai în una 
singură): dacă în sistemul de numerație al lui Fibonacci d se termină cu un 
număr par de zerouri, atunci al doilea număr din aceeași pereche se obţine 
din d prin adăugarea unui zero la sfirșit, iar dacă d se termină în sistemul 
de numerație al lui Fibonacci cu un număr impar de zerouri, al doilea număr 
se obţine din d prin suprimarea ultimului zero. | 

Să considerăm șirul diferențelor m — n ale numerelor din perechile dis- 
tinse m, n (m > n). Vom arăta că și în acest șir de numere intră orice nu- 
măr intreg pozitiv d o dată şi numai o singură dată. Într-adevăr, dacă 


« 1 
d = pPiPpi-i «e Pi = Pta I Piti- H ee H Pii 
se termină cu un număr im par de zerouri, atunci pentru perechea distinsă 


n = „PpiPi-i e p0“ = Plini F Pit F ss + pite | (+) 
M = „Pipi -+ P100“ = Pirino + Piit + = + Pius 


avem 
M — N = p(t — Um) + Pauza — u) + -+ Pulus — u) = 
= p + Piati- F e + pia = d. 
Dacă însă .pı = pz = -. = Pem =Q, Pam = 1, adică numărul d se ter- 


mină cu un număr par de zerouri, atunci pentru perechea distinsă 


n = DP e Pam+20101 se 01“ = Prina + Piti + -.. 
01 de m+1 ori 
ae F Pamrallam+3 F (Uomi T «se F Us + ta) 


1 “e (*») 
M= „PiPi-ı  Pom20101 .…. 010“ = Prue + Prt P -- 
S pa 


01 de m+1 ori 


| + Pamiallem+4 + (Mama F see F Ug t Ue) 


avem 
M — n = Puia — üni) F.Pra( apa — U) + -e + Pomi Uma — Uom) + 
+ (Uomi — Uzm) F e+ (Ua — us) + (ua — u) = 
= Pia + Pitia F o + Pamtallamsa T Uem + e + U + un = 
= Ph + Pistia + -e + Pamsalami F Uom = d 
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deoarece 


Uom F e + Ug T ug Uo = Uom bee T Ua + (Ug F h) = Ugn to. 


ae F Ue + (84 I U3) = Uom T o H (Uet U5) = see = (Uom T om) = Uem 

Reciproc, prin perechile distinse (*) sau (**) numărul m — n = d = 
= „PPuaPi“ se determină în mod unic [formulele (*) corespund cazului, 
în care n se termină cu zero, iar formulele (**) corespund cazului, în care n 
se termină cu unu şi în scrierea acestui număr două zerouri figurează unul 
după altul pentru prima oară pe locurile D 2m + 2 și 2m + 3]; în acest caz 
dacă pentru două perechi distinse (m, n) şi (My, nı) avem n, > n (și deci și 
m, > m), atunci 


d, = m —n>m=—n=ăd, 


Vom demonstra, acum, că dacă perechea iniţială a, b nu este distinsă, 
atunci primul jucător poate ciștiga, iar dacă ea este distinsă, atunci cel ce 
începe Jocul, la un joc corect al adversarului, trebuie să piardă. Demonstrația 
acestui fapt o vom da în două etape. 

A. Vom demonstra că, dacă perechea iniţială a, b (a <b) 
nu este distinsă, primul jucător poate să cîştige 
imediat (adică printr-o mișcare) sau poate aduce jocul la 
o situaţie în care perechea a,b devine distinsă. 

Dacă numerele a şi b sînt egale sau unul dintre ele este egal cu zero, 
primul jucător poate cîştiga dintr-o dată luînd toate chibriturile. În caz 
contrar, vom examina perechea distinsă a, p şi perechea distinsă m, n, care 
este astfel, încît m — n = b — a (perechile a, p și m, n există, conform 
celor demonstrate mai sus). Dacă p < b, atunci putem, cu o singură mișcare, 
să trecem de la perechea a, b la perechea distinsă a, p. Dacă însă p >b, 
atunci 


p—a>b—a=m-—n; 


deci perechea distinsă p, a „este mai mare“ decit perechea m, n, adică 
p > m,a > n. Însă, deoarece b — a = m — nșia > n, atuncib > m,n = a — 
— (a — n), b =b — (b — m) = b — (a — n) şi, deci, putem printr-o miş- 
care să trecem de la perechea a, b la perechea distinsă m, n. 


B. Vom demonstra că,dacă în situațiainițială perechea 
abeste distinsă, atunci după orice mişcare a pri- 
mului jucător ea va înceta să mai fie distinsă. 


Într-adevăr, dacă primul jucător va lua un număr oarecare de chibrituri 
numai dintr-una din cele două grămezi, perechea va înceta de a mai fi 


D Pam+a = 0, deoarece, în caz contrar, în scrierea numărului d în sistemul de numerație 
al lui Fibonacci „cifra -1“ ar fi fost întilnită de două ori la rind, ceea ce nu este posibil (v. 
proprietatea 2° la p. 309). ë 
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distinsă, deoarece unul şi același număr nu poate face parte din două perechi 
distinse diferite. Dacă primul jucător va Ina un număr egal de chibrituri 
din fiecare grămadă, diferenţa b — a nu se va modifica şi perechea va înceta 
de a mai fi distinsă, deoarece în nici un grup de două perechi distinse di- 
ferenţa numerelor nu poate fi aceeași. 


Acum este clar că, dacă c,bnu este o pereche distinsă 
primul jucător poate săciştige totdeauna, iar dacă 
a,b este o pereche distinsă, el trebuie să piardă (bine- 
înţeles, dacă adversarul lui nu va comite o greșeală). Într-adevăr, dacă a, b 
nu este o pereche dislinsă, cel ce începe jocul poate sau să ciștige imediat 
sau să obțină ca perechea a, b să devină distinsă; după aceasta, adversarul 
lui va trebui din nou să creeze situația în care perecehea a, b nu este dis- 
tinsă (insă cu numere a, b mai mici decit la început), iar primul jucător 
poate din nou face ca perecehea a, b să fie distinsă ete. Deoarece numerele 
a, b se micșorează tot timpul, primul jucător sau va cîştiga înainte de a 
face acest lucru sau va aduce jocul la cea mai mică pereche distinsă 1, 2, 
după care el cîștigă cu o singură mişcare, oricare ar fi mișcarea adversarului. 
Dacă însă perechea a, b este distinsă, primul jucător este nevoit să aducă 
jocul în situaţia în care a, b nu este o pereche distinsă; după aceea, adver- 
sarul lui poate să urmeze tactica descrisă şi să cîştige. Deoarece raţionamentul 
conţine şi indicaţii asupra metodei corecte a jocului, cu aceasta problema este 
complet rezolvată. 


Observaţie. Rolul fundamental în întregul raționament l-a avut următoarea pro- 
prietate a numerelor, care formează perechea distinsă: orice număr întreg pozitiv 
1, 2, 3,...,n,... intră o singură dată în compunerea unei perechi 
distinse și apare o singură dată ca diferența a două numere 
ale unei perechi distinse. Această proprietate permite să se scrie fără dificultate 
perechile dislinse una după alta 


(axs b1), (az ba)» (aa, ba), «s (Gns bn)» i 
trebuie doar să luăm numărul 1 ca a: și apoi să considerăm de fiecare dată că by = ap + k 


(k = 1, 2,3,...) şi că ag} este cel mai mic număr întreg pozitiv care nu figurează încă 
printre numerele a, bi; az, b3;... ; ax, byg: 


n 1 2 3 4 5 6 7 8| 9 10 11 
| an 1 3 4 6 8 9 11 12 14 16 17 
ba=aa+n 2 5 7 10 13 15 18 | 20| 23 26 | 28 e. 


Trecerea la sistemul de numerație al lui Fibonacci este necesară doar pentru a constata 
dacă o pereche a, b dată dinainte este distinsă sau nu și pentru a formula regulile jocului fără 
pierdere. 

Vom mai observa că proprietatea menționată a numerelor perechilor distinse permite, 
de asemenea, să se scrie cite o formulă pentru numerele ag, bn (în funcție de numărul n). 
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Pentru a deduce aceste formule, vom demonstra că, dacă o și B sin! numere iraționale, legate 
prin relația 


1 
i ia 


atunci orice număr intreg poziliv se află printre numerele 
an = [xn], bn = ]ân], n = 1,: 2, 3... 
şi anume o singură dată (aici parantezele drepte indică partea întreagă a numărului ; v. p. 10). 


y N f 
Pentru demonstrație, vom observa că an = [a«n] < N, dacă n = 1, 2, 3,..., [=] » Și bn = 
a 


; astfel, există, în total, numai 


ael] 


numere an Şi bp mai mici decit N. Însă deoarece N/a şi NIJB sin. numere iraționale, 


astfel incit 
N N 1 1 N 7 
— + — = [2+ zjev, atunci [=] +[7] =NŅN—1 
[= ă 


N 
= [3n] < N, dacă n = 1,2,3,..., 5] 


p a p a 
N N N N 
(deoarece | — | = — — a, T n E€, Unde 0 < e < 1,0 < £ < 1 şi, deci, numărul 
a a 
N N s 
întreg [=] + [=] =(2 — a) + (> — e| = N— e, — £, se allă între Nşi N— 2). 
a p a B 


Deci există N — 1 numere întregi an și ba mai mici decit N, adică 0 astfel de numere mai mici 

decit 1; un singur astfel de număr mai mic decit 2 (numărul 1); două astfel de numere mai mici 

decit 3 (numerele 1 și 2); trei astfel de numere mai mici decit 4 (numerele 1, 2 și 3) etc. 
Pentru a obține numerele perechilor distinse trebuie să mai avem 


ba — dn = [Ba] e, [an] = n. 


Pentru aceasta, este suficient să punem condiția ca B— a = 1, B=& + 1 (deoarece [(« + 
+ 1)n]— [an] = (an + n]— [an] = n). Astfel avem 


A+, a 3+5 


B=a +1, Zrt de unde &?— &— 1=0, =a ' B= 3 


şi, în definitiv, 
RES 
ca = |n], n = [2E a]: (*) 


De formulele (*) este legată următoarea rezolvare interesantă a problemei noastre. Vom 
introduce în considerații numerele iraționale 


a = (1 + y5)/2 2 1,618 şi y= (3— y5)/2 % 0,382 


şi vom conveni să notăm cu [z] partea intreagă și cu {x} partea fracționară a numărului z, 
astfel încit z = [x] + {1}, unde [z] este un număr întreg, iar 0 s {q} < 1. 

Să presupunem că situația inițială este determinată de perechea de numere a, b, unde 
b> a. În acest caz, dacă în situația inițială (aa) > y şi b = [aa] + 1, această situație este ne- 
favorabilă pentru primul jucător; în toate celelalte cazuri, cel ce începe jocul poate să cîştige, 
Dacă in situația inițială {ag} < y, mişcarea cu care se ciștigă va fi trecerea de la perechea 
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a, b la perechea a, [ax]— a. Dacă însă (az) >y și b> [az]--1, mișcarea ciştigătoare este trecerea 
de la a, b la perechea a, [aa] + 1, iar dacă 


Jax} > y, b < [az] +1şib—u=n, 
va fi ciştigătoare trecerea de la a, b la perechea 
[nz], [na] + n. 


Încercaţi să demonstrati singuri valabilitatea acestor reguli, folosind formulele (*) sau 
soluția problemei dată mai sus (în acest caz, apare foarte net legătura dintre şirul lui Fibonac:i 


și numărul irațional g = (5 + 1)/2, în legătură cu care v., de exemplu cărţile [65], [217], 


[47], [4). 
129. Avem [v., de exemplu, problema 138, b) de mai jos] 
cos nz = Cos? a — C$ cosn-2 g sin? a + C$ cost4 q sini æ — ... 


Vom pune acum g = arccos z. În acest caz, cos g = z, sin a = yf — z? 
şi deci 


T(z) = cos (n arccos x) = z” — Chr™?(1 — q?) + Ciril — r?) — 


adică, într-adevăr, T„(x) este un polinom de gradul n. Desfăcind parantezele 
în expresia obținută a lui T (z), ne vom convinge că coeficientul lui z* in 
acest polinom va [i egal cu 


IFC Capu 


adică cu 271 [v. problema 56, a)]. 
Vom determina acum rădăcinile ecuației de gradul n 


T£) = 0. 


: 2k—1 _ . 
Deoarece cos ọ = 0 numai in cazul în care ọ = pi -avem 


T (z) = cos(n arccos x) = 0, 
dacă 


2hk — 1 2k — 1 
—— Rn, T = CO0s—— 


Toe 


n arccos x = 
2n 


Dind lui k valorile 1, 2, 3,..., n, vom găsi n rădăcini ale ecuaţiei noastre 


2n — 1 


1 : 
Tı = COS — T, Za = COS mR T, = COS T 


2n n 2n 
Mai departe este evident că, pentru z cuprins între —1 şi +1, avem —1 < 
< cos (n arccos z) < + 1 (deoarece —1 < cos p < + 1 pentru orice ș). Nu 
este greu de stabilit valorile lui z pentru care polinomul 7,(z) = cos(n arccosz) 
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ia valorile +1 şi —(. Într-adevăr, cos o = + 1, numai în cazul ọ = kr; 
de aici obținem că T (x)= cos (n arccos 2) = + 1, dacă 


kz 
n arccos x = km, z = cos — 
n 


sau 
T,(cos 0) = T(1)=1, T, (cos =) =Í, 
n 
i (* 
T, (cos dai 1, T, (cos =) Si: 
n n 


Este important să observăm că, pe segmentul de la —1 la +1, cea mai 
raare şi cea mai mică valoare ale polinomului T(z) alternează, adică 
in punctul z = 1 valoarea acestui polinom este egală cu +1, apoi descrește 


plaă la — 1, [în punctul z = cos z), apoi creşte din nou pină la +1 (a 
n 
N 
punctul g= cos Tr), apoi descreşte din nou pină la —1 (punctul r= 
z 


oE etc. (v. fig. 129, în care sint reprezentate primele șase polinoame 
n 


ale lui Cebigev). Pe aceasta se e ee 132. 


Fig. 129 


131. Este ușor de văzut că polinomul 


2 2 
Po) = + pr +g= (2+ E) +g- E 
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2 
ia cea mai mică valoare q — E pentru z = — Ë.. Vom examina acum separat 


5 


două cazuri. 
1s; lisă 2 > 1 (fig. 130, a). Să presupunem că polinomul ia pentru z = 1 
valoarea P(1) = a, iar pentru z = —1, valoarea (P—1) = b; abaterea de la 


zero a polinomului P(x), evident, este egală cu cel mai mare dintre numerele 
[a] şi |&|. Vom cerceta, acum, polinomul 


b 
Pa) = + pag Sos pet qi 
pentru acest polinom 
b a—b a+b b—a 
aers t iau pe aa 
a ) 2 2 » a ) 2 2 
adică P.(1) = —P,(—1). Este uşor de văzut că abaterea de la zero a poli- 


nomului P(x) nu este mai mare decit abaterea polinomului inițial P(x) 
(graficul polinomului P,(z) se obţine din graficul lui P(z) printr-o deplasare 
paralelă în direcţia axei OY, cu o distanță, astfel ca axa O X să fie egal depăr- 
tată de capetele curbei, corespunzătoare valorilor z = +41 și z= —î; v. 
fig. 130, a, unde graficul polinomului P (z) este reprezentat punctat). Astfel, 
abaterea lui P(x) de la zero, care nu este mai mică decît abaterea lui P,(2), 
este egală cu 


| P4) — P,(—1)] _l(t+p+rg)—(l—p+qul 


7 =j|pl. 


rezultă că abaterea nu este mai 


Și deoarece am presupus că [3 >1, 


mică decit 2. 


2°, E 2| < 1 (fig. 130, b). Vom presupune că punctul z = — P so 


2 
află în jumătatea din stinga a segmentului [—1, +4]; —1 < — 2 <0, Os 
P 


< F. < 1 (dacă ar fi 0< — 2 < 1, raţionamentul aproape că nu s-ar modi- 


fioa); În acest caz, avem, evident, 


m-r(-4)plnen- n-a) 
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(v. fig. 130, b). Analog cu cazul 1* vom înlocui polinomul cu un nou polinom 
P(2) = £? + pr+ dv 
pentru care P, | — 2 = —P,(1) [vom transporta graficul polinomului P(x} 


paralel cu axa OY cu o distanță astfel ca axa OX să fie egal depărtată de 


Fig. 130 


punctul cel mai de jos al curbei şi de capătul corespunzător lui x = 1; 
v. fig. 130, b]; în acest caz, abaterea polinomului se va micșora. Deci, abaterea 
polinomului P(x), care nu este mai mică decit abaterea lui P (x) va fi egală 
cu 


2 2 
Pa- P(- 3) up (g-i +a) 


Deoarece 0< p/2 < 1, abaterea de la zero va avea cea mai mică valoare 1/2 
pentru p = 0; în acest caz, dacă P,(—p/2) = —P,(1), avem q, = — 1/2. 

În sfirşit, tragem concluzia că cea mai mică abatere de la zero pe segmentul 
—1szs+ 1o va avea polinomul P(x) = z? — 1/2 (fig. 130, c); abaterea 
lui este egală cu 1/2. 


132. Vom presupune că pe segmentul [—1, +1] abaterea de la zero a 
unui polinom de gradul n 


P (2) = 22 + a + e Fr Opt F da 
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este mai mică decit 1/2”1, adică pentru —1<z< +41 avem 


1 
a < P (2) < - 
27-1 2-1 
Cu alte cuvinte, presupunem că între limitele considerate 
1 [l 
P(z) — E = 0, P2) + TE >Q. 


Vom arăta că aceasta este imposibil. Vom considera polinomul 


R(x) = P(x) — T (2). 


Qn-1 


Deoarece coeficienții termenilor de gradul cel mai înalt ai polinoamelor P,(z) 


Și Ji T„(2) sint egali cu 1, aceşti termeni de gradul cel mai înalt se reduc 

prin scădere şi, deci, gradul polinomului R(x) nu este mai mare decit n — L. 
Din formulele (*) de la rezolvarea problemei 130 rezultă că 

` 1 


n-1 


tou „=. polinomul R(x) este negativ, iar 
n 


adică pentru z = 1, cos 
n 


T 37 „i r : 
pentru 1 = COS — > cos ——, ... este pozitiv. Deci curba care reprezintă afeat 


n 
polinom este situată dedesubtul axei absciselor pentru z = 1, iar pentru 


T . RA . . . v 
z = cos — este situată deasupra axei absciselor. De aici rezultă că undeva, 
n 
între z = Îşi z = cos —, această curbă intersectează axa absciselor, adică 
n 


undeva, între z = 1 ṣi z = cos —, se află o valoare a lui z, pentru care Riz) 
n 


318 


este egal cu 0 — rădăcina ecuaţiei R(x) = 0. La fel se demonstrează că ecuaţia 


R(2) = 0 are o rădăcină undvea între cos s şi cazi, între cae 2 şi 
n n n 
Z, între ae şi dogs ja. în sfirşit între gg mea 

n n n n. 
cos z = — Å. 

Astfel, tragem concluzia că ecuația R(z) = 0 are nu mai puțin de n 
rădăcini. Dar gradul acestei ecuaţii nu este mai mare decit n — 1, iar o ecuație 
de gradul n — í nu poate avea mai multe de n — 1 rădăcini, 'Contradicţia 
obținută arată că nu poate exista un polinom P,(z) de gradul n, a cărui 
abatere de la zero să fie mai mică decit 1/2%-1. 

Făcind raționamentul mai fin, putem arăta, de asemenea, că există 


cos 


un singur polinom n T (x) de gradul n cu coeficientul termenului 


de gradul cel mai înalt egal cu 1, a cărui abatere de la zero în segmentul 
də la —î la+ 1 este egală cu i 


Într-adevăr, fie P,(z) un alt poli- 


nom de același fel. Vom considera, ca și mai inainte, diferența 


R(x) = P(x) — 


T„(2), 


e re este un polinom de grad nu mai mare decit n — 1. În punctele z=, 


7 T . . i i4 . 
Cos ——> cos ——,... valorile lui R(z) în orice caz nu sint pozitive, iar în 
n n 


. T 37 ör : Ea Yig 
punctele cos— cos =, cos—, ... nu sint negative. De aici rezultă că 
n n n 


in fiecare dintre intervale 


( cos =) (cos T, cos =) (cos 2y cos =) (cos dia Rua —1) 
i =f’ —? — j> — s» —], A 
n n n n n n 


(poate la extremitățile acestor intervale!) ecuația R(x) = 0 are cel puțin o 
rădăcină. Vom arăta că, în acest caz, numărul total al rădăcinilor ecuaţiei 
R(x) = 0 nu este mai mic decit n. 

Într-adevăr, deoarece numărul intervalelor considerate este egal cu n, 
numărul rădăcinilor ar putea fi mai mic decît n numai în cazul în care în două 
intervale vecine (inclusiv extremitățile lor) există o singură rădăcină (care 
in acest caz, evident, trebuie să coincidă cu extremitatea comună a acestor 
intervale) sau în trei intervale vecine (inclusiv extremităţile lor) există numai 
două rădăcini (care trebuie să coincidă cu extremităţile comune ale interva- 
lelor) sau in patru intervale vecine (inclusiv extremităţile lor) există numai 
trei rădăcini (care coincid cu extremităţile comune ale intervalelor) etc. 


1) Dacă ecuația R(z) = 0 de gradul n —1 are n rădăcini: £}; Zo £a, .., Za, atunci, con- 
form teoremei lui Bâzout, polinomul R(x) de gradul n —1 trebuie să se dividă cu polinomul 
(3 — xı) (n — T4)... (£ — Za) de gradul n. Însă, aceasta, evident, nu este posibil. 
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Să cercetăm primul caz. Să presupunem, de exemplu, că în intervalul 


27 «| 2 t : 
de la 1 la z = cos £% (împreună cu extremitățile) ecuația R(x) = 0 are o 
- n 


REER T A 2re ; : 
singură rădăcină z = cos —. În punctele z = 1 și z = cos-—— valorile lui 


Fig. 131 


R(2), după cum știm, nu sînt pozitive; deoarece presupunem că ele nu sint 
egale cu zero, aceste valori trebuie să fie negative. Dacă curba y = R(x) 


ar intersecta axa Oz în punctul z = cos e (fig. 131, a), atunci, din 
n 


z 2 2 z s : = 
faptul că în ambele puncte z = 1 şi z = cos E. această curbă este situată 
n 


sub axa Oz, ar rezulta că ea intersectează axa Oz încă într-un punct diferit 


EA a ai i e da z 
de z = cos —; însă aceasta contrazice presupunerea noastră că în afară de 
n 


T . ei ară . TE 
z = cos — ecuaţia R(z) = 0 nu are rădăcini între z= 1 şi x= cos —- 
n n 


Deci în punctul z = cos 2 curba y = R(r) este tangentă la axa0z 
n 


(fig. 131, b). Însă, în acest caz, cum nu este greu de văzut, rădăcina r = 


T . . y ni x x 
= cos — a ecuației R(x) = O trebuie să fie dublă. Într-adevăr, vom presu- 
n l 
pune că această rădăcină nu este dublă. În acest caz, ecuația R(x) = 0 poate 
fi scrisă sub forma 


(2 — cos =) R(x) = 0, 
n 


. yya T 4 v 
unde ecuația R (x) = 0 nu are rădăcina z = cos — - Dar aceasta înseamnă că 
n 


in punctul z = cos a polinomul R, (x) nu este egal cu zero şi, deci, în vecinătatea 
n 


acestui punct el nu schimbă semnul. Or polinomul R(x) = (= — cos z) R(x) 
n 


m 
œ 
5 
® 
[st] 
N 
w 


schimbă semnul in punctul z = cos Z (polinomul R(x) îşi pă 
n 
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. . TE . TU . 
semnul, iar binomul z — cos — la trecerea prin valoarea z = cos — schimbă 
n n 


semnul) şi, deci, graficul acestui polinom intersectează axa Oz în 
punctul z = cos Z şi nu este tangent la aceasta. Astfel, dacă pentru z = î 
n 

; 27 : dei T 
şi z = cos — polinomul R(x) este negativ, iar pentru z= cos — nu 

n n 

3 ge. de : 2 2 x 
este negativ, atunci între z = 1 şi z = cos 2T ecuaţia R(x) = 0 are neapărat 
n 


nu mai puţin de două rădăcini (diferite sau confundatel). 


La fel se arată că nu sint posibile nici celelalte cazuri menţionate mai sus. 
Să presupunem, de exemplu, că ecuaţia R(x) = 0 are numai două rădăcini: 


n = cos Č şi 2 = cos £T în intervalul de la z = 1 la z = ca e (împreună 
n n n 
cu extremitățile). În punctul z = 1, polinomul R(x) trebuie să fie negativ, 
3 R i Spa , 5 
iar în punctul z = cos E. trebuie să fie pozitiv. Însă dacă curba y = R(2) 
n 
a rintersecta axa Or (fig. 132, a) în ambele puncte z = cos Z şi x = 
n 
= COB ae, ea ar fi trebuit să intersecteze axa Oz încă intr-un punct între 
n 
x= gi æ = cos 2E, Dacă însă această curbă nu intersectează axa Oz în 
alte puncte, atunci ea trebuie să fie tangentă la axa Oz în unul din punc- 
2 E ; 4 ie 
tele c = cos sau z = cos <- (fig. 132, b), adică una din rădăcinile z = 
n n 
b 2 . a K . Y . 
= cos — sau 2 = cos —— ale ecuației R(x) = 0 trebuie să fie dublă. Astfel, 
n n 
între e = 1 şi z = cos LE. ecuaţia R(x) = 0 trebuie să aibă nu mai pu- 
n 


țin de trei rădăcini (diferite sau confundate !). 


Deci, în definitiv, obținem că ecuaţia R(x) = O de grad nu mai mare 
decit n — 1 are nu mai puţin de n rădăcini. Deoarece acest lucru nu este 
posibil, înseamnă că nu poate să existe un polinom de gradul n cu coeficientul 


dominant egal cu 1, diferit de T„(2), a cărui abatere de la zero în inter- 


21 
valul de la —1 la +1 să fie egală cu 1/22-1, 
133. Fie 
P(x) = z” + at + agt? +... + Coat aa 


al — Probleme neelementare — c. 366 321 


un polinom Ae gradul n, a cărui abatere de la zero in intervalul de la —2 
la +2 este egală cu è. Vom considera polinomul 


P(x) = P(2z) = (2x) + a (22)! + aa(22)22 + ... A aa-a(22) + aa, 


, 7 Pa Pl) Pixi 
cas cos osh E A 


7 IA 


Fig. 133 


al cărui grafic se obține din graficul polinomului P(x) contractindu-l de două 
ori pe axa Oz (fig. 133). Abaterea polinomului P,(z) de la zero în intervalul 
[—1, +1] este egală, evident, cu abaterea ò a polinomului P(x) în intervalu} 
[—2, +2]. Acum vom considera polinomul 


= 1 1 1 1 1 
== = g’ == -1 Zi „n-2 Pean = 
P(x) Jn P(x) = 2" + 7 ATi + A agt”? au + Dna Ipat + Ja da 
cu coeficientul termenului de gradul cel mai înalt egal cu 1. Abaterea lui da 
la zero este egală cu ò = 8/27. Însă din rezultatul problemei 132 rezultă că ò 
nu.poate fi mai mic decit 1/21, iar § = 1/21 numai în cazul în care P(z) 
este PRI T (x). Vedem astfel, că 3 = 225 nu poate fi mai mic decit 2, iar 


ò = 2 numai în cazul 


1 


Pu(2) = P22) = 2 


Ta(£) = 27,2), 


P(x) = 27, a 2 cos|n arccos 5) 
2 2 


(n aici poate îi oarecare). 


Observaţie. La fel se demonstrează că abaterea de la zero a polinomului 


Pr(x) = x” A+ qx”! + aat”? + + anat + dn 
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de gradul n cu coeficientul dominant egal cu 1, în intervalul [a, b] (a şi b sint numere oarecare, 
n n 


b b 
a < b), nu poate să fie mai mare decit 2 5 şi este cgală cu 2 = numai în cazul 
4 4 


Pa(2) = (3 i -= Ta [= zi = ]=2( [2 -E= a- 1}: 


De aici rezultă, în particular, că pentru ca să existe polinoame cu coeficientul termenului 
de gradul cel mai înalt egal cu 1, care în tot intervalul dat să ia valori oricit de mici (mai mici 
Gecit un număr oarecare dat înainte; de exemplu, mai mici decit 0,001 sau mai mici decit 
0,000001), este necesar (și suficient) ca lungimea intervalului să fie mai mică decit patru. 


134. Această problemă este asemănătoare ca enunţ, cu cea precedentă, 
însă se rezolvă cu totul altfel. Vom nota cu P(0), P(1), P(2), ..., P(n) valorile 
pe care ui. polinom oarecare 


P(e) = + ai + n. + apt + a 


le ia respectiv în punctele z = 0, 1, 2, 3,...,n şi vom considera polinomul 


oe =PO CD) paj Oe- Dean) 


(0—1)(0—2)(0—3) ... (0—n) (1—0)(1—2)(1—3)...(1—n) 
pip (Z=0Wz—Dz—3)-.- (5) (2 0)(z0)(0—2)-[z(r49] 
HPO TODA tt) aoaaa 
(x — 1)(r—2)(2—3)...(z—n) (2—0)(z—2)(z—3)...(z—n) 
= P(0 ep Pda 
Sin (—1) -nl TN (— Dn 11- (n — | $ 
; (z—0)(z—1)(z—3)...(z—n) (z—0)(z—1)(z—2).. [s—n—1)], 
THa (21-1-21-(n—2)1 adie n! 
Pentru z = 0, 1, 2, ..., n polinomul Q(z) ia aceleași valori P(0), P(1), 
P(2), ..., P(n) ca și Pi ). De aici rezultă că Q(x) coincide cu P(x) (în caz 
contrar, diferența Q(z — P(x), care este un polinom de grad nu mai mare 


decit n, s-ar anula în j + 1 puncte). În particular, coeficientul lui z” în poli- 
aomul Ol z) este egal cu 1: 


OPO PRE. + ao PD 
(—14)- n} (—1)™1: 11. (n — 1)! (—r2- 21> (n— 2)! 
n Pin) — 4 
uae aa 8 UE nl l 


Vom nota acum cu ò abaterea de la zero a polinomului P(z) pate siste- 
mul de puncte z = 0, 1,2, ...,n. În acest caz, nici un P(0), P(1), PQ),... 
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 P(n) nu este mai mare în valoare absolută decit 5 şi, deci, partea dreaptă 
a ultimei egalități nu este mai mare decit suma 


4 4 1 4 1 2n 
SI | MR MIRE NR IRI II NENE NI Ra ES A 
m aa a aaa +] nl 
deoarece 
4 4 4 4 4 
d a 0 NA 


= LU+A+G+ A+ + Ci 4]= 
ni 
(v. problema 55,a)]. Deci, 
8: Lui >1, è> A, 
n! 2” 


Din soluția problemei, este, de asemenea, uşor de văzut că există un 
singur polinom de gradul n cu coeficientul termenului de gradul cel mai 
înalt egal cu 1, a cărui abatere de la zero pentru sistemul de puncte # = 0, 
1, 2, „n este egală cu n!/2" și anume polinomul 


P(2) = n! [((z — Î)(z — 2)(x — 3)... (x — n) 422 2)(x — 3)... (2 — n) 

22 F| n! 1!: (n— 1)! 
z(z — 1)(z — 3)... (x — n) z(z — 1)(x — 2) ... [z — (n — 0] | 
2!(n — 2)! iii ia n! ) 


+ 


+ 


pentru care 
P(n) = — P(n — 1) = P(n — 2) = — P(n — 3) =... = (— 1)* P(0) = n![2*. 


135. Vom utiliza reprezentarea geometrică a 
numerelor complexe; numărul complex 


z= T + iy = r(cos ọ + isin ọ) 


se reprezintă ca un punct cu coordonatele carteziene 
rectangulare z, y sau cu coordonatele polare r, e 
(fig. 134). Dacă punctelor A,, Aa,..., A, le cores- 
pund numerele complexe a, &, ::: Gay iar punctului 
Fig. 134 M — un număr complex variabil z, atunci 


MA, = |z — cul, MA, = |z — agl, MA, =|z—« 


Însă, deoarece la înmulțirea numerelor complexe modulele lor se inmulțeso, 
avem 


al 


MA; MAg... MA, = | (z — a)(Z — o) -- (2 — œa) | = 
= |2 4 az y ag + mea H aaa F al 
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unde z5 + az”! + agz™? + ... + auz + 0, = P(2) este polinomul 
{£ — a.) (Z — oa) ... (Z — a) cu coeficienţii şi rădăcinile aa, az, ---, &p, ÎN general, 
complexe. 

Acum nu este greu de văzut legătura dintre problema considerată gi 
problema 132 referitoare la polinoamele cu cea mai mică abatere de la zero. 
Vom alege în plan un sistem de coordonate astfel, încît intervalul nostru de 
lungime | să fie intervalul de la —1/2la 4+-1/2 al axei numerelor reale. În acest caz, 
problema noastră poate fi formulată astfel: care este valoarea cea mai mică 
pe oare poate să o ia abaterea de la zero în intervalul de la —//2 la + 1/2 
pentru polinomul P(z) de gradul n cu coeficientul termenului de gradul 
cel mai înalt egal cu 1 și cu coeficienţii, în general, complecși (aici numim, 
ca şi mai înainte, abatereade la zero a polinomului, valoarea 
cea mai mare a valorii absolute /P(2) /a polinomului; numai că, spre deosebire 
de polinomul cu coeficienţi reali, abaterea polinomului cu coeficienți complecşi 
nu poate fi reprezentată în figură, deoarece un astfel de polinom ia, în general, 
valori complexe și de aceea nu are un grafic). 

Vom scrie polinomul considerat sub forma 


P(2) = Pu(2) + iPe(2); 


aici coeficienţii polinomului P,(z) sint părțile reale ale coeficientilor lui P(2), 
iar coeficienţii polinomului i P„(z) sint părțile imaginare ale coeficienţilor lui 
P(2). De aici rezultă că P,(2) este un polinom cu coeficineţi realide gradul 
n Și coeficientul termenului de gradul cel mai înalt egal cu 1; Pp(2) este un 
polinom cu coeficienţi reali de grad nu mai mare decit n — 1. Mai departe, 
avem 


|P(2)] = Paz)? + Paz) > | P.(2)|; 


astfel, valoarea absolută a lui P(z) nu este mai mare decît valoarea absolută 
a lui P,(2) și, deci, abaterea de la zero a polinomului P(z) în intervalul de 
la —1/2 la +1/2 nu este mai mare decit abaterea de la zero a polinomului 
P (z) cu coeficienţi reali în acelaşi interval. Însă conform rezultatului problemei 
133 (v. în particular observaţia la soluția acestei probleme) abaterea dela 
zero a polinomului P,(z) în intervalul de la —]/2 la 1/2 nu este maimare 


decit 2(-) - De aici rezultă că și abaterea de la zero a polinomului P(z) 


E ; ; ; LY 
cu coeficienți complecși nu este mai mare decît 2 7 


Mai departe, pentru ca abaterea de la zero a polinomului P(z) în inter- 
valul de la —//2 la +1/2 să fie egală cu 2 (+) » este necesar ca polinomul P,(z) 


să coincidă cu polinomul (7) Ta (7) » iar polinomul P,(z) să fie egal cu zero 


în toate acele puncte, în care valoarea absolută a polinomului P,(z) = 
n i, n 
= (2) Ta (5) ia cea mai mare valoare, anume a(7) - Însă există 
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n+ 1 astfel de puncte (v. soluţiile problemelor 130, 132); deci polinomul 
Pa(z) cu coeficienţi reali de grad nu mai mare decit n— 1 trebuie să 
devină egal cu zero în n + 1 puncte, de unde rezultă că acest polinom 


T Logs IT l oos ZT 1 coş ET Loos Lot 

$ cos În! Z 6% “75 500% 73 7e T ZE Deg 

PR m N Cc n a a a a 
Fig. 135 


este identic egal cu zero (compară cu rezolvarea problemei 132). Astfel 


trebuie să avem 
Po =2(2) (7), 
4 l 


Revenind la modul în care a fost pusă problema inițial, obținem că pro- 
dusul MA, MA... MA, unde A,, 43,..., A, Sînt puncte fixe, iar M parcurge 
segmentul de lungime }, ia evident cel puțin o dată o valoare nu mai mică 


Je R soyi : 
decît 2 [—| - Pentru ca acest produs să nu ia nici o valoare mai mare decit 
4 
LY si i : 
2 (3) » este necesar ca punctele A,, A4,..., A, să fie dispuse chiar pe segment, 


A : ua ata SE 2z , 
anume astfel cum sînt dispuse rădăcinile ecuaţiei 7, F = 0, unde seia ca 


axa absciselor dreapta pe care se află segmentul, iar ca originea coordonatelor 
mijlocul segmentului; cu alte cuvinte este necesar ca distanțele de la punctele, 
As, áz., A, la mijlocul segmentului să fie egale cu 


l m l 3z l 5r l (2n — 1) z 
— COS — s» — CO3 —- >» — Cos — cos —— 


it 9 Mia E E 2n 
(fig. 135; v. rezolvarea problemei 130). 


136. a) Avem (fig. 126) 
ws 


1 1 : t 
Sao4u = A * MP = pa piaco a 


Aa 1 4 4 
Ssect,04M = 2 042? X AOM = 3 1: a= 3 


&, 


4 4 1 
S = ` 0A -AQ = >: 1: tg x = > tg a. 
Fig. 136 Ra 2 2 


Din faptul că Saoam < Sseot oam < Saoag rezultă inegalitățile cerute. 
b) Avem (fig. 136) 


x = 2S est. OAM) sin a = 2Snoam; na = 2S arot. OAS) sın ng = 2SAo04s. 
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Dar, evident, 


sin na SA04s 


Saoau + SaouN Fa. + Saors 


na Seci. 04S Sucot. oam T Saec omw F =-- F Saect. oRS 
n * Saoam Saoaar sin a 
3 
n * Saect. 0AM S sect. 0AM x 


teea ce trebuia demonstrat. 


137. Vom înmulţi expresia noastră cu sin Za + Vom obţine 


[A a a a. a) 
COS — COS — ... COS cos — SIN — | = 
2 4 27-1 2n 2" 


4 a a \ 1 a a a 
= — cos — COs — ... | cos — si = = cos — cos — ...[ cos sin = ca 
2 4 1 2m1 4 2 4 2 27-2 
1 a 1 a a 
= cos — f cos — sin ~ | = cos — sin —] = — sina, 
27-2 4 27-1 2 
de unde 
a a % 1 sing 
cos — Cos — ... COS — = pape air 
n . 
2 2 sin — 


138. Pentru stabilirea formulelor din problemele a) și b) este suficient 
să desfacem paranteza'ʻin membrul intii al formulei lui Moivre 


(cos a + i sin a)” = cos næ + i sin na 


(v. trimiterea de la p. 157), folosind formula binomului lui Newton, și apoi 
să egalăm părțile reale și coeficienții lui i în expresiile din ambii membri. 

Pentru stabilirea formulei din problema c) trebuie să împărțim termen 
cu termen formulele din problemele a) și b) şi apoi să împărțim cu cos? a 
atit numărătorul, cît şi numitorul expresiei din membrul al doilea. 


139. a) Formula din problema 138, a) poate fi scrisă sub forma următoarei 
sin na = sina(Cl ctg! a — C3 ctg? a + C$ ctg Sa — ...). 
Fie acum n = 2m + 1 impar. Dacă a este egal cu 


z, 27 i 37 mr 
m41 mpi mpi mi 
atunci sin (2m + 1)a = O, iar sin « + 0; deci 
Cima CHE? a — Coma CEB? a A Chn etg? a — onne = 8O. 
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În acest mod, vedem că ecuaţia 


Cana” — Comat"! + Cimi”? — m. = 0 
are rădăcinile ctg? 


T T 
> etg? ——, n ctg? — 
mA S ed i 


2 NT 


2m +1 ` 
b) Formula din problema 138, c) poate fi, de asemenea, scrisă sub forma 
următoare: 
1 1 1 
1 Să 5 = 
1 Ca ctg a Ca otga | Co og a 
ctg na 1- 1 Ci 1 pus 
ctg? a ctg? a 
sau 
ctg na = 


ctg? a — C2 ctg"2a + Ci ctg a — ... 
C ctg" a — C3 ctg"? a + C3 otga — 
Fie n un număr par. Dacă a este egal cu 2 SE. , Ir paine 
m 4n 4n 

atunci ctg næ = 1; deci, pentru aceste valori « 


(4n — 3) n 
—s 


án 
ctg” a — C3 ctg™? a + Cictpr a — . 1 
C} ctg™1 g — C3 otga? a + C5 otg'™ a — ... i 
De aici rezultă că ecuația 
L — Ciam — Cha + Can + Câini — = 0 (*) 


are rădăcinile ctg —, dig E ctg 2n. „a ctg (4 — 3) m, 


Dar 
An 


4n 
(án — 3)x: 37 (án — 7)r Ir . 
ctg CPE e og og E ctg E, 
San DI ca 7 8n 
(2n + 1)r (2n — 1)r 
a ctg ETIT ocet 


4n ? 
deci, rădăcinile ecuației (*) pot fi scrise, de asemenea, sub forma 
T 37 5r (2n — 3) x 
ct — ctg ——>» ctg —, ..., ctg ———— 
Ba e es d 


agg (02 — 1) a , 
4n án 


c), d) Formulele din problemele 138, a) şi b) pentru n = 2m par pot îi 
scrise sub forma 
sin 2ma = cos a sin &[Câ(1 — sin?a)”-1 — 
— Chall — sin? a)” sin? e + C5(1 — sin20)m-8 sint a — ...], 


cos 2ma = (1 — sin?a)” — C2(1—sin2a)m1 sina + C$,(1—sin2x)-2a sinta—... 
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De aici, la fel ca şi mai sus, tragem concluzia că ecuțaiile 


Chall — 271 — Chall — 022 + Chall — arat — nae = O, 


(1 — x)" — Cât — 1) Câm(l — pm m? — a. = 0 
au rădăcinile 
sin E, sin? fZ, sin? 7 ze Sin? (m — Î) n 
2 2m 2m Im 


şi, respectiv, 
iat. L SI za sii Am e 
4m 4m 4m’ 4m 


140. a) Deoarece ecuația 


1 3 - 5 - si 
Cim” = C3 mara” 1 + Cå mT” 2— n. =0 


EAE TE T 
are rădăcinile ctg? 
2m 


l [v. problema 139, a)], 


» ctg? 27 , e CEE? Mr 
2m + 1 2m +1 


polinomul 
1 - 5 
Cint” =z Cmt” 1+ Comat”? = 
se divide cu 


adică 
Cim” = CÊmp t"! + Cim”? R Lai 


T 2r mr 
= A (z — ctg — ctg? A ES (e 
(z cita) ce) (z ctg ea] 0) 


Desfăcind parantezele in membrul al doilea al ultimei egalităţi și egaltnd 
coeficienţii lui z” și 4% în ambii membri, avem 


T 2r mr 
Cima = 4A, Cinn = Al ctg? ctg? _ iad 
2m+1 2m+1 (oe rt e mgit r a), 
de unde 
CÈ CÈ m(2m— 1) 
ctg? +e + cu. + ctg? MT a m Um > 


ceea ce trebuia demonstrat. 
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b) Deoarece cosec?g = ctg?a + 1, din egalitatea de la problema a) rezultă 


cosec2 E cosec? — cosec? — E = 
pag Impi tu 2m + 1 
2 m(2m — 1) aaa m(2m -+ 2), 
3 3 

c) Din rezultatul problemei 139, b) rezultă că 

an — Clem — Cr p Cât d- = 

T 37 Ba Iz 
=| x — ctg — || xz + ctg — — ctg — X un 
gmin e aa] 


n 


sop (IP 20) CESEN 
~x|a ctg in IE + ctg 7 | 


Egalind, in ultima egalitate, coeficienții lui 221 din ambii membri, obținem 


z í 5 Tr 
ctg — — EU ctg 2E ctg E +... 


4n 4n 4n ån 
. + ctg COs ara PF Cia a =a =0 =n. 
4n 4n 


141. Din soluția problemelor 139, c), d) rezultă că 
Cinli — T) — Call — 2)m2z + Cinli — rm? — .. = 


= A (z — sn 2) (2 — sii ZE ie |z- sin? — (m uz | 
2m 2m 2m 


(1 — x)” — Ciall — rir + Cat — x) r —... = 


=B (= = sin? (2 E 37), E iE i ii 


Egalind în ambii membri ai acestor două egalităţi coeficienţii termenilor de 
gradul cel mai înalt în z, vom obţine 


A = (1) (Chn + Cin + Cin +), B = (1P + Cin + Cin +), 


şi 


de unde [v. problema 55, a), b)] 
(—1)™-1A + (—1)” B = 2m, (—1)™1A — (—1)"” B = 0, 


adică 
A = (1m2, B = (—1)m22n-4, 
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Acum, egalind în aceleași două egalităţi termenii liberi din ambii membri, 
obținem 
o T . 3 2T . o (m— 1)x 
2m = Cla = (ÎI A sin? — sin? 2... gma ER , 
2m 2m 2m 


1 = (—1)” B sin? E cu i 1. Sin? (arm tie 


4m 4m 4m 4m i 


de unde rezultă identitățile cerute. 
142. a) În identitatea din problema 137 


a a a a 1 sina 
cos — cos — cos — ... cos — = — 
2 4 8 DR y A 
sın Jw 
vom trece la limită pentru n — œ. Vom obține 
5 4 
a a a j a a a a ; : 2% 
eos — cos — cos — ... = lim } cos — cos — cos — ... cos — \ = sin g lim 
2 4 8 n-o 2 4 8 2 n> . 2 
sin— 
2n 
[să 
sa N 
Dar, deoarece lim = 1 [intrucit lim — = 1; ultima relaţie rezultă 
nso ._ Q a>% SIN & 
sin — 
2» 
i ; EAE i a 1 
dinfaptul că, pe baza inegalităţilor din problema 136,a), avem 1 <—— < , 
sing Cosa, 
atunci 
1 o 
nen. ADR. 1 . ADI 
sin æ lim = — sin a lim = — sina 
sin % "> sin 4 
2» 2r 
Qbținem astfel 
a o a NR Sin & 
COS — COS — cos —.., = —SIN 0, (*) 
2 4 8 a 


[să x x 
cos — cos — cos — ... 
2 8 

Acum rămîne numai să mai punem în ultima egalitate 
a = 2» sina = 1, cos-% É 
2 d te Aaaa! ee 


şi să folosim faptul că 
cos >= V4 +3 cos a. 
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b) Punind « = n ’ sing = G cos -5 = în identitatea (*), obținem 


1 1 

TE E Vitii” 
4 Aia 4 Vi 11 _ 343 
DC .. 


143. a) Deoarece pentru unghiurile din primul cadran cosec « > — > 
% 


î ctg a [v. problema 136,a)], din identitățile de la problemele 140,a) şi b) 
rezultă 
m(2m— 1) E 2m + 1 pă 2m +1 is Rae 2m +í a m(2m + 2) 
3 T 27 mr 3 


sau 


T? 1 2 1 d 1 
= [1 — — 1 — ÎN Dai ini RR + 
| mN aa ttg” PS 

T? 1 1 

<— [1 — ——— |1 s 

>( a Fa 
Însă, deoarece termenii extremi ai ultimei inegalităţi duble tind către 2/6 
pentru m— œ, avem 


1 4 1 T? 


b) Vom determina suma pătratelor rădăcinilor ecuației din problema 
139,a). Egalind coeficienții lui 2”? din ambii membri ai identității (*) din 
soluția problemei 140,a), vom stabili că suma tuturor produselor posibile 
de perechi de rădăcini ale ecuației este egală cu 

Cims _ Cima __mM(2m — 1) (m — 1) (2m —3) , 
A Cm1 30 
Deoarece suma pătratelor unor-mărimi oarecare este egală cu pătratul sumei 
lor minus de două ori suma tuturor produselor posibile ale acestor mărimi 
luate cite două, rezultă că 


7 ar 
stg —F_—+ ctg! ct 4 
ME Para S aA Tte 2 ae kies si 
_ m{2m— 1)? _m(2m—1)(m—1)(2m—3) _m(2m—1)(4m?+10m— 7) 
z 9 15 45 


Mai departe, deoarece cosecia = (ctg?a + 1)2= ctota + 2ctg2g + 1, obținem 


cosecâ TA i + cosect sera 7 + „+. + cosec? T i = 
m(2m — Î)(4m2 + 10m — 7)  2m(2m—1) 8m(m-+-1) (m2+ m+ 3) 
NIN N II SAL ci IRI T EIIA 


Acum, analog ca în rezolvarea problemei a), căpătăm următoarea inegalitate 
dublă: 


2e 2 =i 4 4 
m(2m — 1) (4m? + 10m (20 Faas =) +) Fa 
45 27 are 


T 


2m +1) _ 8m(m + 1) (m? + m + 3) 
( mr ) = 45 


sau 
Sl B 73) i: d: F TE 1 — ay] Ea Zt 
rateta nl capita) 
din care, trecind la limită pentru m — co, vom obţine 
e hat 


Observaţie. La fel determinind suma cuburilor, a puterilor a patra etc. ale rădă- 
cinilor ecuaţiei din problema 139, a), putem obţine următorul șir de formule: 


E 
a ha ea 


Toate aceste formule au fost obținute pentru prima dată de L. Euler. 
144. a) Deoarece 
sin (B — a) 


- - = sin(ß — a) cosec « cosec f, 
Sin œ sin f 


ctg a — ctg p = 
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atunci, din identitatea de la problema 140, c) rezultă că 


EEE 3r 5r Tr 
sın — | cosec — cosec — -+ cosec — coset — +... 
2n i án 4n 4n 


, (2n — 3) r (2n — ne] 
= cosee ————— cosee | = 
n n 


sau 


T 37 ör Tr, 
cosec — cosec — -+ cosec — coset — +... 
4 4 4 4 


n n n n 
| (2n — 3)m (2n — 1) m n 
— COSEC Î————— COSEC ——————— = - 
4n n aR 
sin — 
2n 


Pe de altă parte, 
ctga — ctg P = tg (B — «) (1 + ctg «a ctg p) 


deoarece ctg(8 — a) = iată fa ; deci, din aceeași identitate rezultă 
ctg a — ctg B 


tg = [es 2 Sua +etg% PLE Aea 
n 


4n 4n 4n 4n 
(2n — 3) x (2n — 1) x z 
n t etg E etg AE +—|=n 
án 8 án 2 
sau 
z 3z 5r Tr (2n — 3) xz (n — 1)n 
ctg — ctg — + ctg — ctg — + .. + ctg —-—— ttg ———— = 
Sia (ia 4n Bi TE án F án 
Zaa 
T 2 
te + 
d 2n 
Analog ca in rezolvarea problemei 143, a) obținem dubla inegalitate 
S ån aep Ari o 4n | án A 
ein © T 3n ör Tr (2n — 3)m (2n — í)r 
2n 
Sra a 
tg ib 2 
2n 
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e Îl mt ad) ital ia a e A a e mrd a alineat 
n in” 1-3 5:7 7 (n—3) (2—1) 8n, 7 16n 
2n 2n 


T 2n de ed a 1 1 
K n ea ab a 
4 R 3 5 7 2n—3 2n—í 
sin — 
2n 
> T 2n > T 
te Z 4n 
2n 
Deoarece, pentru n — œ, termenii extremi din ultima inegalitate 
dublă tind către aceeaşi limită Z| deoarece lim - = 1, lim *Ž* = 
4 a>0 sina a>0 tgo 


a—0 i 


= lim( * cos a) = 1; compară cu soluţia problemei 142, J obținem 
sin a 


1 4 "A T 
1— >+- H. =, 
3 7 5 7 i 4 
ceea ce trebuia demonstrat. 

b) Vom determina acum suma pătratelor rădăcinilor ecuației din pro- 
blema 139, b). Analog ca în rezolvarea problemei 143, b) tragem concluzia 
că suma produselor duble ale rădăcinilor acestei ecuații este egală cu — C} = 
= — n(n — 1)/2 şi suma pătratelor este egală cu 


n? -+ n(n — 1) = n(2n — 1). 


Din identitatea 
aT o 3T 5r 2 ; 
ctg? — + ctg? — + etg? — + .. + ctg? =———— = n(2n — 1) 
4n 4n 4n 
rezultă 


cosec? © + coseci 37 + cosect T Hae + a CAm = 
4n n 4n 
= n(2n — 1) + n = 2r?, 
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de unde, analog ca în rezolvarea problemei 143, a), tragem concluzia că 


nn — 1) < rurus + acd “a op2 


37 5r (2n — 1)z 
sau 
T? 1 1 4 1 z? 
— [1 — a E SES < 
| A t gtt $ (2n — 1) 8 
şi, deci, 
1 1 1 z 
1+ > ++ He 
+ FE + za + 7z + 3 


Ultima formulă este echivalentă cu formula lui Euler: într-adevăr, din 
formula lui Euler rezultă 


Observaţie. Determinind suma cuburilor, a puterilor a patra etc. ale rădăcinilor 
ecuației din problema 139, b), se poate obţine următorul șir de formule: 


1— În 4 A peret 
33 58 7 sa 

1 mă 

i e vai ae E zi E 
haha t : 


e E dl Sr 
35 55 7 1536 
1 1 1 zê 

1+ — + — + — = 
38 59 7° 960 


Toate aceste formule, de asemenea, au fost deduse pentru prima oară de L. Euler. 
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145. Vom alcătui acum două expresii, a căror lege de formare: 
este sugerată de formula lui Wallis: 


îm . 2m , 4n . 4n . (2m— 2n . (2m — 2)r 
S ——————— SN ————— 


sin sin — sin — sin — 
m 4m ám 4m (*} 
sin -Z sin 27 sin SF sin 5r sin (2m — 3)z in Om — 1r 
Zm | gm gm m m 5 Zr 
. 2r . ân . ân . Gr „_ (2m — 2)r . 2m7 
sgin sin —— sin — sin — sin A sin 
Am dm mmm ly 
; T sin 3v sin Ž7 sin EJ i sin (2m — 1)r (2m — 1)r 
n Fn za" am 4m 4m i 4m 


Conform identităților din problema 141, expresiile (*) şi (**) sint respectiv 
egale cu 


m 
Jm-2 . m . (2m — i)z . T T N 
sin — sin ————— = 2m sin —- cos —- = m sin —» 
1 m 4m 4m 4m 2m 
Dim 
m k 2 p] d 
A a ă sin? 7 
sin2 — = 2m = m tg ——:' 
s ELJ 4m 2 sin —— cos —— 
2m—i 4m 4 4m 


Vom demonstra, acum, că expresia (*) nu poate decit să se micgoreze 
prin înlocuirea sinusurilor cu unghiurile, iar expresia (**) va crește. Vom folosi 
faptul că 


sin? kæ — sin?x = (sin kæ + sin «) (sin ka — sin a) = 


= 2 sin (pt era Ey * cos (posta sti sp ateu bacil) E. =) f cos (fc a) a T2) t= 
2 2 2 

= 2 sin (aja ei) cope a bă = do ip E +1) fo OE a T “= 
2 2 2 2 


= sin (k — la sin (k + i)a. 


De aici rezultă că 


sin ka sin ka sin? ka 


sin (k — 1)a sin (k+ Î)a _ sin? ka — sin? a =1- (ae) 
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in timp ce 


(= ta (e Da Ve (at. 
ka ka (ka)? 


Însă din rezultatul problemei 136, b) rezultă că DTe E şi deci 


Sin ha ka 
` 2 2 
1 e) < (E) 
(3 ka 


sin (4 — 1)x sin (k+ Da <E 1a (k + 1)a 


de unde 


? 
sin ka sin ha ka ka 


sin ha sin fa a ka ka i 
sin (4 — Da sin (k+ Da (4 — Do (k+ 1)x 
Avem astfel 


T 2r dr 4r (2m — 2) x (2m — 2) x 


4m 4m 4m 4m zx o m om E <m sin, 
Tn O În 37 om (2m — 3) z (2m — 1) z 2m 
4m 4m 4m m 4m ~ 4m 
2n 4n 4n Or (2m — 2) 7 2mn 
4m 4m 4m 4m — m 4m EA 
a Bn Br 5r Om Dn mr Sam 
4m 4m ám 4m 4m 4m 
sau 

2 2 4 4 2m — 2 2m — 2 R 

Ee a EEE LE < m sin . 

1 3 3 5 2m — 3 2m— 1 2m 

2 4 4 6 2m — 2 2m T 

E SEE ENE P A d E > m tg ——' 

3 3 5 5 3m — 1 2m— 1 4m 


2 2 4 4 _2m—2 2m—2 m-i 


nl A O ep ieh m tg — 
Da A 3 e omaa m=] M Sam 
sau 
in T z 
„nm 2 2 4 4 2m—22m—2. zà, 19 Baa 
e > e e a aaa a > 1 IMMM 
SEA 1 33 5 2m — 3 2m —1 2 2m T 
2m 4m 
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Deoarece pentru m — o ambii membri ai ultimei inegalităţi duble tind 
către una şi aceeași limită = (compară cu soluţia problemei 144, a)), obținem 
2 
146. Vom impărți segmentul OD = a de pe axa absciselor în n părți 


egale şi vom construi pe fiecare segment M, M, un dreptunghi în modul 
indicat la p. 54 (fig. 137). Lungimea bazei fiecăruia dintre aceste dreptun- 


LIN RER 
5 7 


GAs EE e a cutata = a s 
ghiuri este egală cu — , iar înălțimea este egală cu[4—|, unde k este numă- 

n n 
rul de ordine al dreptunghiului, numărind de la punctul 0. Suma ariilor tuturor 


acestor dreptunghiuri este egală cu 
2 2 2 3 
6 a z) + 5) Jea +ht)l-5 (12 4 22+.. 4 n3). 
n n n 
După cum se știe (v. trimiterea de la p. 132) 
EE EE PEU ne asni 
deci, 
a n(n + 1)(2n + 1) 
n? 6 


Aria suprafeței S, mărginite de parabolă, este egală cu limita sumei ariilor 
dreptunghiurilor, cînd numărul lor creşte nemărginit, adică 


3 2 4 
S = lim S, = Hm E = lim a(a PE 


no n>n Gn? n> 
y=snx 


Ol M, Mo Me Meu 


Ol Myy bD * 
Fig. 137 Fig. 138 
147. a) Aria considerată este egală cu 27. Demonstrația rezultă, evident, 
din fig. 138, a, în care se arată că figura AOBDC, care ne interesează, este 


formată la fel ca dreptunghiul POQRS cu baza PS=0D = și înălțimea 
PQ = 2 (adică figura și dreptunghiul sint formate din părţi identice). 
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b) Ca și în problema 146, ca puncte Mı, Ma, ..., M-a vom alege punctele 
care impart segmentul OD = a al axei absciselor în n părți egale (fig. 138,5). 
În acest caz, suma S, va fi egală cu 


S, = h (sin h + sin 2h +... + sin nh), 
unde h = ajn. Utilizind acum egalitatea b 


sin i sin n t 1 h 
sin Å + sin 2h + ... + sin nh = = 
sin > 
vom obține 
sin Ph intti y in £ sin (Et) 
n 
Zi CN a A a 
2 2 
Deoarece lim £22 = 1, rezultă 
a>0 %& 
a a 
n , 2n 
lim = lim 2 = 2 
"sin T” sint 
2n 2n 


Deci aria căutată este egală cu 


S = lim S, = 2 lim sin A sin ai Zi D= 2503 
2 2 n 2 


n>% n- 
1) Această formulă se deduce ușor în modul următor: deoarece 


sin æ sin 6 = = [cos (x — 3) — cos (x + B)], 


atunci 
(sin h + sin 2h + +. + sin nh) sin + = d Guta 2 + [cos = cos Po... 
2 2 2 2 2 2 
+ cas ED cos = cos ai ideale h|. 
2 2 2 2 2 


De aici rezultă 


E cos 2 = cos [n + 2 h ini E ju EEDA 
2 2 2 2 2 


sin h + sin 2h + ... + sin nh= A -O E , 
sin — sin — 
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În particular, pentru a = = vom avea S = 2, iar pentru a = x/2 viom avea S = 1. Cu 
aceste două rezultate este ușor să se arate că aria figurii AOBDC din fig. 138, a este egală cu 
2m, deoarece 


o 
Sogn = 2, SopsP = T, Soar = Spes = ma 1. 


148. a) În rezolvarea acestei probleme este mult mai comod să se împartă 
segmentul AD de pe axa absciselor (OA = a , OD = b) nu în părţi egale, ci 


astfel încit să fie satisfăcută relaţia DM Ma e e aa + Notînd, 
a OM, OM, 
valoarea comună a tuturor acestor rapoarte cu g: 
OM, OM. _ d _ 
a OM, OM 
vom obţine 
OM CLENER RE E 
a OM, OM, a 


şi, deci, q = oa. Deci, cînd n — œ, g — 1. Evident că 
OM, = aq, OM, =0M,: q = a8, 
OM, = 0M, * q = aq, ..., b = OM" q = aq. 
De aici 
hı = OM, — OA = a(q ARC) 1), 
ha = aq? — 09 = ag(q = 1), 
ha = ag — ag? = ag?(g — 1), 


n] 
h, = ag” — aq" = aq” i(g — 1). Fig. 139 


Să observăm că condiția necesară, indicată la p. 51, este aici îndeplinită: 


deoarece g= oja —1 pentru n— œ, lungimea tuturor segmentelor 
My-1 My = h, tinde către zero odată cu creșterea lui n. Aria dreptunghiu-. 
lui al X-lea, în acest caz, este evident egală cu 


h(OM,)” = agg — 1) (ag")”, 
aşa că suma ariilor tuturor celor n dreptunghiuri este egală cu 
S, = a(g — 1)(ag)” + ag(q — î)(aq?)” + ag(q — ag)” + ... 
am + ag? (q — îhag")” = amign(q — 1) [1 + gi + gmp, 
a. H GD D] = gmrigm(g — 1) r =q" = A am (y 5 ] 
g—1 | 


1 
D Deoarece logg = — (losb— loga)—0 cind n> œ. 
n 
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m+L 
deoarece gun+1) = (q”)™+1 = 2 | . Însă pentru n— œ, q— 1; deci, 
a 


lim q” = 1 pentru orice m fix și deci pentru a determina aria trapezului 


n> 
curbiliniu ABCD nu ne mai rămine decit să găsim limita expresiei (g2*1 — 1)/ 
lg — 1) pentru q — 1. 


Vom examina acum, separat, mai multe cazuri. 


1 m este un număr întreg pozitiv. În acest caz simplu 


—1 . 
To > Vi (a Age a ate g Deta diete et Le ete de 
Q> RR a 
de m +i ori 


2°. m este un număr rațional, mai mare deciît—i: 
m + 1 = r]s, unde r şi s sint numere pozitive. În acest caz 


digeră gl pe — 1 ("y — 1 


lim =— = lim 4 = lim : 
a&i q— 1 >i q— 4 @>i qg! — 1 q!” —1 


gi, deoarece dacă g — 1 avem şi q, = fq > 1, din rezultatul de la punctul 1° 
deducem 


1/8 Tr PP 1788 __ 4 
TEC ai i : = lim A Day pi i Ama anti =s 
q>1 gl — 1 >l Qı — qi gr —1 
și, deci, 
mti 
lim € E E A 
q>1 q — 1 


3. m este un număr rațional, mai mic decit—1: 
m + 1 = — rjs, unde r și s sint numere pozitive. În acest caz, utilizind rezul- 
tatul de la punctul 2°, obţinem 


=r;/s a 
= lim? i 
qi q—2 q>l q— 1 q>i 


4°. Dacă m este irațional, atunci gt! se defineşte ca limita expre- 
siilor de forma g”, unde r/s sint numere raționale, care tind către m+1 (de f i- 
niția puterii iraționale a unui număr). De aceea, din faptul 


m+1 
că pentru orice valoare rațională m, diferită de —(, lim Il -=m + 1, re- 
qi q — 
zultă că şi pentru m irațional 
E gnt1.— 
lim =m+ 41. 
g1 g—: 
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. . . E . m — 
Deci, pentru orice m” diferit de —1, avem lim m =m + í. 
T ; T 
De aici rezultă că, pentru orice m diferit de — 1, aria trapezului curbiliniu 
ABCD mărginit de arcul BC al curbei y = z”, de axa absciselor şi de drep= 
tele z = a și z = b va fi egală cu 


1. 4 ani (2 zale put — pal Ă 
m Î a mal 


caz 
———. 


8 
Dj” A D Y 
Fig. 140 Fig. 141 
Observație. Pentru m= — 1 formula ariei trapezului curbiliniu ABCD are cu 


totul all aspect; v. problema 152. 


b) Pentru calculul ariei triunghiului curbiliniu mărginit de parabola 

y = x”, axa absciselor şi dreapta x = b, procedeul cu care am rezolvat pro- 

blema precedentă nu poate fi aplicat, deoarece segmentul OD = a al axei 

absciselor nu poate fi împărţit într-un număr finit de părţi astfel încît, 

abscisele punctelor de diviziune să formeze o progresie geometrică. Însă 

putem. folosi rezultatul obținut la problema precedentă. Într-adevăr, aria 

triunghiului curbiliniu OCD (fig. 140) este limita ariilor trapezelor curbilinii 
A b™+1 — amr b™tl 

ABCD pentru A — 0. Expresia ——— tinde către ——— pentru 
m+l m+i 


prt 1 


m+1 i 


a— 0; deci, aria triunghiului curbiliniu este egală cu 


Observaţie. Rezultatul obţinut în problema b) își menţine valabilitatea nu numai 


pentru valori pozitive ale lui m, ci şi pentru valori negative alc lui m, mai mari decit — 1 
PR+L — a™+i bm+1 
dacă m> — 1, atunci lim —————— = 
a>0 m+1 m41 


curbiliniu OCD, deoarece curba y = 2? are forma reprezentată în fig. 141, a. Însă, indiferent 
de faptul că figura mărginită de curba y = 27, axa abscisclor, axa ordonatelorz = 0O 
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} În ultimul caz, nu există un triunghi 


ŞI dreapta z = b pentru m negativ se întinde la infinit, se poate totuși vorbi de aria acestei 
figuri (inţelegind, de exemplu, sub denumirea de arie limita sumei ariilor dreptunghiurilor 
reprezentate în fig. 141, a, cind baza fiecăruia dintre aceste dreptunghiuri tinde către zero)ș 
această arie este egală cu b”+1/(m + 1). 

În mod analog, pentru m < — 1 se poate vorbi despre aria figurii care se întinde la 
infinit, mărginite de curba y = z™, axa absciselor și dreapta x = a (fig. 141, b; această arie, 
care trebuie înţeleasă ca limita ariilor dreptunghiurilor reprezentate în fig. 141, b, cind baza fie- 
“cărui dreptunghi tinde către zero, iar suma tuturor bazelor tinde către infinit, este egală cu 


bmi — amr a™+1 
lim ———————————— —— 
b> œ ml —(m + D 
149. Vom împărți fiecare dintre segmentele axei absciselor A,D, (04, = 
= 4, OD, = b,) şi AaDa (OA; = aa, OD, = de) în n părţi egale şi vom con- 
strui pe fiecare dintre aceste părți un dreptunghi, așa cum se arată în fig. 142. 
Aria dreptunghiului al k-lea dintre primele dreptunghiuri, evident, este 
egală cu 


b 
Sp = bT 1 bi E., i 
B= n ba (nah b 
tı k = d k + k= 
1 


La fel, aria dreptunghiului al k-lea dintre celelalte dreptunghiuri este 
egală cu 


y 
O| A DA Da 
Fig. 142 
U 
a a a a e 
a, + kh (n — ha + kbs n— k+ ktt 
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: . b b 
Deoarece, conform enunțului problemei, = =- , avem SH = SA. De 

a WM 
aici rezultă că suma S, a ariilor celor n dreptunghiuri din primele drept- 
unghiuri coincide cu suma S, a ariilor celor n dreptunghiuri dintre celelalte 


dreptunghiuri. De aici decurge rezultatul căutat (v. p. 52). 

150. Vom examina separat o serie de cazuri posibile. 

1° Numerele z, şi z sint amindouă mai mari decit 1 (fig. 143, a). Deoarece 
Meni , atunci, conform rezultatului la problema 149, ariile celor două 

Z2 

trapeze curbilinii, hașurate în fig. 143, a, sint egale. Deoarece aria trapezului 
curbiliniu mărginit de axa absciselor, hiperbola y = 1/z şi dreptele z = 1 
Şi z = 2,2 este egală cu suma ariilor celor două trapeze curbilinii mărginite 
de axa absciselor, hiperbolă și dreptele z = 1 şi z = Za respectiv z = za şi 
2 = 222, avem 


P(2a22) = F(21) + P(z2). 
2° z = 1/21; z > 1 (fig. 143, b). În acest caz, egalitatea pe care trebuie 


să o demonstrăm capătă forma 


Fla) + F (=) = PU) = 0, adică r(—) = — F(z). 


1 Z1 


Deoarece 34 :1=1 pi , atunci, conform rezultatului la problema 149, 


21 
aria trapezului mărginit de axa absciselor, de hiperbolă şi de dreptele z= 4 
şi z = z este egală cu aria trapezului mărginit de axa absciselor, de hiperbolă 
şi de dreptele z = 1/2, şi x = 1. De aici rezultă imediat egalitatea cerută 


F (=) = — F(z) (v. p. 53). 


Aa 
3° zı şi za sînt ambele mai mici decit 1. În acest caz, pne şi A 
An Za 2128 
vor fi mai mari decit 1 şi, pe baza celor demonstrate mai înainte, 
1 1 1 
r(—) = — F(a), F(=) = — F(z), | = — F(z), 
Zi Zo Z122 


OMOR) 
Z1 Za 2122 
Înmulţind ambii membri ai ultimei egalități cu — 1, vom obține egalitatea 
cerută 
F(z21) + F(z) = F(2122). 
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4° 2, > 1, za < 1 (însă zuza # 1). Pentru precizare, vom presupune că 
zı > 1/2, aşa că za > Î. Deoarece 1/22 > 1, conform celor demonstrate 
mai înainte 


1 1 hi 
F(zaza) — F (>) = P (aa Ă =) = F(2), 
de aici, 


F(z) = Fla) — F ( a = F(e,) + Flea). 


2 


Cazul 2,22 < 1 se examinează în mod analog. 
Cu aceasta, relația cerută a fost demonstrată în toate cazurile. 


151. Să observăm că, prin insăşi definiția sa, funcția F(z) este o funcție 
crescătoare: pentru Z, > Z, evident, F(z) > F(z). Deoarece F(1) = O şi, 
cînd z creşte, F(z) variază continuu şi nu poate „să sară“ peste nici o valoare, 
atunci pentru a ne convinge de existența unui astfel de număr e, pentru care 
F(e) = 1, trebuie numai să arătăm că există astfel de numere z pentru care 
F(2) > 1. 

Vom arăta că F(3) > 1. În acest scop, vom duce tangenta B'C” la hiper- 
bola y = 1/z în punctul G de coordonate z = 2, y = 1/2 (fig. 144, a). Aria 
trapezului ABCD (OA = 1,0D = 3) este egală cu 1, deoarece linia lui de mij- 
loc HG = 1/2, iar înălțimea AD = 2. De aici rezultă că aria F(3) a trapezului 
curbiliniu ABCD este mai mare decit 1, ceea ce trebuia demonstrat. 


| | 


Vom arăta acum că F(2) < 1. Aceasta rezultă din fig. 144, b: aria tra- 
pezului curbiliniu ABGH (OA = 1, OH = 2), egală cu F(2), este evident mai 
mică decit aria pătratului ABG'H, egală cu 1. 


Astfel, 
F(2) < 1 < F(3), de unde 2 < e < 3. 
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152. Vom demonstra, mai întîi, următoarea proprietate importantă 
a funcţiei F(z): pentru orice « are loc egalitatea 


F(2*) = al'(2). 


Această demonstraţie o vom face în mai multe etape, prelungind treptat 
domeniul numerelor « considerate. 


1° F(z) = nF(2) pentru n întreg pozitiv. Într-adevăr, conform rezulta- 
tului la problema 150, vom avea 


F(z) = F(2) + Fl) = 2F(), 
F(2) = F(22) + F(z) = 2F 
F(A) = F(®) + Fe) = 3F 


(2) == 3F(2), 


Z 


Y y 


F(2*) = F(t) + F(2) = (n — 1) F(z) + FO) = nF(2). 
2° F(z*) = kF(z) pentru k întreg negativ. Într-adevăr, fie k = — n, unde n 
este un număr întreg pozitiv; atunci, evident, F'(z*) = F (=) = — F(z”) (v. 
g” 


rezolvarea problemei 140) şi deci 
F(2) = — nF(z) = kF(2). 


30, F(zn) = L F(2) pentru m întreg. Într-adevăr, înlocuind în egalitatea 


demonstrată Fa) = ta F(z) numărul z, cu zY”, vom obţine 


F(z) = mF (212), de unde F(zn) = A F(2). 
m 


F(z), unde n/m este un număr rațional oarecare. Într- 


adevăr, 


Farm) = Fam] = nF (am) = = Fla) 
m 


(v. punctele 1° — 2° şi 3°). 
5° F(z") = aF(z), unde a este un număr irațional oarecare. Vom forma 
rx . . . . , , , 
două, şiruri de numere raționale a, aa, «--, Æp. Și ap Gay eey Ony e, Care 
verifică următoarele condiţii: 
a, — a <0, a,—a>0, lim a min An = Q. 


n>% 


(Ca urmare æ, și «p pot fi luate, de exemplu, aproximațiile zecimale prin lipsă 
ale numărului «, respectiv prin adaos, cu o eroare de 1/102.) 
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Deoarece, evident, funcţia F(z) creşte odată cu z, putem scrie 
F(z) < F(2%) < F(z%a) 
sau, deoarece a, și «, sint numere raționale, 
a,F'(z) < F(z) > oF(2) 


(v. punctul 4%). De aici 


PR e ENE e el ain 
F(2) n-o F(z) n>% 
însă, deoarece lim a, = lim «, = q, din ultima egalitate rezultă 
n-> © 
E) = a; F(2%) = aF(2), 
F(2) 


ceea ce trebuia demonstrat. 
Acum este ușor să se demonstreze că F(z) = loge z. Într-adevăr, conform 
celor demonstrate mai sus, vom avea 


F(z) = F(eloe 2) = loge z * F(e) = loge z, 
deoarece F(e) = 1 conform definției numărului e. 


153. a) Vom împărţi segmentul OD al axei absciselor, unde OD = b, 
în n părți egale (fig. 145). Lungimea fiecărei părți obținute va fi egală cu 
bjn, iar înălțimile triunghiurilor înscrise în curba y = a” şi construite pe aceste 
părți sint egale respectiv cu 1, a/”, ara, ..., aln-ib/n, Deci suma S, a ariilor 
tuturor dreptunghiurilor este egală cu 

b b æœ—i 
= — (1 + œr p a?r p -p aD = Meh 
Sa aE + +--+ ) ETET 


Aria S a trapezului curbiliniu OBCD este egală cu limita sumei S, pentru 
n— œ; astfel, 


b — b —— 
bami E D mi ni II 
no n (an — n-o n a 
p 


Însă, conform”rezultatului la problema 159, c) 


n>n 


lim (an — 1) = Loim nĮæ — 1) = {in =h a. 
b b n-o b 


Deci 
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În particular, dacă a=e, obținem următoarea expresie simplă: S=e°— 1). 

b) Prima rezolvare a acestei probleme poate fi obţinută din 
rezolvarea problemei a), folosind faptul că ecuaţia curbei y = log, x poate fi 
scrisă şi sub forma v= y". Trebuie să găsim aria triunghiului curbiliniu 
ABC, unde OA =1, OB =b (fig. 146). 


Fig. 145 Fig. 146 


Vom determina, mai întîi, aria trapezului curbiliniu OACD. Ecuația. 
curbei considerate este de forma y = log, z sau z = a”. De aici rezultă că 
trapezul curbiliniu OACD are aceeaşi formă ca și trapezul curbiliniu OBCD 
din fig. 145, a cărui arie am calculat-o în problema precedentă D. Trapezul 
OACD este mărginit de curba z = a” și dreptele y =0 și y = log, b, deci, 
conform rezultatului la problema a), aria lui este egală cu 


a'ad — 1 b—i 
Soaco = ————= . 
In a . lna 


Însă aria triunghiului curbiliniu ABC este egală cu aria dreptunghiului 0OBCD 
minus aria trapezului OACD. De aici, obţinem ? 
b—1_ blog,bna—b+1i _ blnab—b+41 


S = b log, b — 
In a In a In a 


În particular, pentru aria $, a triunghiului curbiliniu mărginit de axa absciselor, de curba 
y = In z şi de dreapta x = b obţinem formula 


So=bmb—b+1, 


D Mai precis, aceste trapeze vor fi simetrice (deoarece sensul pozitiv al axei Oy se află la 
stinga axei Oz, dacă se privește în direcţia pozitivă a celei din urmă, iar sensul pozitiv 
al axei Oz se află la dreapta axei Oy). 

2 Amintim demonstrația faptului că loga b Ina = ln b. Deoarece aloga b=b , iar a= eM e, 
atunci (eln a)loga b = eln a logab=b=emt și, deci, lnaloggb = ìnb. 
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iar pentru aria Sọ a triunghiului curbiliniu mărginit de axa absciselor, de curba logaritmică 
y = lg și de dreapta z = b obţinem formula 
s binb— b+1 In 10-Blgb—b—+1 2,3blgb— b+1 
II e 

In 10 In 10 2,3 


Rezolvareaadoua. Vom împărţi segmentul AB, unde OA =1, 


OB = b, prin punctele M,, M,,..., Myo. în n părţi astfel ca o OM, = 


OM, 
g M n = 2 (fig. 147). În acest caz, vom avea 
TOM, OM 


a-l 


OM, =q, OM, = q2, OM, = Ë, ...,0Ma = 91, OB = q" =b, 


unde g = fb (compară cu soluția problemei 148). De aici rezultă că bazele 
dreptunghiurilor reprezentate în fig. 147 sint respectiv egale cu 


q— 1, gq — 1), (q — 1), 1g — 1), 
iar înălțimile cu 
log, q, log, g? = 2log, q, log, q* = 3log, q, ---, l0ga g” = n log, 4. 


Astfel, aria triunghiului curbiliniu ABC va fi egală cu limita, pentru n — œ, 
a sumei 


Sa = (q — 1) log, g + g(a — 1):2 log, g + q2(q9 — 1): 3log g + .-. 
„+ q"i(g — in log, g = (q — D(1 + 2g + 3g? + ... + ng™?) loga g 
Însă [v. mai jos problema 168, b)] 
n — 1 
1+ yt o H mg ML, 
q—1 (—1? 
deci 


Sa = ng" log, q— (g — 1)log. 9 
g—1 
= 1 
sau, deoarece q = fb, log, q = —log,d, 
n 


(b — 1) log, b. 


Sa = b log, b — = 
et a=) 
Dar lim n(Pd — 1) = In b [v. problema 159, c)]: deci 
NV 
—í lnb—b+4+1 
= lim $, = b logad — (b — 1) 2E? = blog E e A 
n-o n b In a In a 


(v. trimiterea de la p. 349). 
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Observaţie. Dacă vom determina aria in problema b) independent de soluţia pro- 
blemei a) [v. rezolvarea a doua a problemei b)], alunci din formula obţinută nu este greu 
să găsim rezultatul problemei a) [compară cu prima soluție a problemei b)]. 


154. Rezolvarea acestei probleme este analoagă cu rezolvarea a doua 
a problemei 153, b). Vom împărţi segmentul AB, unde OA = 1, OB = b, 
OM, OM: _ 


1 OM, 


prin punctele Mi, Ma, Ma., Ma- în n părţi astfel ca 


<< 
— 


ip Dl erei 


=. E ae (fig. 148). În acest caz, bazele dreptunghiurilor 
reprezentate în fig. 148 vor fi respectiv egale cu 
q— t, glg = 1), Pig — Dig 1), 


unde g = fb, iar înălțimile vor fi egale cu 


loga q 2logag 3logag . . nlog,g 
q g g q” 


[compară cu soluția problemei 153 b)]. De aici, rezultă că aria S a triunghiului 
curbiliniu ABC este egală cu limita, pentru n — œ, a sumei 


s = t) logag | 2g — 1)log,q n(g — 1) log, 


AR r O n ai La A A i L AV EEE 
q q q 
—í i)q— 1 
=1 logg + 2+ 3+ n t mm PPE DA iog, g 


sau, deoarece g = fb, log,q = 2 leg, b, 
n 
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Deoarece conform rezultatului la problema 159, c) 


lim n(Țb — 1) = lnb 


Şi evident b, 


n>n n n=>o n>n 


mee ca (+ d 7) =1, limfb=1, 
n 
atunci ? 


S = lim S, = In b log, b = 2 In a (log, b}? 


nə w 
În particular, aria triunghiului curbiliniu mărginit de curba y = Tig » de axa absciseloa 
T 
şi de dreapta z = b este egală cu i b, iar aria triunghiului curbiliniu mărginit de curba 


l 
= er » axa absciselor și dreapta x = b este egală cu 


— In 10 1g2 b a 1,15 lg? b. 


155. Vom determina aria suprafeței mărginite de parabola de gradul 
k, y = ză, de axa absciselor și de dreapta z = b, alegind punctele M, M,,... 
a Ma- (v. p. 51), astfel ca ele să dividă segmentul OD în n părți egale. 
Suma S, se calculează la fel ca în rezolvarea problemei 146; ea este egală cu 


Sa = hht + (2h)? + e. + (nh)¥] = Rl + 2+ + n. + nb), 
unde / = b/n. Astfel, aria căutată este egală cu 


per EH H tn, 


në+t1 


S = lim 


n> 
Dar, din soluția problemei 148, b) se știe că S = b¥+1/(k + 1). De aici rezultă 
că pentru orice k > — 1 [v. observația în rezolvarea problemei 148, b)] 
k k k 
me ZE ek 1 
no peri k+ 4 


Pentru k număr intreg pozitiv, proprietatea din problema noastră poate fi demonstrată, 
de asemenea, pur algebric (v., de exemplu, soluțiile problemelor 151 și 316 din cartea [56]. 


1 Compară cu trimiterea de la p. 341. 
2, Compară cu trimiterea de la p. 349. 
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156. a) Este suficient să demonstrăm că pentru n œ> m are loc inegali- 


i) 


n log(1 + =) > mlog(1 + =) 
n m 


sau 


Vom lua logaritmii în baza e (v. problemele 149—152); în acest caz, 


In (+ + —) este aria trapezului curbiliniu ABDC mărginit de hiperbola y=1/z, 
n 
de axa absciselor și de dreptele z = 1 și z = 1 + E2 ; în mod analog se deter- 
n 
mină şi În (+ si 7) (fig. 149). Fie ABNK dreptunghiul cu baza AB, egal 
m 


în mărime cu trapezul curbiliniu ABDC; în acest caz, Sasux = AB : AK = 


SE AK şi, deci, 
n 


A AR = Same = n (1+ E), AK=n (1+ 2). 
n n n 


Fig. 149 Fig. 150 Fig. 151 
Mai departe, deoarece, cu notațiile din fig. 149, Sasa = Sano Și 
SBB,MN > S BB,D,D, atunci, evident SAB.ME > SaDic- Însă, 5 4,B.MK =—AB, AK= 


= 1 AK = A: nln (+ + 5} SaB,Dc = In (+ + >) deci 
m m n m 


nn > n(t+ 2), n m(1+ È) >m (1+ E). 
m n m n m 
ceea ce trebuia demonstrat. 


23 — Probleme neelementare — c. 366. 353 


b) Este suficient să demonstrăm că pentru orice număr întreg pozitiv n 
are loc inegalitatea 


ei e] 


Vom forma diferența 


M T 


4 1 
= nt Dahi +E) m+ 2m (+-)= 


serapi -et 


(logaritmii sint naturali!). Dar (1 + 1) n( 1 ) este aria 
n 
trapezului curbiliniu BB,D,D mărginit de hiperbola y = 1/, de axa absci- 
1 1 1 
selor și de dreptele Palp AER T n ( “a este 
aria trapezului curbiliniu ABDC mărginit de aceeași hiperbolă, de axa absci- 
selor şi de dreptele z = 1 şi z=1+ (fig. 150). Aria trapezului 
n 

curbiliniu BB,D,D este mai mare decit aria dreptunghiului BB,D,K, care 
este egală cu 


4 1 4 4 n 1 N 
man (ihia 
4 p 


deci, 
men Dome ratare 


Aria trapezului curbiliniu ABDC este mai mică decit aria dreptunghiului 
ABLC, care este egală cu 


AB-AC = . ; 
n+i n+i 
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deci, 


In (+ + 1 ) < = 
ni n+ 1 
Din compararea celor două inegalităţi obținute rezultă 
4 A+ 4 n+a 
In |[1 + — — în |[[ = 
AE] 


= m [in (ir mar) n l 


ceea ce trebuia demonstrat. 


10 1 \a+1 
În cele ce urmează, este important că lim |1 + — şi lim |1 + — coincid cu 
n> n n>m n 


numărul e definit pe cale geometrică în enunţul problemei 151. Pentru demonstraţia acestui 
fapt este suficient să demonstrăm că pentru orice n 


( + =) <e< f + =]: *) 
n 


n 


de aici și din faptul că șirurile din problemele 156, a) și b) tind către aceeași limită, re- 
zultă că această limită poate fi numai numărul e. Însă deoarece lne = 1, inegalităţile (*) 
sînt echivalente cu următoarele: 


112 1 \P+1 
n (1 a <fr 2] B (**) 
n n 


Numărul In [+ + >) este egal cu aria trapezului curbiliniu ABCD mărginit de hiperbola 
n 


y = 1/x, axa absciselor și dreptele z = 1 și xr = 1 + — (fig. 151). Însă aria acestui trapez 
n 
este cuprins între ariile dreptunghiurilor ABED şi AFCD cu baza comună AD = 1/n și cu 


2 Obținem astfel 


înălțimile AB =1 şi CD = 7 = 
1+ — 
n 
qimi DEE EE. 
n n n n+i n+ 1 


de unde rezultă inegalitățile cerute (**). 


Observaţie. O demonstraţie pur algebrică a proprietăţilor din problemele 156, a) 
şi b) se află, de exemplu, în [56]. 
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157. Fie, mai întii, z pozitiv. Vom considera trapezul curbiliniu ABCD 


mărginit de hiperbola y = axa absciselor şi dreptele p= í şi r= 
z 


je (fig. 152, a). Aria acestui trapez este cuprinsă între ariile dreptunghis- 
n 


4 


Fig. 152 


rilor ABED și AFCD, adică între E 4 şi Ze ma —% — (compară 


cu sfirșitul rezolvării problemei 156). De aici rezultă că 


2 > In (+ + => 2_ sau z> m|(1 + =] | „E 
n n n+z n EE 
n 


Trecînd la limită pentru n — co, obținem 


de unde, conform definiției logaritmilor naturali, rezultă 


n>n 


lim ( + =) =, 
n 
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În mod analog, se consideră şi cazul z negativ (fig. 152, b). Aici S4559 = 


Z 1 
= ——': 1, Saro = s4, =- — »  Sazco = — ln (1+2 
R 1-2 n—z n 


n 
(amintim că z este negativ; (v. p. 53) și din fig. 152, b rezultă 


z z z 
sau — > In 1- 2> 
n— z n n n—s 


>11- 47]> ay 

n 4 — Ea 
n 

Trecind la limită pentru n — œ, obținem din nou 


în [im (+ a =] Se deun la (+ ie =) SR | 
n n 


sAd -mhi + Ż)<- 
n n 


sau, în sfîrşit, 


nən new 


158. Vom transforma expresia (+ + =) folosind formula binomului 
n 


lui Newton: 


ENA iai SE A a EBU), ape a, 
( +2) LA re n?22| i 
a 2 n(n— î) (n — 2) ..n — (n — 0] 
n” nl 
2 1 z2 1 2 
ză fb A A [de Ea ea 
rai ral 31 + 


wt (tat [i 2-24, 


(1+ 2) = 1 + u, + ug + Us H o + Urt Urn F o H do 
unde 


E Cai [Ce -5 (= 14, 2. n). 


Putem scrie 


n n n 


Termenii u, ai sumei verifică, evident, următoarele inegalităţi: 


L] [isal zi [1 — 2) lz] 
juls, Beal andal, 
k Jus] RFI k41 
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Din a doua din aceste inegalităţi rezultă că 


u | $ 
|as] <] slza r |u ama < Iialgi 33l nl z 
< d —— ... 
| tra | lussi i [al z TP’ 


Vom alege acum pe k astfel încît să fie satisfăcută relația + 1™ |z] (aceas- 
ta este totdeauna posibil, deoarece vom trece apoi la limită pentru 7# — co 
şi, deci, sumele considerate vor conține un număr suficient de termeni). Pentru 
aceşti k 


|ter F Ur F oe F Un |S | Ural Hl Uel + o H lnl a 


sepi E] 


|z] 
k+1 [zi |z" 
< = a ge 
il aa lzi lal a z| ki(k+1— le) 
k+i 


Însă 


(1+ Zahar me -t me H i) = ama H tina H oa D an 


aşa că 
TEE E ah e a) el a 
( z) tOO RTOC niki) 
De aici, rezultă 
imla 2y- a E l AR 
iml(1+ 2) AF a at H m|| aa 


2—>00 n>n 


k n 
Deoarece lim ut = n iar lim (+ + 2) = e (v. problema 157), atunol 
n 


2 k k+1 
f1 Pype Een ii. 
i (tza +2) RI 12 zl) 


Însă este evident că 
k+l 
im— | = 
>o kl(& + 1— la) 
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Deci, 


í z2? ză 
im je (1 ap E ++ =. 


new 


iar aceasta inseamnă că 


2 z zR 

El pa ae Ceapa aa 

11 21 3! nl 
159. a) După cum se ştie ln |1 + i este egal cu aria trapezului curbi- 
n 
liniu ABCD mărginit de hiperbola y = 1/x, axa absciselor şi dreptele x = í 
şi z = 1 -+ — (v. fig. 151). Deoarece aria acestui trapez este mai mică decit 
n 


aria dreptunghiului ABED și mai mare decit aria dreptunghiului AFCD, 
rezultă 


De aici 


1 4 ; 1 
1>ninţ1 + => — =1— ;  lmnalj|i+ —|=1. 
n) ni ni s-o n 
Observaţie. Afirmația din problema de faţă este echivalentă cu faptul că 
? 
lim [+ + z) = e (compară cu sfirșitul rezolvării problemei 156). 
n 


logaz_ ln z 
logea ma 


4 n (1 + 5) 1 
limn log,(1 + > est Ii ASE IE 
DEL) n s-o In a In a 


b) După cum se știe, log, z = (v. trimiterea de la p. 349). 


Astfel, 


c) Să ne amintim că aria trapezului curbiliniu ABCD mărginit de hiper- 


bola y = E axa absciselor și dreptele z=1 şi z=fa este egală cu 
T 
lafa = Aia 
n 
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Aria trapezului mărginit de hiperbola y = 1/z și dreptele z = 1 și r= 1 P 
+— In a este, evident, mai mică decit aria dreptunghiului cu baza 


L ln a şi cu înălțimea 1 (v. fig. 153, a), adică este mai mică decit A ln a; 
n 


de aici rezultă că 


o EEA T 
n 


Fig. 153 


La fel, aria mărginită de hiperbola y = 1/z și dreptele z= 1 şi z = 
E A, 
1— >na 

n 


A este mai mare decit aria dreptunghiului cu baza 


1——lna 
n 


şi inălțimea 1— E lna (fig. 153, b), adică este mai mare decit £ In g; 
n n 


deci, fa < i — . Astfel, 


1— ~na 
n 
4 
4 _ 4 na 
— lna<fa—1< i ii aaa Pau 
n 1 — —lna 1 — — lna 
n n 
adică 
= lna . = 
Ina < n (fa — 1) < — =, de unde lim n(fa — 1) = na. 
4 — na ada 
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160. Să considerăm suma ariilor a n — 1 trapeze (mai exact, a unui 
dreptunghi şi a n — 2 trapeze) de înălțime 1, înscrise în curba y = ln s 
(fig. 154, a). Deoarece bazele trapezului al k-lea sînt egale cu În & şi In (k + 1), 
suma considerată este egală cu 


—1 
22 a pa Ritm? p a 


= În 2+ in 3+ n 4+ nn + an 


Deoarece aria S a trapezului curbiliniu mărginit de curba y = In z și dreap- 
ta z=n este, evident, mai mare decit suma ariilor trapezelor noastre, 
avem 


S” > In 2+I1n3+...+In(n—1)+ Alan, 
iar, în acest caz, diferența 


o = 50 — |n 203 + ln (= D+ ina] 


oreste odată cu n (această diferenţă este egală cu suma ariilor a n — 1 seg- 
mente tăiate din curba y = ln z de coardele care mărginesc trapezele noastre, 
iar cînd n crește, la această sumă se adaugă ariile unor noi segmente). 

Vom construi acum n — 2 trapeze, fiecare dintre ele mărginit de dreptele 
a = k — 0,5 şi v = k + 0,5 şi de tangenta la curba y = |n z în punctul 
de abscisă z = k (k parcurge valorile 2, 3, 4,...,n — 1), şi le vom adăuga 
incă un trapez mărginit de dreptele z = 1 şi z = 1,5 și de tangenta la curba 


pd 
11815 2 25 3 353 455 556 * 


Fig. 154 


y = ln z în punctul de abscisă z = 1,25 și un dreptunghi de înălțime ln n 
cu laturile situate pe dreptele z = n — PT şi z = n (fig. 154, b). Deoarece 
linia de mijloc a trapezului al ķ-lea este egală cu ln (k + 1), iar linia de mijloc 
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a trapezului mic adăugat este egală cu ln 1,25, aria întregii figuri obţinute 
va fi egală cu 


[n 24 în 34 ln (n N+E lan + Dna 


=|in 2+ în 3+.. + m(n — + ln nn 


Dar această arie este mai mare decit aria S™, deci 
|n 2+ In 3+...+In(n—1)+ 2 In n] + pn >S”, 


De aici rezultă că, pentru orice n, 


1, 5 
K® <>n. 
20 4 


În rezolvarea problemei 153, b), s-a arătat că S™ =nlnan—n+1 
Pe de altă parte, 
la 2+ ln 3+... +n (n—íi)+ln n=l 2:3...n=ln nh. 


Utilizind aceste relații, putem scrie expresia pentru K™ în modul 
următor: 


Ro = (nina n +1) (in ni- m n)= 


n” În 


= In m — In e’ +1—innl + nyn = In PAR la 


+4. 


Deoarece 0 < K™ < = In pentru orice n, rezultă 


n n —In—s» 
0 < In Tea + 1< 3 
adică 
n” yn EEEE 
ăla AL nIe" <—l+ahna 
le 4 5 
1 > In n Z 1 — —1In— 
n? În 2 j 


nl e” i 4 [nY 
e> => A e sau e Jn tai glas ein , 


ceea ce trebuia demonstrat. 
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161. Vom continua raționamentul folosit la obținerea soluţiei problemei 
160. Deoarece K( creşte odată cu n, însă rămine tot timpul mai mic decit 


4 5 aa a dz tuba e uit azi i 
— In T această mărime trebuie să aibă o limită determinată, de asemenea, 


2 
nu mai mare decit A In 5 (însă, evident, pozitivă, deoarece K“ este pozitiv 


pentru orice n). Deci, 


lim K™ = K, unde 0< K< A pa 


nowo 2 


D 


Dar, în rezolvarea problemei 160 s-a arătat că 


Ro = mN 41; 
nl e” 


deci dacă există limita K = lim K™, atunci există și limita 


n> W 
n 


f a 
lim n fra? deci eco fe 


ceea ce trebuia demonstrat. 
b) Pentru a determina valoarea numerică a limitei 0 a raportului 
n! 


3) 


pe care o putem scrie sub forma 


= C™, vom folosi formula lui Wallis (problema 145) 


2 2 4 4 „2n 2n 
sol 1 3 3 5 2n — í 2+1 


(2-4.6... 2n) im — PD] 


wj = 
2 


ae (1: 2:3-45.. mnt 1) >w [20n + 1) 
sau 

p Ri BE 
n>m (2n) TE a: 4 


Vom pune în ultima egalitate 


ni= Ca TE (2n)! = Ce» J3 =): 
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vom obține 


227(C)2n =) 
e > im e e Îi i 
sa Cean =) 2n +1 no ce] 22 +1 
e 2 LO 
Însă 


lim C™ = lim C®» = C, lim |] 29 aia [2+4 =: 


s~o Bom n> 


(cm 


deci 
NT = = Zr de unde C= yîn, 
coca ce trebuia demonstrat. 


„462, a) In n este egal cu aria trapezului curbiliniu ABCD mărginit de 
hiperbola y = 1/z, axa absciselor și dreptele z = í și x =n. 
Vom construi, acum, o figură in trepte din n dreptunghiuri, ale căror 


baze sint toate egale cu unu, iar înălțimile sint egale respectiv cu li o. 


sti l 1 (big: 155, a). Evident că aria trapezului curbiliniu ABCD, egală 
n — 


sa în n, este mai mică decit aria acestei figuri în trepte. De aici rezultă că 
1 1 1 
1+ >+ +... + ——— >lin 
+ 3 + 3 +e + Tai , 
adică 
Lat 1 
„pa ++.. + —— — n n>. 
Y + 7 + 3 PF se + rac | 
Vom înscrie acum în acelaşi trapez curbiliniu o figură în trepte formată 


din n dreptunghiuri cu bazele egale cu unu şi cu înălțimile respectiv egale cu 


zoge ... ș — (fig. 155, b). Deoarece aria acestei figuri în trepte este mai 
n . 
mică deci; ABCD, rezultă 
Al A 1 
In n > — +4 tH. HM 
2 ză 3 EA 4 ZA n 


Deci 
1 4 4 1 
Apa +.. + —— — lnn<i——. 
Ya tata t we i nn s 
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Astfel, pentru orice n, 0< y, <1. 

b) Cind n creşte, mărimea y, creşte; într-adevăr, y, este diferența dintre 
aria figurii în trepte, formată din dreptunghiuri, şi aria trapezului curbiliniu 
ABCD, adică y, este egal cu suma ariilor părţilor din dreptunghiuri, haşurate 
în fig. 155, a. Deoarece cînd n creşte diferența 


Fig. 155 


1 
n— 


1 A 
v =1 ++.. —inn 
Yn + 773 +. + i 
creşte, însă rămîne tot timpul mai mică decit 1, ea are limita y care de age- 
menea nu este mai mare decit unu (insă, bineinţeles, mai mare decit zero, 
deoarece toţi y, sînt pozitivi). Cu aceasta, problema 162 este complet rezol- 
vată. 


Fig. 156 Fig. 157 
163. a) Suma 


lg 1lg2 lg3 lg (n — 1) 
pg a OE ca 


este egală cu aria figurii în trepte hașurată în fig. 156. Pentru n mare, această 
arie nu va fi diferită prea mult de aria triunghiului curbiliniu ABC, egală, 
In 10 


conform rezultatului la problema 154, cu lg? n (2 1,15 lg? n). De aceea, 
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In 10 


este firesc să ne gindim că numărul căutat C va fi Vom evalua 


diferenţa i 

l lg 2 g3 l 

Em T T fs; KA Saeg n, 
unde C = Aa D pentru aceasta trebuie, mai întîi, să studiem mai exact 
forma curbei y = wz . Evident, că, pentru z — 0, mărimea Bs tinde 


către — œ, pentru z = 1 ea este egală cu zero, iar pentru z — œ dinde către 
zero (ultima afirmație rezultă din faptul că raportul dintre numărul cifrelor 
din scrierea în baza zece a numărului n şi însuşi numărul n pentru n — oœ 
tinde către zero, iar numărul de cifre ale lui n diferă de lg n nu mai mult decit 
cu 1). Vom utiliza acum faptul că 


“ia + i n(n+ 1i) {n +1 n(n+1), Ta 1 n(n+1) T 
—y = a ( + z) =< = 
În n n n n 


[v. problema 156, a)]; deci, pentru n > 4 are loc inegalitatea" t 'yn4 1 < În. 
Însă V2 = 1,44, 73 = 1,44 ... şi Va = VZ = 1,441, ..., deci 
J2 <73 şi Y3 > 4> 5 > f6 >... 
Logaritmind aceste inegalităţi, vom obține 

lg 2 _lg3 . Ąg3_ lg4 _ lg5_ lg6 
Sc pi >>> 

2 3 3 4 5 6 
lg z 

£ 
apoi undeva între z = 2 şi z = 4 ia valoarea cea mai mare și după aceea 


descreşte. Pentru a vedea mai exact unde anume între 2 şi 4 această mărime 
ia valoarea cea mai mare, mai sint necesare cercetări suplimentare. 


> ee 


De aici, se vede că valoarea lui , cind z creşte, la început creşte, 


Vom compara valorile 15.79 şi e2 


2,5 i. 3 
lg 2,5 u lg 10/4 z 4(1 — 2 lg 2) = &(1 — 0,60206 ...) = 015917... 
2,5 10/4 10 10 
K EEN E A 
3 3 
Deci, Ig 25 > LE ,de unde rezultă că cea mai mare valoare a lui digz se 
E) T 
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; . l 
obține pentru z cuprins între 2 şi 30. Astfel, curba y = Æ T are într-adevăr 
z 
forma reprezentată în fig. 26. În acest caz, cea mai mare valoare a lui 182 nu 
T 


poate fi mai mare decit z3 (deoarece lg x < lg 3 pentru 2 < z < 3, iar z > 2). 
Aria triunghiului curbiliniu ABC va fi pentru orice n mai mică decit aria 

figurii în trepte haşurată în fig. 157. Însă aria acestei figuri în trepte este mat 

mică decit 

lg (n — 1) 


22 13 1 lg 4 
IE ce a E la Ei ua 
4 n— i 


2 3 3 
lg 2 


(aria primului dreptunghi este egală cu , a celui de-al doilea este mai mică 


decit ez, a celui de-al treilea este egală ou-85 , a celui de-al patrulea este 


adică cu E etc.). Deoarece si = 0, se poate scrie 


lgi  lg2  lg3 lg (n— 1)  lg3 
Sp pF a pp Le pp > E 
n + 3 + 3 ++ ra + e d 
adică 
pael eE i o AU mit a a E 
1 2 n 2 


Pe de altă parte, aria triunghiului curbiliniu ABC este mai mare decit aria 
trapezului curbiliniu MDEN ; cu atit mai mult, ea este mai mare decit aria 
figurii în trepte haşurată în fig. 158. 

Aria acestei figuri în trepte este egală cu Y 


lÀg4  lg5 
a E E pE i 


2 4 5 
+ lg (n E f x 
i Fig. 158 
Deci, 
lg 2  lĄg3 lg4 lg (n— 1) lg3 5 
24142 HE H ap sI <C lgn, 
iN Sl a E 3 i 


1) Se poate demonstra că cea mai mare valoare se obține pentru x = e % 2,718). Aici 
nu avem nevoie de acest lucru. 
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In 10 


unde C = , adică 


Igi  1g2 , g3 lg (n — 1) lg 3 
E: Aa pE EI p A mai» EA Cn E. 
ee a i e SS E n< £ 


= 0,159 ..., obţinem 


Deoarece — s2 = — 0,238... şi z 


— 0,238... < 3, < 0,159... şi cu atit mai mult — L < 8, < L. 


b) Diferența 


a ERE E BO _(cigin S) 
ge e G n—1 
In 10 


unde C = „iar n > 3, este, evident, egală cu partea trapezului curbi- 


liniu MBCW rămasă nehașurată în fig. 158. De aici, este clar că această dife- 
renţă, cînd n creşte, va crește tot timpul. Însă conform rezultatului la pro- 


blema a), mărimea e, = 5, — na + C lg? 2 rămîne, pentru orice n, mai 


lg 3 


mică decit 1824 Clg? 2. Deci e,, pentru n — œ, tinde către o limită 


determinată e. Așadar, cind n — œo, șirul de mărimi ò, = e, + si —C lg’ 2 


va tinde, de asemenea, către o anumită limită 5 (è = e + w2 — C lg? 2). 

164. Această problemă se rezolvă în mod analog cu problema 162, a). 
Fie ABCD trapezul curbiliniu mărginit de curba y = 1/z!, axa absciselor 
şi dreptele z = 1 și z = n. Vom considera figura în trepte formată din n — 1 
dreptunghiuri cu baza 1, înscrisă în acest trapez curbiliniu și figura în trepte 
din n — 1 dreptunghiuri cu baza 1, circumscrisă acestui trapez curbiliniu 
(v. fig. 155, a şi b). Ariile acestor figuri în trepte sint egale cu 


1 4 1 14 1 1 1 
P ET N AIP "uit 


iar aria trapezului curbiliniu' ABCD este egală cu (+ — 7) (2 — 1) [v. rezol- 
n 


varea problemei 148, a)]. De aici rezultă că 


1 
4 Et 

1,1 4 1 n? 1.1 1 

Ss o E a ae E E A EA SRR Na iu 

7 3 aci ep a ae i a a TaN 


sau 


1-2 i pa A 
n 
-e 1 = 
p Toei a ea 
sau, în sfirșit, 

1 1 A 1 1 1 l 1 A 
so ETE DA aja E E E ea NE a d et eta IE see a 
I—1 l—i arep a tai I—1 l—ir 


Deoarece 1/n' — 0 pentru n- œ, din această inegalitate rezultă afir- 
a nat 1 1, 
maţia din problema | pentru n — œ, suma 1+ X + ZI + «.. + = tinde 
n 
către o limită determinată, deoarece această sumă creşte odată cu n şi rămîne 


tot timpul mai mică decit 1//(/ — 1) 


165. Vom nota primele r numere prime cu pu, Pz,..., p, (cum se alege 
numărul r, vom arăta mai jos) şi vom şterg : mai întîi din numărul numerelor 
întregi, care nu sint mai mari decit N, toate numerele care se divid cu p,, 
apoi toate numerele care se .divid cu pz, apoi toate numerele care se divid 
cu pa etc. (toate aceste numere, în afară de înseși numerele p,, Pz, ..., p,, sint 
neprime). Numărul numerelor care au sint mai mari decit N și care se divid 


cu p, este evident egal cu partea întreagă N a fracției 4 (relativ la no- 


DE Pı Pı 
taţii v. p. 10). Numărul numerelor intregi care nu sint mai mari decit 


N şi care se divid cu p; este egal cu Bi însă, printre aceste. numere vor 


ia | numere care se divid și cu p, și cu p iar toate aceste numere: 
PP 


le- -am „suprimat mai inainte. Deci, numărul numerelor intregi, care nu sint 
mai mari decit: N, divizibile cu p, sau cu pa, este egal cu 


[a+ [z] | l 


Mai departe, numărul numerelor intregi care nu sint mai mari decit N şi 


care se divid cu pg este egal aja -| Însă printre aceste numere vor fi | | 
PPs 
numere care se divid cu p; și p, şi |— [numere intregi care se divid cu Ps 
2173 


şi cu Pa; toate aceste numere le-am suprimat mai înainte. Însă, pentru 
a determina numărul numerelor care se divid cu pg și dare, nu se Teri nici cu p, 


|: Într- 


nici cu p nu este suficient să scădem din F -Joma | -> +- 
P1Ps P2P3 
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adevăr, printre. cele 


— | numere, care se divid cu p} și cu p,, şi printre 

N PPs , 

. cele | - |numere, care se. divid cu p} şi cu ps, exista | 
L Pa: 


numere comune 


PzP l EE ; LP1PaPsd ; 
(acestea sint numere care se divid și cu p, și cu pg şi cu ps); deci scăzind din 


nemărul 2, penaj N +] N , toate aceste numere le scădem de două 
Pa PıPs- PaPs J. 


ori. Rezultă deci că numărul numerelor care nu sint mai mari decit N şi sint 
divizibile cu p, sau cu pg sau cu pa este egal cu 


[| [șl- a a ela aT cala |. ))- 
-|g li Pia Poi hal Bal Ph 


În mod analog, se arată că numărul total al numerelor care nu sint mai 
mari decit N, şi sint divizibile cu p, sau cu p sau cu Ps ».-.sau cu p, este egal 


E i ja ra [ral E rt 


a 74 a a 
PaPabs | | Papapa Pr-aPr-1Pr PaPe »-- Pe 


şi, deci, printre numerele 1, 2, 3, ..., N există 


g e E. le] PiP a ul le 


a fe ta error 


numere care nu se divid nici cu p,, nici cu p, nici Cu p3, ..., nici cu p,. 

Ultima formulă ne permite să evaluăm numărul numerelor prime care 
nu sint mai mari decit N. Anume, astfel de numere sint cele r numere Pi, 
Pa Pas = 5 P; Și încă alte numere care nu se divid nici cu p,, nici Cu pa, ..., nici 
cu p,. Deci 


en ses- BHE- EPEE 
ae aiaia 


1) Compară cu problema 11. 
1 2 Demonstrația completă nu este greu de obținut folosind metoda inducției complete 
(compară cu prima rezolvare a problemei 78, a)]: 
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Vom simplifica, acum, ultima expresie. Dacă vom suprima din acolade 
semnul părţii întregi în toate funcțiile, obținem expresia 


N j 
y- XN iasă si N + +... + N = 
Pi Pa Pr PaPa PaP3 Pr-1Pr 
N N N N 
E (n E E A E 
PaPaP3 PiPPa Pr-2Pr-1Pr PaPa +: Pr 


egală, cum este uşor de văzut, cu produsul 


apais 1-01); 

PaJN Pa Pr 
Deci aici se vede că numărul de termeni în expresia considerată este egal cu 7. 
Deoarece, atunci cînd suprimăm semnul părţii întregi în fiecare fracţie, facem 


o eroare mai mică decit 1, se poate afirma că 
1 1 


nN) rH nfi (n =>): l (i z +)< ar 9r 1 
Pi Pa P 


e-a De-a) 


Acum, vom conveni să luăm numărul r astfel, incit 
Or+l W. adică 1 7 
2+1 > N, adică r -+ 1< p log ; 


de exemplu, vom considera că p,, Pz, -::, P, sint toate numerele prime care 


iti de 1 
nu sînt mai mari decit numărul n = a og | — 1 (in acest caz, odată 


cu modificarea numărului JV, bineînțeles, se va modifica și numărul r). Atunci, 
conform egalității precedente, raportul dintre mumărul z(/V) şi numărul N 
va fi, evident, mai mic decît 
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Cind N creşte nemărpinit, primul termen al acestei expresii tinde către zero. 
Pentru a termina demonstraţia, trebuie să mai arătăm că şi al doilea termen 
tinde către zero. Vom considera espresia 


unde pu, Pz., P, sînt toate numerele prime care nu sint mai mari decit 
un anumit număr întreg n. Problema noastră va fi complet rezolvată, dacă 
vom demonstra că această expresie crește nemărginit odată cu n. Conform 
formulei care dă suma termenilor unei progresii geometrice, avem 


1 1 t 1 
TAR Ea tit e (ie Fe H? 
Pra P 

P 
k fiind un număr intreg oarecare. Deci, 
1 1 1 1 1 1 

e PA. zii io ( e cd a Bila zi =) x 

Ai ei  E e a (i as 1 Pi Pr 

Pı Pa Pr 
1 1 1 1 
Gar aa $ peeta Ea) 
2 r f T 


Desfăcind parantezele în ultima expresie, vom obține o sumă de fracții, ai 
căror numărători sint egali cu unu, iar numitorii sint numere întregi. În acest 
caz, luind pe k suficient de mare, putem obţine ca la numitor să figureze 
toate numerele întregi care nu sint mai mari decit n. Avem, deci, 


ME SEE N Tia +E. 


Însă suma 
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poate fi făcută oricit de mare, pentru aceasta este suficient să alegem pe n 
suficient, de mare (v. de exemplu, problema 162). De aici rezultă că produsul 


poate fi ficut oricît d> mare şi, deci, produsul 


Too a. 


poata fi făcut, ovicil. do mic. Cu aceasta demonstrația s-a încheiat, 


165. Vom considera expresia Ch = (2n)!/(n!)? și vom calcula în două 
moduri valoarea acestei expresii. 
În primul rind, datorită formulei binomului lui Newton, avem 


LOR H Ca a H Ca a CEI AU 1 = 22, 
şi, deci, 
în < 2; 
pe de altă parte, 


œ = 2n(2n — î)(2n — 2)... (n + 1) 2 
» 1.2.3...n 


a d Mie tii eta coate 


de n ori 


n n—1 n=2 
aşa că 
2 < Cin < 2. (*) 
În al doilea rînd, vom evalua același număr considerind toate numerele 


prime în descompunerea acestui număr întreg în factori primi. Evident, că 
2n(2n — 1)... (n + 1) 


- intră numai nume- 


în desconpunerea numărului Ch = 


1-2:3...n 
rele prime nu mai mari decit 2n. Mai departe, Mani prim p intră în des- 
compunerea în factori primi ai numărului 4! = 1: 2-3.. k la puterea 


Date a 


unde parantezele drepte înseamnă partea întreagă a numărului Ð (este ușor 


de văzut că printre factorii numărului kl = 1: 2 3... k există [=] numere 
P 


divizibile cu p; printre ele, [=] numere divizibile cu p?; printre ele, [=] 
P i P 

(2n)! 

(n! 


în factori primi intră numerele prime p,, Pz, ---, p, Care nu sint mai mari 
decit 2n, iar fiecare număr p, (i = 1, 2, ..., r) apare la puterea 


ll fl ale ale al). 
(4 d Fo Ei a ta a 


unde q, este cel mai mare număr întreg pentru care pt 2n. Însă, conform 


definiţiei părţii întregi, oricare ar fi numărul a, 


numere divizibile cu p? etc.). Astfel, în descompunerea numărului C2, = 


1 
„d 2 Q D y 
[a], Boi 5] 3 


[3] 
2 
a a 1 
[a] — 1, daca [5 > = 


adică [a] — 2 [5] == O sau 1; deci suma 


EE e 


nu este mai mare decit 1 + 1 +... + 1 = q; Astfel, p, intră ca factor în des- 
aaa a 
de q: ori 
compunerea numărului C% la o putere nu mai mare decit g,; deci 


Ch < PPPE... pr < (2n) (2n)... (2n) = (2ny. 


DÐ Relativ la notații v. p. 10. 
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Dar r = z(2n) (numărul numerelor prime nu mai mari decît 27); deci ultima 
inegalitate poate fi scrisă sub forma 
1 


Ch < (ant, 


Pe de altă parte, Ch = MUUN se divide cu produsul tuturor 


1-2..n 
numerelor prime pau Pan e- P, mai mari decit n, însă nu mai mari decit 
2n (am notat cu Pi, fas ---: p, toate numerele prime nu mai mari decit n); 
deci 


Câa > PeraPoa se Pr 
Înlocuind fiecare din aceste numere prime cu numărul n mai mic decit ele, 
vom obţine 
Cian >n n.n = n™. 


Însă r = z(2n), iar s = z(n) (numărul numerelor prime nu mai mari decit n). 
Astfel, avem în definitiv 


nrn- < Ch < (n), (**) 
Din compararea inegalităților (*) și (**) se deduc teoremele cerute. 
1° Comparind inegalităţile (*) şi (**), obţinem 
2" < (2n), 
Logaritmind, obținem 
n(2n) lg(2n) > n lg 2, 
adică 


nje BAA a aa 7 a 
2 lg(2n) lg(2n) 


1 


Astfel, pentru valorile pare ale lui N = 2n am obținut una dintre inegalită- 
țile cerute. Pentru valori impare ale lui W se poate deduce o inegalitate 
27 


gy ; va gy € 2 f 
asemănătoare din cea obținută, observind că >> . Deci 


z(2n + 1)1g(2n + 1) > (2n) lg(2a) > 0,15051 ... . m> -0 145051...:(2n+1)= 


= 0,10034 ... - (2n + 1), 
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(2n + 1) 

2n + 1) > 0,10034.... e 
sa) 1e nn + 1) 
Astfel, pentru orice N avem 


N 
(N) > 0,1—.- (1) 
lg N 
2° Ceva mai complicat se demonstrează a doua din inegalitățile cerute. 
În primul rind, comparînd inegalitățile (*) şi (**), obţinem 


n= m -nin < 22, 
de unde, logaritmînd, avem [x(2n) — z(n)] lg n < 2n Ig 2, adică 


= 0,60206.. 


n(2n) — m(n) < 2 lg 2 
lg n fra 


Să presupunem, acum, că x este un număr pozitiv oarecare (nu este obli- 
gatoriu să fie un număr întreg!|): ca şi mai înainte, vom nota cu z(z) numărul 


numerelor prime nu mai mari decit z. Vom nota [3] cu n; atunci, evident, 


[xz] = 2n sau 2n + í și vom avea 


ma) —n(2)< n (2n) — m(n) + 1 < 0,60206 ... -—— 4 1 < 1,60206 ... .—— 
2 lgn lgn 


(deoarece = > 1); Nu este greu de demonstrat că, pentru n > 3, dinn < x 
gn 


rezultă 


z 1 
<— ; deci, pentra |-> A 3 
lgn  lgz 2 


a= (2 z - 1,60206.. 


Este uşor de verificat că ultima inegalitate va fi adevărată pentru =] < 3: 


într-adevăr, dacă B < 3, diferența z(x) — „| s} evident, poate fi egală 


KA 


cu doi (pentru 2,5 < 3 


<3); cu unu sau cu zero; în toate aceste cazuri, 


l R 
D V. graficul funcţiei Lia de la p.55 şi textul care se referă la acest grafic în rezolvarea 
T 


probimei 163, a), 
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produsul 1,60206 .... va lua valoarea cea mai mare. Astfel, pentru 


lg x 
orice z pozitiv (intreg sau nu) avem 


Ea (3 < 1,60206.. 
2 A 


Din inegalitatea dedusă obținem mai departe 


EOE 


(3) < ( 1,60206... j ae 2 1,152574 


< Ig x:1,60206 ....-—€ 
lg z 


ii ; a x T ; 
aici folosim faptul că z[--|< —, ceea ce esle evident 
2 2 
Fie W un număr întreg oarecare. Conform celor demonstrate, avem 


n(N)lg N — „| e < 1,75257 „..- N, 


(3e = (a) i< 1,75257 „0 


2 2 
NIN N) N N 
— | Ig —— z| — | Ig — < 1,75257 .... —>» 
d n5) 4 
e(a) TEE (ez 20470057 EE 
2k-1 2k-1 2k 2k “or 
vom alege pe & astfel, încît 2* > N. Adunind toate aceste inegalităţi, obţinem 
N N N N N 
(N) Ig N — (as < 1,75257... (n rarzr+ > 
= 1,75257...+ SUI < 3,50514...- N < 4N. 
Jo 


Însă, dat fiind modul în care a fost ales numărul k, fracția N/2* este mai mică 
decit unu şi, deci, m (N/2%) = 0. Obţinem insela 


(N) (11) 


m 
ceea ce trebuia demonstrat. 
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167. Vom pleca de la descompunerea numărului N! =1:2:3.. N 
în factori primi 
N! = papa... pt, 


unde py, Pa 2. p, sînt toate numerele prime nu mai mari decit W, iar x, (i = 


= 1, 2, ..,r) este egal cu 
N N N N 
mial ale Ge 
Pi Pi Pi př 
unde parantezele drepte înseamnă partea intreagă a numărului, iar q; cel mai 


mare număr întreg, astfel că pt: < N (v. prima parte a rezolvării la problema 
166). Logaritmind această tormulă, obținem 


lg N! = a, lg fi + aa lg b2 + n. + æ, lg Pr 
Vom calcula valoarea expresiei lg N! în două moduri diferite. Partea dreaptă 


a ultimei formule are forma 
N N 
a L 
Pa pi 


Pe ur dă I 
AHE 


În această expresie, suprimăm peste tot parantezele drepte, adică înlocuim 
toate părțile întregi ale fracțiilor chiar prin fracții. Deoarece partea întreagă 
a numărului diferă de număr nu mai mult decît cu o unitate, eroarea făcută 
nu va fi mai mare decit 
qı lg Pa + 92 18 Pat +a lg p, = dg pt + lg pp + -+ 1ig prs 
< lg N +lg N +... +lg N=rilgN. 
—aa l 


de r ori 


Însă r = a(N) este, conform problemei precedente, mai mic decit B T 


unde B este o constantă; in particular, putem lua B = 4. Deci 


rig N<B-_igN= BN. 
lg N 
Avem, astfel, 
N N VON 
(Dt teta) ea H E + +e) e Pet 
Pı Pi 7 Pa  W P} 
N N N 
aaa er> N >( ri + hot 
PP pp P P f 
N N N N 
e Tat Ze pa + tat ep BN. 
Pa P P? Pe Pr pr l 


Vom folosi, acum, faptul că 


N N N_N 
=t t.e t — 2 — 
Ph Pi PE P 
şi 
NON N 
A EELA E i e P; ziua a a 
p zi Pepi 1-2 Pi 
Pi Pi 
Obţinem astfel 
N N 
lg pı + lg pe +. + — lg p, > lg N! > 
pPı— í Pa— 1 b— i1 


N N N. 
> — lg pı + — lg p + ... + — lg p, — BN. 
Pı Pz P 


r 


Afirmăm că din ultima inegalitate dublă rezultă 


npez +EP y.p EP} KI > gN! > 
Pa Pa Pr 


> n [EPA +EP g pE B}, (*) 
P P2 i Pr 
unde K este o constantă care poate fi evaluată. Într-adevăr, 


astfel că suma din membrul intii al inegalităţi (*) diferă de expresia din mem- 
brul intti al inegalității obținute mai inainte cu 


lg pı lg pa lg p, \ 
N S T d + i i aa ... + E) 
(iza — 1)  Pa(pa— i) Pr(p, — 1) 


Vom demonstra că, pentru orice r, suma din paranteze este mai mică 
decit o anumită constantă. Vom observa că, pentru oriee număr întreg a > 2, 


lg a < . adică lg a < — t 
karas Ld X 2 
a(a— 1) ` ala 8 va 


Într-adevăr, pentru numărul intreg a > 2 


Caa 
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iar 
2lga< Aa, deoarece 1018 4 = qa? < 10% 
(cind a? este cuprins între 10* şi 10%, numărul de cifre ale numărului 10%, 


care este egal cu partea întreagă a lui ja plus 1, este evident mai mare 
decit k + 2). Rezultă deci că 


lg pı lg pa 3 ig Pe- < T yat l 
Pulp. — 1) PaPe — 1) PePe — 1) Paypi I pNP, 
a 
<1 TIR 
+ 2 IF = tF r +e -+I N TE 
Însă ultima sumă rămine Mii pentru orice N 
1 1 1 3 = 
1 ===. D= ... — < — = 3 
LI 7 ae 71 LII 
„2 


(v. problema 164). Astfel, în inegalitatea (*), putem lua ca număr K de exem- 
plu, pe 3 
Pentru a evalua în alt mod pe lg N! vom folosi faptul că pentru orice N 


LINN __ PANN 
CuN( 1) >NI> culR(=) 
e e 
unde C, = e, Cg = IE e (v. problema 160). Logaritmind, obținem 


Nilg N — lg ẹ} + Žig N+g C, >lgN!>NflgN— lg e} + Ze N + lg Ca 


sau, folosind faptul că ZEN 1 lgs 


< 0,08 pentru W > 3 [v. rezol- 


N 2 3 
varea problemei 163, a)], iar les < ge < 0,15, 
N{lg N — lg e + 0,23} > lg N! > N{lg N — lg e}. (**) 


Comparind între ele inegalitățile (*) și (**), obținem 


gp: 8P 1EPr K<igN—lge 
P h P, 


lg p,  lEP: 4 e 4 Pr B< igN — iget 0,23, 
P h Pr i 
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de unde găsim rezultatul căutat 
leN+ R> EP EP EP gN R, 
Pa Pe ; z Pr 


unde poate fi luat ca R cel mai mare dintre numerele B— lg e + 0,23 şi 
K + lg e. Deoarece constantele A “i K pot lua valorile 4 şi 3 şi lg e = 0, „4949, 
putem pune, de exemplu, R = TEN 


768. a) Din definiția mărimilor, B,, Borer, Ba avem | 
bı = Bi, ba = B; — Bu PN N E = B, — B. 
Astfel, e 

abı + aba + asha + iai nb = aB 1 F aB 2 — Bı) + aB; — B,) Fo 

| ine + dal Ba — Baa) | 
sau, grupind termenii în alt mod, 
arbi Gabi + agbs + ~ + abn = (aa — 0a) Bi + (82 — aa) Ba + ... 
-+ (an1 — na) Bn-1 t aBa , 


ceea ce trebuia demonstrat. 
b) 1) Dacă în formula diù problema a) vom pune 


64 = 1, ü = 2, ‘a= 3, -ii ln Ta n; -b T 1, ba = qy: ba => g, pe ba = gr 


vom âvea 


Š PER 
B=1(=1) petrol 1 
q—1 q—1 
—1 ` AES | ai ZA 
Sua E ee a aa PSS ITE TE v g7? = ge 
a 1 
B, =1 79+ P+. ame ich,. 
a — a = ay — as = a — ap = me 5 mi — p > A 


Obținem astfel: 


Mi d SR | [i Ak Pa m — . . 
1+ 2g + 392+ P pi a a E m: 


= 
qn— 1 


stare PP pm ni 


E (izileza it Ia nd at pi 
l g—1 q—1 (q—1)} 


a, = 1, Qh = 4, 3 = 9, în 44 = n?; bı = 1, ba = 4, ba => g, ... ba = g1, 


atunci Bi, Ba, B3,..., B, vor avea aceleaşi valori ca şi mai inainte, iar 


a, — da = —3, da — Qa = —5, Qa — la = —7, cc Oac — l, = (n—1) — r? = 
= — (2n — 1). 
Obținem astfel 
1+ 4g + 9 ++ -H nR = — ne “lantia A A A 
q—1i q—1 q—i 
a1 a—i —1 —1 p—1 tii 
an1) Ze n Zi H a 9 a 
PAS aa aa T 
—1 2—1 BA — 1 —1 
— 21 3l h. q 24 T 
Gu ri i zr Ai g—1 
— +g PPH pi m Zara et 
nı _ nn+ 2] P aiin EREI S H "—1 )- 
sk ng Ca că E E Sea gei n 


galere i Mpp 
g—íilg—1 (g—1}? 2 1 

gg UTF 
io am folosit faptul că conform pct. 1) 


r] 3i 
1+ 2g 3g ca H ngau DE |: 
qg—1 -1 
169. a) Pentru a calcula suma 
1 1 1 
E E EE A 
Pı P2 Ps Pr 


unde p,, Pz, Pa s:-:; P, sint numere prime nu mai mari decit un anumit număr 
întreg V, vom pune în formula din problema 168, a) 


a î 4 FI 1 p 1 
a a 9 = Po = 3 
1! lgm ° igp Igp " lg p, 
E IE Pi op ae -2 1 PE E-E A EE T 
Pı P3 P3 Pr 
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Notind 


ep p, BP 4 Pe p, 8P, 8P q 8P 


== B, 
Pı Pı Pa Pi P2 Pr 
vom avea 
1 4 | 1 1 4 1 1 
tiat pagta i pa eta 
Pi Ph Pa P. \lgp gP lg pe  lgPs 


1 4 1 4 1 
+ = Bat + = a + B, 
lg pa 1g Pa lg P,-1 


lg p, lg p, 
4 1 1 1 1 1 
AN 
r pp)” Igp gp) gp lgp) ` 


1 1 1 1 
.. + ( = e r- + G= ry)? r + — 
igp gp)  Ugp gN lg y 


Acum ne-a mai rămas să mai calculăm ultima expresie. Vom folosi mai 
întîi faptul că, în baza primei formule a lui Mertens (v. problema 167) 


B, < lg pı + R, B< lg p+ B,..., Bri < lg Prit R, 


B,<lgp +R şi B,<lgN+R; 


aici R este o constantă (ca R poate fi luat, de exemplu, numărul 4). Obținem 
astfel 


niata t ta Caa matat oE 
Pı Pe Ps P, 


lep. lgp 
ar) Pa + B) Ha 


e Pat R)+ 
lg Ps “Ig pa 


e Pra + B+ z 


— ai ez + 8)+ 


IE Pa Igp, lg p, lgN 


] = 1 
Do E= 


1 1 1 
lg pi + ( = e P+ 
lg p2 lg pe lg Ps 


1 1 
H he m+ + — e Prut 
lg Ps Ig Pa lg Pra 8P 


4 4 4 
zi = — ep, + —— Ig N|+R 
(o r) ATRN" |+ 


deoarece în suma termenilor care au ca factor pe R, se reduc toți termenii, 
în afară de R 


lg pı 
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Ne mai rămîne să evaluăm suma din parantezele drepte. Însă aceasta nu 
este greu de făcut geometric. Vom pune suma considerată sub forma 


FF ma 


4 
A (lg pa — 18 Pa) 
lg P. 


(lg pz —lg pı) — 3 +. (le ps — lg Pa) 1 


le N — le p) —— 
+ (lg ep) 


-+ (lg P, — lg Pr-1) 
| s B 
Vom cerceta acum fig. 159, a, in care este reprezentată hiperbola y = 1/z. 
Evident, suma carene interesează este egală cu aria figurii haşurate în desen 
şi, deci, este mai mică decit aria mărginită de hiperbolă, de axa Oz și de drep- 
tele y = lg pı şi y = lg Ñ, care este egală 'cu In (lg N) — ln (lg p,) (primul 
logaritm este natural; .v, problema 152). Obţinem -astfel, în definitiv, 


zale al E -+ Lee In ig N n lg pi (*) 
Pi Pi P3 Pr 
| Z 
E K NORINT- y 
0 g a U bA T a dp) arat 
„4 = a = Io 
7 n; A. m t tp, CEA N 
e ` ly Oo 
1 b r 
ei Fig. 159 


Am găsit 'deci'o valăare evident: măi mare decit Sutia, noastră. Pentri 
a găsi o valoarea mai mică decit aceasta (și totodată pentru. a determinà 
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marginile intre care poate fi cuprinsă suma), vom transforma puţin prima 
teoremă a lui Mertens. În baza acestei teoreme 


E= lg Pı EOE Sa N Jep: 8P: 4 lEPe ORE? lapi ISP a> 


Pi Pa Pi Pı Pa Pi Pisi 
> lg Pu — R—a (i= 1, 2,...,7), 
unde a este o constantă, astfel aleasă încît a > 18 Pus pentru ¿ = 1, 2,...,r 
f Pia 


(drept a putem lua, de exemplu, numărul sau numărul 0,16 > E 


lg 3 lg3 
3 3 


v. rezolvarea problemei 163). În afară de aceasta, vom folosi faptul că 
lep, +82 + Ep Fact dep, >lĄg N —R—a 


Pi Ps Pa Pr 


(conform primei teoreme a lui Mertens, termenul a în partea dreaptă este 
chiar de prisos, însă pentru noi acest lucru va fi comod). Atunci vom obţine 


14 4 1 1 4 1 
ps ae =>( = jeep R- a + 
Pi Pae Ds Pr igp,  lgp: 
1 4 1 1 
+ = Jer- R- a+ E Jism- R= a) + 
lg pP? lg ps lig p ìgż, 
1 4 4 1 
-+i pp Ep Roty) nRa 
IP lg pP, lg p, lg 
1 4 4 
+p ENR- 0 = [0e p — 1g p) <+ (lg ps — ig pə) + 
lg N lg pı lg pa 
4 1 4 
+ (le Pa — l8 Pa) +... + (lg p, — lg pe-a) + (lg N — lgp,) |+ 
lg Ps lg p,-1 lg p, 
1 
+1—(R+a) 
lg pı 


(in parantezele drepte lipsește termenul 


] lg N al sumei transformateş 
g 


tn schimb figurează termenul de prisos lg pı). Aici suma din parantezele 


1 
drepte, cum este ușor de văzut, este mai mare decit aria mărginită de hiper- 
bola y = 1/z, axa Oz și dreptele y = lg N și y = lg p, (v. fig. 159, b în 
care aria figurii hașurate este egală cu suma noastră). Astfel, 


14. 14.1 1 
—+— +t— +. +H > nlg N — inlig p — (R+a) 1 
Pa P Pa Pa lg pı 


25 — Probleme neelementare — c. 366 385 


+1. 6%) 


Pentru a evita utilizarea în aceeași formulă a logaritmilor în două baze 
diferite, vom trece peste tot la logaritmi naturali. Anume, vom folosi faptul 
că lg N = Mln N, unde M este modulul transformăriib, M= 
= lg e = 0,434... Astfel, evaluările (*) şi (**) pentru suma 


1 1 1 1 
—+—t+t— +t. + — 
Pı Pa Ps Pr 
capătă forma 
ln ln N + In N — mig2+ ki TPE EE 144 +.. EN 
Pı P2 Ps Pr 
fag at +14 
g2 


(amintim că p, este primul număr prim, adică p, = 2). De aici rezultă că 
există un număr 7, astfel încît suma căutată să fie cuprinsă între ln In N + T 


şi In In N — T (ca T se poate lua cel mai mare dintre numerele că + 1—+ 
g 
R+a 
+ In M — lnlig2 şi a aaa 1 — lIn M + lnlg 2; deoarece constantele 
g2 

R R+a , 4 1 i 
——— » n M silnle2 pot lua valorile <13—, respectiv 
g2 g2 A 0,301 g” ep 

41643, In 0,434... = —0,833... şi In0,301... = — 1,20., se 
0,301 ... 2 i 


poate lua ca T de exemplu numărul 15). 
b) Vom folosi de la început numai logaritmii naturali. Vom nota 


p= hi, prp pu Dray Dh, grh 
Pı Pi Pa Pı P2 Pa 
şi vom introduce în consideraţie diferenţele 
o = B, — În pu, «a= Ba — ÎN pa, œ= B3— In ps,...; 
fie, în afară de aceasta, 
a® = B, — In N, 
unde p este cel mai mare număr prim, nu mai mare decit numărul întreg N. 
1) Vom aminti demonstraţia formulei 1g N = lg e In N. Avem N = 10" ¥ şi 
N = ela N = (10% sin y = 10% ° 1 N, 
Din compararea acestor două formule se obţine rezultatul cerut. 
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Din prima teoremă a lui Mertens (problema 167) rezultă că toate aceste 
diferențe vor fi mărginite — în valoare absolură ele vor fi toate mai mici 
decit numărul 4/0,434...< 10 Ð. Utilizind rezultatul de la problema 168, ca 
şi rezolvarea problemei a), este ușor de arătat că 


ea ap În in N = ef ep, 
Pı P2 Pr 


unde 


C E eg E 
lap,  Înpe inp În ps 


1 1 1 1 1 
... 21| ——————— — A (N) , 
teal În pe-a tea re In N 


eM = In pu| 


1 1 1 1 
-aiteal i) 
lanp, lnp: ln pa ln ps 


1 1 1 1 
sf ln p, [== In p, = 
ii pal În Pra i ÎI (a ei bu 


+ In N ? — In ln NÑ = å + (lan p; — np) I 
In N În pa 

4 1 

+ (In ps— In pa) +- + (In p, — la pr) — + 
la pa In p, 
1 
In N-—l — În In N. 
+ (In n PN n În 


În soluţia la problema a) s-a demonstrat că, pentru orice N, e(% nu este 
mai mare în valoare absolută decit numărul 15. Acum, trebuie să demonstrăm 
că, pentru N — oo, şirul de numere c = e”) -+ e9) tinde către o anumită, 


limită. Pentru aceasta, este suficient să arătăm că ambele şiruri e şi e 
tind fiecare către o limită cind N — oo. 


1) Deoarece 


1 In In 1 1 l 1 
np + Raul E Pa 4 L ma= z [+ EPa AEPe i 1e) ; 
Pı Pa Pe M Pa Pa Pe 
unde M = 0,434... (v. trimiterea de la p. 386), și 
1 1 1 1l i 
AEP  l6P | EPs | o AEP agp <a. 
Pi Pa Ps Pe 
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În ce priveşte șirul de numere ef, aceasta se demonstrează foarte simplu. 
Trebuie numai să folosim faptul că expresia 


. E E 7 zi 
e) — In ln 2 — 1 = In IA — | (n pa — ln ER + 
| ln 2 In pz 


~ 


4 4 
see (ln pa — În po) +--+ (1n p, — In Pr-1) 7 + (ln N— ln p, Tr] 


În pa n p, la N 


este egală cu suma ariilor triunghiurilor curbilinii, nehașurate în fig. 159, a. 
De aici se vede că —e — In ln 2 — 1 crește monoton odată cu N, iar din 
teorema că un şir monoton crescător, mărginit, are totdeauna o limită rezultă 
ușor că şirul numerelor —eM — In In 2 —1, deci, și al numerelor e), are 
o limită pentru V — œ [compară cu soluția problemei 162, b)]. 

Vom demonstra, acum, că pentru N — ca, şi şirul numerelor e() tinde 
de asemenea către o limită. Vom nota 


4 4 4 4. 4 4 
af — ) + | -— ) +-+ naf — — )= d 
lap, lap In pa lap ln Pa-a In p; 


În acest caz, este evident că, dacă N > p,, atunci 


4 1 1 4 
PP cea E PR a de 


In ps ÎN Pa. ÎN pen ÎN Prs 


1 1i 4 4 Bed 
m anl A 7) ta In N 


Însă toate. numerele a, a, --:, a; a sint cuprinse între —10 şi +40. În- 
locuind în. ultima formulă toate aceste numere prin —10, respectiv prin +10, 
vom obţine i l a l 

9 < em < d, + 10 
In Pe Sii În Ps 
Astfel, toate numerele eM, pentru care N > p,, se află în interiorul segmen- 
tului de lungime 20/ln p, de pe axa absciselor. Luînd / > k,.vom determina 
un segment de lungime şi mai mică (de lungime 20/ln p,), în interiorul căruia 
se află toate numerele e) pentru care V > p,; vom alege apoi un segment 
de lungime și mai mică (20/ln Pm, m>l), în interiorul căruia se află toate 
numerele e("), pentru care N > ppa etc. Obţinem astfel un sistem de segmente 
incluse unul în altul, de lungimi din ce în ce mai mici (fig. 160). Extremi- 
tăţile din stinga ale acestor segmente formează un şir de numere care cresc 
tot timpul, rămînind însă mărginite: ele tind deci către o limită £,. În mod 
analog, extremităţile din dreapta ale acestor segmente formează un șir de 
numere care tind către limita e,. Însă, deoarece există numere prime oricîţ 
de mari, lungimile segmentelor descresc nemărginit şi, deci, nu- 
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dy — 


merele £, şi £, trebuie să coincidă, adică 5, = E, = ep. Este ușor. de văzut. 
că un acelaşi număr e, va fi limită pentru şirul de numere s%). 


“] l 


= 
ei 
o Fig. .'160 i Fig. 161 Ba 


170. Trebuie săfcalóulăm pródusul 


=h- a-il 


unde pı, Po, P3., p, sînt toate numerele prime nu mai mari decit numărul 
intreg N. Logaritmind acest produs, vom obține - 


log (N) = log ( z >) E oe(! = >) TOPR log(1 = >): 

P17 N P2 - r 
Vom conveni, acum, să considerăm că în ultima formulă logaritmii sint 
naturali (v. problemele 149—152). Logaritmul natulal al numărului 


(+ — =) (i= 1, 2,...,7), ln (+ — că , este egal cu aria (luată cu semnul 
PE 

minus) trapezului curbiliniu APM,Q, (fig. 161) mărginit de hiperbola y: =. 4/2, 

axa absciselor şi dreptele v= 1 — — şi z =1 [v. definițià funcției F(+) 


P; 
la p. 52 şi problema 152]. Dar aria trapezului curbiliniu APM, este capua 
între ariile dreptunghiurilor APM;Q, şi AP,M,Q,. Deoarece 


4 1 
SaPuig, = = AP. * O,A = 1 — =, 
Pi. Pi 
1 41 1 
SaPo = QM, QA = ——- -= 
4 _Î Pe pet 
Pi 
avem 
Pi Pi P— 1 
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Vom nota 


-mħ1- = + Bu unde 0<f,< 1 — — = —. 
Pi Pi P:—1 Pi Pb — i) 


Acum formula pentru ln z( N) ia forma 


1 1 1 
n (N) = = (tt hat Be H tb) 
Pı Pz r 
Tra 1 1 1 x 
sau, dacă diferența — + — + .... + — — ln ln N se notează cu e (com- 


Pı P2 Pr 
pară cu problema 169, b)), 


In z(N) = — Inn N — e — (Bi + Ba +- + B). 


Pentru N — co, numărul e) tinde către o limită determinată € (v. a doua 
teoremă a lui Mertens, problema 169). Vom demonstra că, pentru N > oo, 
i suma 6, + Bz + - + B de asemenea, tinde către o limită determinată. 
Într-adevăr, deoarece toate numerele f,, f2,..., Br, -+ sint pozitive, această 
sumă creşte tot timpul odată cu creșterea lui N. Pe de altă parte, această sumă 
rămîne tot timpul mărginită. Într-adevăr, deoarece 


1 1 


< — < — > 
B: Pip: — 1) (Pi — 1) 
avem 
EE a Ra ae SE IE) ese MERITE A Ra i, 
Era (pi (pape 


<Dtata pt aa <2 
(v. problema 164). Rezultă deci că, pentru V— œ, suma B, + Be + -- + B, 
tinde către o limită determinată. Astfel, pentru N — œ, suma 
In z(N) + ln ln N = — e — (Bi + Ba +- + B.) 
tinde către o limită a: 
In z(N) + ln ln N > a. 


Luind exponenții ultimei relații, avem (NV) In N — e*; dacă se notează e“ 
cu c, rezultă 


-= 1, 


c 
(N) : EN 


ceea ce trebuia demonstrat. 


RĂSPUNSURI ŞI INDICAȚII 


PARTEA ÎNTII 


PROBLEME DE ANALIZA COMBINATORIE ȘI DE TEORIA 
PROBABILITAȚILOR 


1-7, 
2. 15. 
3. 8 (în unele cazuri particulare pot îi mai puţini decit 8). 
4. În 30 moduri. 
= : 301 
5. În 2 775 498 395 670 moduri. | Acest număr este egal cu ——— |. 
31 (101)? 


11-12. 13: 14:15- 16 )- Pentra z 
1+2-3*4+5:6 

varea problemei, este comod să se determine mai întii numărul modurilor de alegere a două 

prăjituri, apoi a trei etc. pină la şase. 


6. În 8008 moduri. | Acest număr este egal cu 


7. Numărul lacătelor este egal cu 462; numărul cheilor deţinute de un membra dim cemi- 
sie este egal cu 252. (umar 462 este egal cu C], iar numărul 252 este egal cu ut s) . 


8. 800. 


9. Există mai multe numere, în a căror scriere figurează cifra 1. 
10. De 175 308 642 ori. 

11. a) 686. b) 457. 

12. 12 960 000. 


13. 7 142. Demonstraţi că resturile împărțirii lui 2% — x? prin 7 se repetă periodic după 
21 valori ale lui z. 


zibiliă cu 49, 


15. În 139 moduri. Calculaţi numărul descompunerilor, considerind ca diferite descom- 
punerile care se deosebesc prin ordinea factorilor (astfel de descompuneri vor fi în număr de 


784), după aceea ţineţi seamă de faptul că unele dintre aceste 784 descompuneri trebuie să tie 
considerate identice. 
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16. Numărul divizorilor este 264. Suma divizorilor este 319 823 280. 
17. 1502. 
18. Coeficientul lui x! este egal cu zero; coeficientul lui x!” este egal cu 3 420. 


19. În 29 moduri. 


20. [2] + 1 moduri. 
2 


21. 


m. 


moduri (relativ la notații v. p. 10). Pentru demonstraţia acestei 


a) In (= 
12 


formule folosiți rezultatul problemei 20 şi egalitatea 


maTo tEn 
[== 3 RE A (m întreg). 


b) În: (9) moduri. 
20 


22. În 4562 moduri. Pentru rezolvarea acestei probleme este comod să folosim rezulta- 
tul problemei 21, b). 


23. în [=] moduri. 


24. 19801 soluţii. 
25. În (n— 1)(n— 2)/2 moduri. 


2 
26. În (3) moduri. Soluţia acestei probleme este analoagă cu accea a problemei 21. 
1 


27. (n2— 1)/8 soluţii pentru n impar și (n + 8)(n — 2)/8 soluţii pentru n par. 
n2 + =) 
8 


2 
triunghiuri pentru n impar si (35) triunghiuri pentru n par. În rezol- 


varea acestei probleme trebuie să folosim rezultatul problemei 26 și să considerăm separat 12 
cazuri, corespunzătoare celor 12 resturi diferite posibile ale împărțirii lui n prin 12. 


29. a) CHO. b) Cim-1: 


30. a) Presupunem că numărul n este suma a kı numere egale cu 1, a k, numere egale 
ca 2,...,a ki numere egale cu l, astfel incit 


n=kh'i +k 24 ek hal. 
Vom pune | 
y = Ramet kis Ya = ka + o t Ros es Yi- = Ki 
Atunci numerele Y1, Yas...» Y}-1 nu sînt mai mari decit m și l 
| utot ya =n— m. 
De aici se deduce ușor teorema cerută. 
b) Fie 
n = ti + La ss + Im 
descompunerea numărului n în m termeni neegali, așezați în ordine crescătoare și 
_ m(m +1) 


DS (m 1) + (ap 2) + + (ea m= ky 0 h1 +k 2+. t kl 


m(m + 1) 


reprezentarea numărului n — sub forma unei sume de termeni care nu sînt obliga- 


roriu diferiţi (compară cu indicaţia de la a)). Notind 
ki t ka + kat ee + ki = Yis Ka + E +e + ki = Ys -e kr = Yp 
vom obţine 
Vi Wake + y = n— mm + 1)/2. 


31. a) Reprezentați toți termenii sub formă de produs de puteri ale lui 2 cu un număr im- 
par şi stringeți termenii care au ac lași factor impar. 


b) Presupunem că în reprezentarea numărului n sub foima inei sume de termeni care 
nu sînt multipli de k, termenul 1 figurează de s, ori, termenul 2 de s, ori etc. Scrieți toate numerele 
Sis Spy... în „Sistemul de numerație în baza k“ (v. inceputul indicației la problema 129). - - 


32. a) Numărul turnurilor este egal cu n; numărul modurilor de aşezare este egal cu nt, 
b) Numărul turnurilor este egal cu n; numărul niodurilor de aşezare este egal cu 2nf - — nl 


33. a) 14; 2n — 2. b) 8; n. l 
34, Rezultă din faptul că, pentru n par, mufimea pätrateloť, albe este aceeași © ca şi mul- 
ţimea pătratelor negre. w 


35. a) Utilizați rezultatul problemei 33, a) şi determinaţi suma pătratelor pe care le țin 
sub ameninţare primul nebun, al doilea nebun etc. 


b) Numărul configuraţiilor este egal cu 27. Pentru demonstrație, utilizaţi rezultatut ia 
problema a). ; 


P 3 o Ei te mi 


36. a) 1442 = 20 736. b) 9122 = 831 744. c) 24: 72 = 1 728. 


3n — 12 fa) 12 3n2 4 4 {n> 22 Dirai: tata 
d G a B entru n=- ax, T fiif pentru nE aa 2, 
i | 4 (=) A r 4 = a [e 8 ia 2 ) ] pen E i F Giersi 


SI] pentra r n=. 


R 


37. a) 16. b) [H m (elativ la notații v; p. 10). . 


33. a) 9. b) fosa Să ci 


39. a) 8 regi e. 


„b) O regină pentru n =.1 şi n= 2; ; două regine pentru n = = - 3, n regine, Jau n:> 4: 
Pentru a demonstra că pe o “tablă de şah cu n2 pătrate (orice n > 4) pot îi aşezate n regins ` 
în.modul cerut, este suficient să se cerceteze numai, cazu; n par și să se indice,pentru acest 
caz, aşezarea a n regine astfel, încit cel puţin o diagonală principală să rămină liberă (cazul lul 
n impar poate fi. rele adăugind încă o coloană-și o linie.și punind regina a(n +1)-a-pe un. 
pătrat dintr-un colţ). În ce privește válorile pare ale lui n, este comod să se cerceteze mai 
întii cazul unui n care dă restul O sau 4 prin impărţirea la, 6 Și separat, cazul unui R. care 
dä restul 2 prin împărţirea la 6. 


40. a) 32 cai. b) Două configurații. 
41. a) În (n + 1) părţi. b) în 3n2+ 3n +1 părți, 
42. a) (n? + n + 2)/2 părți. b) În n?— n + 2 părți. În rezolvare este comod să se exa- 


mineze, succesiv, cu cit poate să crească numărul părților după trasarea dreptei (respectiv, 
cercului) a doua, a treia,...,a n-a). 


43. a) În (n? + 5n + 6)/6 părţi. Utilizaţi rezultatul problemei 42, a) 

b) În n (n2— 3n + 8)/3 părți. Utilizaţi rezultatul problemei 42, b). 
În n(n — 1) (n — 2) (n— 3) 

24 
— i is 2 — 
În (n — 1) (n— 2)(n 3n + 12) părți. 
24 
46. a) 1 296 = 362. b) n2(n + 1)?/4. 


44, = C$ puncte. 


45. 


47. a) 204. b) 124 224 32.. mar DCN H), 
6 
n(n — 1) (n — 2) (n? + 18n2— 43n + 60) 
720 
suma C3 -+ 4C4 + 5C5+ C$. 


49. Numărul căutat al poligoanelor cu k laturi este 


48. triunghiuri. Această expresie se obţine ca 


n(n— k- 1)! _ 


n 
— CEZ. 
k!(n— 2k)! k 
50. a) Numărul triunghiurilor este egal cu n — 2. b) Numărul diagonalelor este egal 
cu n-—3. 


51. a) În 132 moduri. În rezolvarea acestei probleme este comod să se determine succesiv 
numărul descompunerilor în triunghiuri al patrulaterului convex, al pentagonului convex, al 
hexagonului convex, al heptagonului convex și al octagonului convex. 


b) Numărul căutat de moduri T, este egal cu EE 27-2, Pentru stabilirea 
n — 


acestei formule trebuie numai să demonstreze că 


2 (2n— 3 
Tau = m Ta 


Unul dintre modurile de obținere a acestei relaţii este următorul: exprimăm pe Tp în două mo- 
duri diferite cu ajutorul lui Tn-1, Tp-2,---, Tg şi, comparind cele două formule obținute, dedu- 
cem relația cerută. 


52. a) În 16 796 moduri. În rezolvarea acestei probleme este comod să se determine suc- 
cesiv numărul de moduri în cazul în care pe cerc se află 4, 6,8, 10, 12, 14, 16, 18 şi 20 puncte. 
b) Numărul căutat de moduri , este egal cu je pana): 22. Pentru stabili- 
(n + 1)! 
sea acestei formule este suficient să se arate că O, = Tae |v. indicaţia la problema 51, b)]. 


58. a) pian 


+ n moduri. 


(P—1)!+1 


54. a) Al +PpP— +] poligoane stelate cu p laturi. 


1—1 


n+ 
465. a) 2”; b) 0; N: d) 27-1n; e)0; f)(— 1)” CR, pentru m<n şi 0 pentru 
n 
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€) Chtt — CE pentru k < n şi Cota pentru k = n; 

h) 1 pentru n = 3k, 0 pentru n = 3k + 1 ṣi —1 pentru n = 3k — 1; 

i) 22; j) Ch; k) (— 1y ce pentru n par şi 0 pentru n impar; 1) Chym- 

56. a) 27-1, b) 27-1, 

Rezolvarea acestor două probleme rezultă ușor din soluția problemelor 55, a) şi b). 


c) 20-2 + 2-2/2 pentru n = 8k, 20-2 + 2(n-3)/2 pentru n = 8k + 1, 27-2 pentru n =a 
= 8k + 2, 20-2— 20-32 pentru n = 8k + 3 şi 27-2— 2-3/2 pentru n = 8k + 4. 


Pentru rezolvarea acestei probleme şi a următoarelor trei, utilizați dezvoltarea lui (1 4+1)* 
şi a lui (1 — i)? după formula binomului Newton. 


d) 27-2 pentru n = 8k sau n= 8k + 4, 27-2 + 20-3»/23 pentru n= 8k +1 sau n= 
= 8k + 3, 20-2 4 2(n-2)/2 pentru n = 8k + 2, 27-2 — 7-3/2 pentru n = 8k— 1 sau n= 
= 8k — 3 şi 20-2 — 2M-3/2 pentru n = 8k — 2, 


e) 27-2 — 2(n-2)/2 pentru n = 8k, 27-2 — 2(4-3)/2 pentru n = 8k + 1, 20-2 pentru n = 
= 8k + 2, 20-2 4 2-3/2 pentru n = 8k + 3 şi 27-2 4 2(n-2)/2 pentru n = 8k + 4. 

f) 27-2 pentru n = Sk sau n = 8k + 4, 27-2 — 2-3/2 pentru n= 8k -+1 sau n= 
= 8k + 3, 20-2 — 2m-2l2 pentru n = 8k + 2, 27-2 + 2(m-dl2 pentru n = 8k — 1 sau n= 
= 8k— 3 şi 20-2 4 2(n-2)/2 pentru n = 8k — 2. 


#2 
g) 


2n — 2 


n n— 1 
pentru n= 6k, 2+1 pentru n= 6k +1, T pentru n=6k42 și 
3 


pentru n = ôk + 3. 
În rezolvarea acestei probleme și a următoarelor două, utilizaţi dezvoltarea după formula 


— 14+143 
binomului lui Newton a binoamelor (1 + e)? și (1 + £)”, unde e, = Ae iar eg =a 
a_1—iy3, 

2 


= g= 


2n — n 

h) = 1 pentru n = 6k sau n = 6k— 2,2 ta 
R N — 
= pentru n = ôk + 2 și 2 


pentru n = k+ i sau n=6k+3, 


2 
pentru n = ôk — 1. 


pentru n = ôk sau n = ôk + 2, pentru n = 6k + 1, 


m— i n n 
i) = A = arie pentru 


n 
r = ôk + 3 sau n= 6k— 1 şi 2+2 


pentru n = 6k — 2. 


57. Utilizaţi metoda inducției complete. 
58. a) CE (V. problema 55,1]. 
(n— m- 1) (n — m- 2)... (n — m— k) 


a. kl 


« Pentru n— m— i k această expresie 
este egală cu Ck m-i 
59. c) Chim 


60. a) 1, 1000, 499 500. 


b) În intersecţia k din rindul al 1 000-lea vor sosi 
; 10001 
C oo = ————— 
-> ikt(1000— k)! 


persoane. 


61. Utilizaţi faptul că. numărul BE este coeficientul lui gi în dezvoltarea expresiei 
(ERETO i i T 


62. 0,6561 = (0,9). În rezokvarea acestei problerhe este cormnød să se considere că toate 


numerele de pe biciclete sînt de patru cifre, însă pot să înceapă cu zero sau cu mai multi de 
zero (în acest caz, 10 000 se înlocuiește cu. 0000). : 


63. a) -| 2 0,003. b) 12 = | 240,038. 
: 360 "860780 


Lideri 20,0015. În rezolvarea problemei ţineţi seama că 396 = 4-9-11 şi utilizaţi 


criteriile de divizibilitate cu 4, cu 9 și cu 11. 


65. 0,2. 
8 _— 
6. a) 121 æ 0,000054. b) nea 2 0,00137. 
-98-72 1792 5 . 
or. ay E T A LTR 0,273. b) 2 m 000 g 0,085. o0 H a 20 0,384. 
1-2:3:3 6561 (31-3? 6561 T 79 
10 9 2 8 5 
E8. a) T b) Ph = 2 x% 0,08;, (3) x 0,0064. c) SC = 135 y 0,42. 
| ieg 323 Ia 
: 2 


69. Este mai probabil să se cîştige trei partide din patru, decit cinci -din 'opt (prima pro- 


babilitate este egală at, a doua este egală cu Z< 3) . 


70. a) CECE" CE me | 

b) Ck m. Utilizaţi faptul că suma probabilităților în cazul în care nu va fi extrasă nici 
o bilă albă, în care va fi extrasă o singură bilă albă, în care vor fi extrase două bile albe,... 
«2, în care vor fi extrase k bile albe, este egală cu unu.. 

71. a) Ch,p/22"-k, 


b) 22%, Acest rezultat se deduce din problema a) la fel cum din 'problema 70, a) rezultă 
relația din problema 70, b). 


72. 1/2. În rezolvarea acestei probleme este cel mai simplu să se demonstreze direct că, 
tn experiența considerată, numărul cazurilor favorabile este egal cu: numărul celor nefavorabile 
(fără a calcula acest număr). 


73. a) 5/9 (se poate admite: că experiența considerată în această problemă poate avea 
nouă cazuri egal posibile, dintre care cinci vor fi favorabile). . 


2% N 3 
b) 1; c)1— (5) . Aici este mai ușor să se determine numărui cazurilor în care ratea- 
27 3 
ză toţi ceci n vinători. 


„396. 


74. 95/144 = 0,66. i 


75. 13/41. În rezolvarea acestei probleme, este esențial să se observe că, din 81 cazuri 
egal posibile: care pot avea loc pentru afirmaţii independente făcute de A, B,C și D, în situaţia 
ge faţă, dat fiind caracterul special al acestor afirmații, rămîn posibile: mimai 41 cazuri. 


76. a) Š x 0,53. Too AI 


- n — 1) 
0 pentru n impar 
77, a) ZE, py 
A r [3 a 
i En)! yeI, DI, pentru n =' 2K par. 
(4k!) (K2 

75. a) Bata asi :+ 6 yai. 

4 o nl. 


„ri 


E E EAR E TE i ; 
„b) Peptru n— % această probabilitate “tinde către 1 —'— æ 0,632 (e % 2,718 este ba- 
. e EN t 
za sistemului de logaritmi paturan; vV. problema’ 158) É 


1 i 2)F. n— 1) 
79. sa ce i 1 — afi- 4 e) a opera | 1 — ). 
hi n £ 


n n 
cr _. k 
ba [Cârk — Ci(r — 1% — C?(r— 2} — :.. + (— 1y-1ci. ik]. 
n 


y i e Eea -0 pentru k< n, 
c) IC — 2kC3 + BCA — + (— 1)"-In¥CR = l 
M (— Din! pentru k= n. 
Utilizaţi faptul că probabilitatea care trebuie octerminata în problema a) este egală cu 0 pentru 
k < n şi se calculează direct pentru k = n. :: 
439 792 ; J nu l 
80. Saua 400. 2 0,12. Numărul total al cazurilor posibile ale daci este egal cu 
91-"101: Numărul căzurilor nefavorabile este’ egal cu Cha, — Cht, + Ġhaz— “+ C?oas — 
— Claro, unde K 


ÎŞ — k)! (00— k— 1)! (20 — 2k) (20 — 2k + 1)... (20 — 2k— 1)'pentru.1 < k < 9, 
d, = 


2-91 pentru k = 10. 


— L1 
ôl. a) im pentu msn;0 pentru m > n, Acest răspuns poate fi obținut pe căi 


diferite.. pe i az, ie aleea pog a = CE i 

Prim a rezo iv ar e. ` Numărul total al cazurilor egal posibile în problema noastră 
este egal cu Ctm: Aceste Chym cazuri pot fi comod reprezentate sub forma a diferite drumuri 
de.:cea mai mică lungime în: număr::de. CP, care: unesc intersecțiile (0, 0) şi (n, m) alè ora- 
șului (v. p: 24). Utilizind această.schemă, se poate: demonstra. că, pentru m-< n, numărul 
cazurilor Detavorabile este egal'cu numărul drumürilór dare unesc intersecțiile = 1, 1) şi (n m), 
adică este egal cu C3; de aici rezultă ușor răspunsul‘ problemei. axi 

Rezolvarea a doua. Cunoscind răspunsul problemei, nu este greu să verificăm 
exactitatea lui prin metoda inducției ' complete. 

„ Rezolvarea a treia. Gopsideraţi n, +m așezări în, rind a celor n+ m cumpărători, 
care se obtin’ Gin una dintre. așezări ! prin mutarea. unui, număr! de cumpătăroti, „care, stăteau în 
față, la 'Coăda rindalti da acceaşi ordine, În care. c, stăţeau,, la inceput). Demonstraţi că pentru 
n > m, dintre ateste n + m Aşezări, nn au proprictatea că, în fața ficcărui cumpărător 
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Stau mai multe persoane care au metode de cinci lei decit oameni care au numai monede de zece 
tei. De aici nu mai este greu de obţinut răspunsul problemei. 
m(m— 1)...(m— Pp) 


(n + 1) (n + 2)...(n+p+1) ) 
1 pentru m < p. Soluţia acestei probleme poate fi dată în mod asemănător ca în prima sau 
A doua rezolvare a problemei 81, a). 


b) 1— pentru n + p > m > p + 1; 0 pentru m> n +pţ 


— 1 
c) Nea iei A pentru n > 2m și 0 pentru n < 2m. 
n+ i 
“Soluţia aceste probleme poate fi dată în mod asemănător ca în prima, a doua sau a treia 
Rezolvare a problemei a), iar cea mai simplă este aici rezolvarea analoagă celei de-a treia la pro- 
blema a). 


82. a) Prin împărţirea a 2n puncte de pe cerc în n perechi, un număr de n puncte din to- 
talul de 2n vor fi primele puncte ale perechilor, iar celelalte n vor ocupa locul al doilea. Demon- 
straţi că, pentru ca n coarde care au ca extremități aceste puncte să nu se intersecteze, nu trebuie 
decit ca, după numerotarea tuturor celor 2n puncte în ordinea poziţiei lor pe cerc, în faţa fiecărui 
punct să se afle un număr de puncte, care sint primele în perechile respective, nu mai mic decit 
numărul de puncte care ocupă locul al doilea. De aici, în baza rezultatului la problema 81, a), 
se obţine imediat răspunsul la problema 52, b). 


Deoarece din răspunsul la problema 52, b) se deduce ușor şi răspunsul în problema 51, b) 
[compară cu rezolvarea problemei 52, b)], raționamentul indicat aici rezolvă și problema 51. 


b) Numărul căutat de moduri 4, este egal cu 
(2n + 2) (2n + 3)... 3n á 
—— m = —— Ch 
n! 2n +1 
Acest rezultat se obţine din soluţia problemei 81, c) ca și rezultatul la problema 52, b): din so- 
luţia problemei 81, a). 
c) Numărul căutat de moduri S este egal cu 


2n (2n + 1)... (3n — 3) za 1 Cha. 
(n— 1)! 2n— 1 
Pentru demonstrație, trebuie doar să se arate că Sp = Ọn-1 [compară cu soluția problemei 52, b]. 
8&5. 113; 5/9. 
84. a) 1/5; 1/100. b) 1/5; 2/5. 
85. 1/7; 91/144. 
86. 1/4; 1/20. 
87. 1g 2 (logaritm zecimal!). Pentru demonstrație, trebuie să folosim faptul că, printre 


puterile lui doi care au un număr dat de cifre, există desigur o singură putere care începe 
<u cifra 1. 


$8. a) Vom nota cu M numărulreprezentat prin combinaţia de cifre dată. Trebuie să de- 
monstrăm că, pentru orice M, pot fi determinate două numere întregi n şi k, astfel încît k să 
fie mai mare decit numărul de semne ale lui M şi, în același timp, 10£M < 2" < 10%(M +1). 
.Lagaritmind această inegalitate, obținem 


IgM +ksnig2<lg(M+1)+k. 
Problema va fi rezolvată dacă vor fi determinaţi n şi k care verifică ultima inegalitate. Astfel, 
trebuie să demonstrăm că cel puţin unul dintre punctele lg 2, 2 1g 2, 3 ig 2,... de pe axa nume- 
xelor va fi cuprins în unul dintre intervalele (lg M + k, 1g (m + 1) + k), k = 1, 2,5... 
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b) lg |: +5) (logaritm zecimal!). Demonstrați că probabilitatea ca punctul n lg2 de 


pe axa numerelor, pentru n luat la întimplare să se afle in unul dintre intervalele indica- 
te mai sus este egală cu lungimea totală a tuturor acestor intervale. 

89. a) 0,6. Demonstrați că probabilitatea ca două numere luate la întimplare să fie prime 
tntre ele este egală cu 


t-36- -I-AA b-i- 


(2,3, 5, 7, 11, 13,... sint toate numere prime), sau ceea ce este același lucru, că este egală cu 
1 


2 Data 


b) 0,1. Demonstraţi că probabilitatea căutată este egală cu 


bat e e a) 


90. a) Utilizaţi rezultatul problemei 143, a). 

b) Utilizaţi rezultatul problemei 143, b). 

91. In 2 (logaritm natural!). Pentru demonstraţie, utilizaţi rezultatul problemelor 165 
și 169, b). 

92. 7[16. Mulțimea tuturor rezultatelor egal posibile ale experimentului este reprezentată 
aici prin mulțimea punctelor pătratului 0 < z < 1,0 < y < 1, unde z şi y sint coordonatele 
carteziene ale punctului , care reprezintă momentul sosirii primei persoane și respectiv al celei 
de-a doua. 

93. 1/4. 


94. Probabilitatea căutată J (3 4_ 4V dacă 
este egală cu l 


a}? l 
1— 3[1— —| dacă — sas. 
1 2 


95. 1/4 (compară cu problema 93). 
96. 1/2. Aici toate rezultatele posibile ale experienţei se reprezintă prin punctele unuă 
cub. 


97. 1— A (v. indicația la problema precedentă). 


98. 3ln 2—2 (logaritm natural; v. problemele 149— 152). 

99. 2 ln 2— 1 ((logaritm natural; v. problema 152). Aici este comod să se caracterizeze 
toate rezultatele posibile ale experienței printr-o pereche de numere (z, y), unde z este lungi- 
mea celei mai mici porțiuni, formată după prima îringere ; y este raportul dintre lungimea barei, 
obținută după fringerea porțiunii mari și lungimea acestei porţiuni mari. În acest caz, mulți- 
mea tuturor rezultatelor va fi reprezentată prin mulțimea punctelor unui dreptunghi, iar pro- 
babilitatea ca punctul (x, y) să se afle în interiorul unei părți a dreptunghiului va fi proporțio- 
nală cu aria acestei părți. 

100. Utilizați rezultatul problemei 147, b). 
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PARTEA A DOUA 
PROBLEME DIN DIFERITE DOMENII ALE MATEMATICII 


căt AU ; si a: 
EL iu z ) 


101. Este posibil. l 


102. Poate fi dat un exemplu de la de, autobuze, formată din şapte trasee și care veri- 
fică condiţiile problemei. 


103. a) Fie n numărul de staţii ale unui traseu a. Arătaţi succesiv că: 1) prin fiecare staţie 
care nu aparţine traseului a, trec cile n trasee:.2) fiecare traseu are cite n staţii: 3) prin fie- 
care staţie, care aparține traseului «, trec de asemenea cite m traseer. - ej 


b) 8. Utilizaţi - rezultatul problemei. a).. a i ; 


104. b) Arătaţi mai intii că din tolalul de șapte puncte face parte fiecare ' punct 
de intersécție a două dintre cele-șapte drepte considerate (şi: printre töale"dreptele se află o ri ce 
dreaptă! tare unește două dintre punctele considerate). i i i 


105. Teorema se demoristrează prin reducere la absurd: 'presupuneţi că nu este adevărată 
și că în afara uneia din cele n drepte (o vom nota cu MN), există puncte de intersecție a 
acestor drepte. Arătaţi că, pentru fiecare din aceste puncte se poate determina un punct 
de intersecţie a dreptelor mult mai apropiat de MN (adică nu există un punct de 
intersecţie a dreptelor care să fie cel mai apropiat de MN). Deoarece aceasta nu este posi- 
bil, presupunerea făcută trebuie să fie falsă. 


106. . Presupuneţi că problema nu este adevărată şi. derhonstrăți' că, dacă” Yi: N este o dreaptă 
oarecare dusă prin unul dintre punctele date A şi care trece prin celelalte, atunci pentru 
fiecare dintre punctele de intersecție a lui MN. cu dreptele care unesc perechile de puncte 
date se poate găsi un punct mult mai apropiat de A (adică printre aceste puncte 
nu există unul cel mai apropiat de A). Deoarece aċeasta nu este posibil, presupunerea făcută 
trebuie să fie falsă. i e > da iz 


107,- Utilizaţi. metoda inducției complete ; .pentru aceasta, utilizați rezultatul de la pro- 
blema 106. 


108. a) În total sint posibile șase configurații diferite a patru puncte care verifică. condi- 
țiile problemei, anume: 1) virfurile unui romb cu una dintre diagonalele egală cu latura; 
2) — 3) virfurile unui deltoid (un: patrulater cu două laturi. invecinate 'egale) cu diagonalele 
egale. intre ele și egale şi. cu o pereche. de laturi; în acest caz, deltoidul. poate fi convex sau 
neconvex.; 4) virfurile unui pătrat; 5) cele trei virfuri ale unui triunghi echilateral și centrul 
său; 6) virturile unui trapez, isoscel, ale cărui laturi: laterale sint.egale cu. baza mică, iar diagona- 


nalele” cu ' cea inâre; "Răpoartelb: posibile b/a sint egale c cu KE Va fi 2 -433 ys și că BP 


(aici b este cea mai mare dintre cele 'două distänțe). a Be 


b) Valorile posibile ale lui n sint: n=3 (meturile únui triunghi isoșceD, n n= dese şase 
configurații ale problemei a)), n = 5 (virfurile. unui. pentagon regulat). ., ,. ieg a 
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109. a) Pat îi indicate direct astfel de configurații a N puncte în plan (unde N este un 
număr oarecare) în care aceste puncte nu sînt situate toate pe o aceeași dreaptă și astfel ca 
toate distanţele a două dintre ele să fie exprimate prin numere întregi (pentru găsirea unor ast- 
fel de configurații este comod să folosim cunoscutele formule pentru lungimile z, y, Z, ale latu- 
rilor exprimate în numere întregi ale triunghiurilor dreptunghice: r = 2uv, y = |u? — v2|, 
z = u? + v2, unde u, v sint numere întregi oarecare). 

b) Arătaţi că, dacă O, P şi Q sint trei 'puricte fixe din plan necoliniare, atunci există 
pu mai mult de două puncte A astfel încît diferenţele dintre distanţele AP — AO și AQ — AO 
să aibă valori date dinainte. De aici rezultă că există numai un număr finit de puncte, în aşa 
fel incit distanţele dintre ele și celc trei puncte fixe necoliniare să poată fi exprimate în numere 
întregi. i 


110. a) Plecind de la paralelogramul dat, formaţi o reţea infinită de paralelograme egale 
și aşezate paralel, analoagă cu rețeaua de pătrate existente, Demonstraţi apoi că pătratele din 
care a fost alcătuită rețeaua precedentă sint egale ca mărime cu paralelogramele din care 
este formată noua reţea. 

b) Demonstraţi că, dacă poligonul cu virfurile în nodurile reţelei de pătrate este împărțit 
în două poligoane mai mici, ale căror virfuri coincid, de asemenea, cu nodurile reţelei și dacă 
pentru aceste poligoane mai mici formula de demonstrat este adevărată, atunci ea este adevă- 
rată şi pentru poligonul mare. Mai departe, împărţiţi unul dintre poligoane în mai multe tri- 
unghiuri ; pentru fiecare dintre ele formula noastră este adevărată în baza rezultatului proble- 
mei a). 

111. Alcătuiţi toate poligoanele posibile egale cu cel inițial și aşezate paralel cu acesta, 
avind centrele în nodurile „pare“ ale reţelei de pătrate (adică în nodurile ale căror distanţe 
la dreptele reţelei care trec prin centrul poligonului dat sînt exprimate prin numere pare). 
Demonstraţi că nu există două astfel de poligoane care să aibă părţi comune şi că aria tuturor 
“părţilor poligoanelor construite, situate în interiorul pătratului de latură 2, cu centrul într-un 
nod „impar“ al reţelei, este egală cu aria poligonului inițial. 

112. Să presupunem că raza p a tuturor copacilor este mai mare decit 1/50. Duceţi prin 
centrul grădinii o dreaptă oarecare, care să intersecteze conturul grădinii în punctele M și N 
şi construiți un dreptunghi de lățime 2p, pentru care MN este linie de mijloc. Din teorema 
lui Minkowski (v. problema 111), rezultă că în interiorul acestui dreptunghi se vor afla unele 
puncte în care sint plantați copaci; aceşti copaci vor acoperi vederea din centru în direcţia 
MN. Dacă raza tuturor copacilor este mai mică decit 1 W2 501, atunci poate fi indicată direct 
raza in direcția căreia se va vedea lumină. 


113. Utilizați metoda inducției complete. 


114. Pentru o reţea care are numai două noduri, enunţul problemei este evident. Mai 
“departe, utilizaţi pentru demonstrație metoda inducției complete (utilizind numărul de noduri 
ale reţelei). Anume, presupuneţi că o parte din reţea, formată din linii care nu trec printr-un 
nod dat, a fost dinainte vopsită și apoi vopsiți liniile care trec prin acest ultim nod (în acest 
caz, pentru ca modul de vopsire să verifice condiţiile problemei, în unele cazuri trebuie să vopsim 
liniile vopsite mai înainte). 


115. a) Nu este greu de demonstrat că numărul segmentelor numerotate cu cifrele 12 
și situate pe latura 12 a triunghiului mare este impar, pe celelalte laturi ale triunghiului mare 
nu se află astfel de segmente. Mai departe, determinind pentru toate triunghiuri le descompunerii 
numărul de laturi. numerotate cu cifrele 12, ne putem convinge că numărul triunghiurilor ale 
căror viriuri sint numerotate cu cifrele 123 trebuie să fie de aceeași paritate cu numărul seg- 
mentelor 12 de.pe latura 12 a triunghiului mare, adică trebule să fie impar (și deci, evident, 
diferit de zero). 


b) Teorema se formulează în felul următor. Dacă tetraedrul mare, avînd cele patru vir- 
furi numerotate cu cifrele 1,2, 3 și 4, este împărţit în tetraedre mult mai mici, astfel incit oricare 
două tetraedre ale descompunerii sau nu au nici un punct comun sau au un virf comun sau 
au o muchie comună (nu însă o porțiune de muchie) sau au o faţă comună (nu însă o porţiune 
de față) și dacă virturile diviziunii așezate pe fața 123 a tetraedrului mare au numerele 1, 2 
sau 3 și analog pentru celelalte fețe, iar virfurile diviziunii situate pe muchia 12 a tetraedrului 
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«nare au numerele 1 sau 2 și analog pentru celelalte muchii, atunci va exista neapărat cel puţin 
un tetraedru al diviziunii avind cele patru viriuri numerotate cu cifrele 1, 2, 3 și 4. 


116. Demonstraţi, utilizind metoda inducției complete, următoarea propoziţie (ceva 
«nai tare decit se cere în enunţul problemei): dacă un poligon oarecare este împărţit în triun- 
ghiuri, astfel că nici un grup de două triunghiuri ale diviziunii nu se alipesc de o parte a laturii 
unuia dintre ele şi în fiecare virf al diviziunii se unește un număr par de triunghiuri, toate 
viriurile diviziunii pot fi numerotate cu cifrele 1, 2 și 3 astfel încit toate viriurile care se află 
pe conturul poligonului să fie numerotate de cifrele 1 şi 2 și toate viriurile fiecăruia dintre tri- 
“unghiurile diviziunii să fie numerotate cu trei cifre diferite. 


117. În primul rind, dacă între două poligoane învecinate ale diviziunii se află porţiuni aco- 
perite de alte poligoane ale diviziunii, atunci adăugaţi aceste porțiuni la poligoanele noastre ; 
în acest caz, veţi obţine o nouă împărţire a pătratului, astfel încit oricare două poligoane în- 
vecinate ale descompunerii sau au un punct comun sau se alipesc de-a lungul unei linii frinte. 
După aceea cercetaţi separat poligonul M, care acoperă centrul pătratului (poligonul etajului 1), 
poligoanele învecinate cu poligonul Mo (poligoanele etajului 2), poligoanele învecinate cu poli- 
goanele etajului 2 (poligoanele etajului 3) etc. Arătaţi că, dacă toate poligoanele diviziunii au 
mu mai mult de cinci vecini, nici unul dintre poligsoanele etajului 4 nu are vecini în etajul 5, 
adică toate poligoanele diviziunii sint date de poligoanele primelor patru etaje (ceea ce nu este 
posibil, deoarece poligoanele etajului 4 nu se alipesc de frontiera pătratului). 


118. Demonstraţi că, dacă curba nu are o coardă de lungime a paralelă cu AB şi nu are 
o coardă de lungime b paralelă cu AB, atunci ea nu poate să aibă nici o coardă de lungime 
a + b paralelă cu AB (în demonstraţia acestei propoziţii utilizați faptul că lipsa în această curbă 
a unei coarde de lungime a paralelă cu AB înseamnă că curba care se obţine din cea iniţială 
printr-o translație în sensul AB la distanța a nu se intersectează cu curba iniţială). Din 
această propoziţie rezultă că prima afirmaţie din problemă este adevărată. 

Pentru demonstrația celei de-a doua afirmaţii, luaţi a cuprins între 1/n și 1/(n + 1) (n 
este număr întreg); construiți un exemplu de curbă care nu are nici o coardă paralelă cu AB, 
a cărei lungime să fie cuprinsă între 1/n şi 1/(n + 1) (pentru construirea exemplului se recomandă 
să se dea lui n, la început, valori nu prea mari). 


119. a) Fie AB o latură a poligonului convex M de arie 1 și C un punct de pe poligon 
cel mai depărtat de AB (sau unul dintre aceste puncte). Demonstraţi că lui M i se poate circum- 
scrie un paralelogram de arie nu mai mare decit 2, avind o latură care conţine latura AB 
a poligonului și două laturi paralele cu AC. 


b) Consideraţi paralelogramul APQR circumscris triunghiului ABC de arie 1 și astfel 
încit virful A al paralelogramului coincide cu virful triunghiului, iar laturile PQ și QR trec 
prin virturile B şi C; demonstraţi că aria acestui paralelogram nu este mai mică decit 2. 


120. a) Înscricţi în poligonul dat triunghiul AJA,A, de cea mai mare arie şi 
consideraţi separat cazurile în care aria acestui triunghi nu este mai mare decit 1/2 și în care 
ea este mai mare decit 1/2. 


b) Demonstraţi mai întii că unui pătrat de latură 1 nu i se poate circumscrie un triunghi 
de arie mai mică decit 2. Apoi arătaţi că unui dreptunghi de arie 1 nu i se poate cir” 
cumscrie un triunghi de arie mai mică decit 2 și că unui paralelogram de arie 1 nu i se poate 
circumscrie un triunghi de arie mai mică decit 2. În acest scop, utilizaţi faptul că în pro- 
iecția ortogonală ariile tuturor figurilor se micşorează de același număr de ori. 


121. a) Vom presupune că dreapta l nu intersectează poligonul dat. Fie A virful cel 
mai apropiat de dreapta 1 al poligonului (sau unul dintre aceste viriuri); fie B virful cel mai 
îndepărtat de l al poligonului. Fie, mai departe, |, „los L drepte paralele cu l şi care divid 
segmentul AB în patru părți egale; dreptele [, (cea mai apropiată de A) și l, intersectează con- 
turul poligonului în punctele P,Q, respectiv R, S. Demonstraţi că aria a cel puţin unuia din 
cele două triunghiuri ARS și BPQ nu este mai mică decit 3/8 din aria lui M. 


b) Determinaţi triunghiul de arie maximă înscris în hexagonul regulat și avind una din 
laturi paralelă cu latura AB a hexagonului. 


122. a) Aplicați metoda inducției complete (utilizind numărul n al progresiilor); în demon- 
straţie este comod să folosim faptul că, dacă d este cel mai mare divizor comun a două numere 


402 


întregi a și b, atunci există două numere întregi p și q (nu neapărat pozitive), astfel încit d= 
= pa + qb. A doua afirmaţie din problemă nu este greu de demonstrat, dind un exemplu 
de trei progresii, astfel ca oricare două dintre ele să aibă un termen comun, iar toate trei să 
nu aibă nici un termen comun. 

b) Demonstraţi că, dacă rațiile a două progresii oarecare nu sint comensurabile, aceste: 
progresii au un singur termen comun (și deci, toate celelalte progresii trebuie să aibă și ele acest 
termen comun). Dacă însă rațiile oricăror două progresii sint comensurabile, progresiile consi-— 
derate pot fi reduse la progresii formate din numere întregi, după care nu ne mai rămine decit 
să aplicăm rezultatul de la problema precedentă. 


123. a) Încercind să construim direct un șir format din cifrele 1 și 2 care să nu conțină 
repetiţii, vom ajunge foarte repede la o contradicţie. 


b) Vom introduce următoarele notații. Fie A un șir oarecare format din cifrele 1 şi 2. 
În acest caz, vom nota cu A șirul obținut din A după următoarea regulă: fiecare cifră la și 
rului A se înlocuiește cu perechea de cifre 12, iar fiecare cifră 2 cu perechea de cifre 24. 
Vom considera acum următoarele șiruri de cifre 1 și 2: 

PA = 12, 

l=], =12 21, 

L=, = 12 21 21 12, 

la = Ī} = 12 21 21 12 21 12 12 21, 

Iz= Ï, = 12 21 21 12 21 12 12 21 21 12 12 21 12 21 21 12, 


Se poate demonstra că nici unul dintre șirurile J4, I}, ..., ]p,... nu conține cifre sau grupuri de 
cifre care se repetă succesiv de trei ori. 

124. a) Ca şi în rezolvarea problemei 123, b) vom nota cu X şirul obținut dintr-un şir cur 
noscut A de cifre 0, 1, 2 și 3 după următoarea regulă: oricare cifră 0 din șirul A se înlocuieşte 


cu o pereche de cifre 02, cifra 1 cu un grup de patru cifre 0121, cifra 2 cu un grup de patria 
cifre 0131 și cifra 3 cu o pereche de cifre 03. Vom considera acum următoarele șiriuri de cifre 


0, 1,2 şi 3: 
Jo = 01, 
Ji = J, = 02 0121, 
Ją = Ji = 02 0131 02 0121 0131 0121, 


Ja = Ji = 02 0131 02 0121 03 0121 02 0131 02 0121 0434 0121 
02 0121 03 0121 02 0121 0131 0124, 


Se poate demonstra că nici unul din şirurile J1, Ja, Jgs-::> Jn»... nu conține cifre sau grupuri 
de cifre care se repetă la rind de două ori. 


b) Vom introduce următoarele notații. Fie K un șir de cifre 1, 2 și 3. Vom nota cu 


A 
K șirul obţinut din K după următoarea regulă; în locul cifrei 1 a șirului K, care stă în K pe un, 
loc impar, punem grupul de trei cifre 123, iar în locul cifrei 1, care stă pe un loc par, 
punem grupul de trei cifre 321; la fel, orice cifră 2, care stă pe un loc impar, œ vom înlocuii 
cu grupul de trei cifre 231, iar cifra 2, care stă pe un loc par, cu grupul de trei cifre 132; 
în sfirşit, cifra 3, care stă pe un loc impar, o vom înlocui cu grupul de trei cifre 312, iar 
cifra 3, care stă pe un loc par, cu grupul de trei cifre 213. Acum vom considera următoarele 
șiruri de cifre 1, 2 și 3: 

Kı = 123, 

A 

K, = K, = 123 132 312, 


A 
K= Ka = 123 132 312 321 312 132 312 321 231, 
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Se poate demonstra că nici unul dintre șirurile Kı, Da ha, e o Rases nu conține cifre sau 
grupuri de cifre care se repetă la rind de două ori. : i . 


125. Vom defini numărul Ta prin următoarea constručtie; În primul rind,.vom scrie, 

ia rind n de unu: 111... 1. Deoarece trebuie ca din numărul format să nu se poată separa 
de n ori 

două mumere identice de n cifre, după acești n de unu sintem nevoiţi să punem "0: în caz 
contrar, din numărul format am fi putut să 'separăm de două ori unul şi acelaşi număr de m 
cifre 111... 1 (primele ri cifre ale numărului T şi cele n cifre care urmează după. prima). 'Ob- 

de n ori 
ţinem astfel numărul 111 ... 10. Mai departe, scriem după primul zero încă alte zerouri atita 
timp cît acest lucru este posibil, adică pînă cind nu vom mai putea adăuga zerouri la siirșitul 
numărului format fără ca din numărul obțimit să se poată separa două numere identice de n: 
cifre. În acest caz, va trebui să adăugăm la sfirşit cifra unu. Apoi. vom, adăuga .din nou zerouri 
la sfirşit atita timp cit acest lucru. va fi posibil, etc. Astfel, vom „conveni de, fiecare dată, să 
procedăm în felul următor: dacă la sfirșitul numărului format poate fi pus. un. zero, fără ca să 
fie identice două numere de n cifre care pot fi separate din numărul obținut, atunci „scriem 
la sfîrşit zero; în caz contrar, adăugăm la sfirșit cifra unu. Procesul de construire a numărului 
TA se termină cind la sfirșitul numărului nu se va putea adăuga nici zero nici unu' (în ambele 
cazuri se va obţine un număr din care se pot separa două numere identice de n cifre). 

Pentru mai multă claritate vom da citeva exemple. Fie 


T, = 11001; 


într-adevăr, după două unităţi punem doi de zero, iar apoi un unu, deoarece, altfel, din numărul 
obținut s-ar putea separa în două moduri numărul 00. După aceasta, numărul T, se încheie, 
deoarece incă de la cifra a cincea nu mai putem adăuga nici zero (deoarece din numărul 
obținut s-ar putea separa în două moduri numărul 10), nici unu (deoarece s-ar putea separa in 
două poduri numărul 11). La fel se construiesc numerele, 


a 


T = 1110001011, T= = 1111000010011010111 ‘etc. 


„Nu este greu de verificat că din numărul T, (respectiv Tg sau T4) pot fi separate. toate 
numerele posibile de -dpuă cifre (de. trei cifre, de patru qire) formate din zerouri și unu. Faptul 
că, în cazul general, din numărul Tp format după regula indicată poate fi separat orice număr 
k de n cifre (format din zerouri și unităţi) se demonstrează prin inducţie utilizind numărul! 
de unităţi de la sfirşitul numărului k. 


126. Demonstraţi (prin inducţie, utilizind numărul n pentru n > 2; pentru n = 1 şi 
n = 2 teorema este aproape evidentă) că, dacă m sorturi de prăjituri a cite n prăjituri de 
fiecare sort sint împachetate în m cartoane cite n prăjituri în carton, atunci pot fi alese m 
prăjituri din toate sorturile existente, luînd cîte o prăjitură din fiecare carton. 


127. 900. Fie A şi B două numere întregi nenegative. Vom scrie aceste numere în sistemul 
de numerație în baza doi 


A = tanan- se Aap, B = ábmbm-i -bibo ; 


această notație înseamnă că A= anr? + apat 2t -H enta 2Ha şi B= bpm 2M y 
+ bm-1' 21... bi: 2+ bo, unde «cifrele» ay, ap, -> Ar, Qo și bm» bm-1» ++. Ba, bo ale numerelor 
A şi B sint toâte egale cu O san 1, iar «cifrele» de rangul cel mai mare ayn şi ba! sint egale cu i, 


Vom nota acum cu Z(A, B) dumăřul, care în sistemul de parneraie în baza 2 se detinește 
în modul următor: ` 


0, dacă a + bi = = os sau: 2, 
1, dacă as + b = 1, i= p, p— 1s „1,0; 
aici p este cel mai mare număr întreg astfel încit ap + bp = 1. 


Demonstraţi că pentru ordinea de numerotare a.'pătratelor tablei despre care este 
vorba în problemă, pătratul care stă la intersecţia dintre rindul al (A + 1) -lea și coloana a 
(B + 1)-a va căpăta numărul Z(4, B). 
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Z(A, B) = urpzp- «+= 7120; unde- z= aqe 


12%. Să presupunem că în trei grămezi vor fi respectiv a, b şi c chibrituri. Vom scrie 
numerele a, b şi c in sistemul de numerație ìn baza doi și vom forma suma ultimelor trei cifre 
ale numerelor a, b și ¢, a penultimelor trei cifre etc. Dacă cel puţin una dintre sumele cifrelor 
de acelaşi rang din scrierea in baza doi a acestor numere este impară, atunci primul jucător 
poate cîştigă totdeauna; în caz contrar, la un joc corect al adversarului el trebuie 'să piardă. 


129. Rezolvarea acestei probleme este asemănătoare cu rezolvarea celei precedente, însă 
este mult mai complicată. Pentru a găsi legea care permite să determinăm numărul de. chibrituri 
din grămezi pentru care primul jucător poate să ciştige și care! dă regula jocului fără pierdere 
în aceste cazuri, trebuie să scriem numerele de chibrituri într-un „sistem de numerație generali- 
zat“ (la fel cum în problema precedentă a fost comod să trecem la sistemul de numerație 
în baza doi). 

Scrierea numărului N în sistemul de numerație în baza a are următorul sens. Numărul 
N se scrie sub forma 


N = qaa” + qa-10"! + qn- + + Quad P do» (% 


unde qn este cîtul împărțirii lui N la a” (a” este cea mai mare putere a lui a care nu este mai 
mare decit N); qn- este citul împărțirii primului rest 7, = N — qna” la a-l, qn- este restul 
împărțirii celui de-al doilea rest r, = N — qna” — nat” la ah-2 etc. În acest caz „cifrele“ qy, 
Qn-1> 0n-25 0:01 do Pot, evident, lua orice valori cuprinse între zero şi a— 1 (în sistemul de 
numerație în baza zece cifrele pot fi egale cu 0, 1, 2,3, 4, 5, 6, 7, 8 sau 9, iar. în siste- 
mul de numerație în baza doi toate acestea sint egale cu 0 sau 1). 

Vom considera acum un şir oarecare crescător, infinit, de numere pozitive, care începe 
cu unu: 


Up = 1, Ugs Ugs Ugs ln seee 


Reprezentarea numerelor pozitive intregi N sub- forma. A 


N = mun + An-utn-a + În-allna + ... E tüy + do : (**) 


o vom numi sistem de numezație. generalizat tn scrierea 0%) qn este cîtul 
împărțirii lui N cu up (Un este cel mai mare. număr al șirului, care nu este mai mare decit N), 
4Qn-ı este citul împărțirii „primului rest“ r, = N — gain CU Uma, a-g este cttul împărţirii „ce- 
lui de-al doilea rest“ r, = N — qniin — An-itln-1 :CU Un-a etc. Evident că orice număr întreg 
pozitiv N poate fi scris in mod unic în orice „sistem de numerație generalizat“. În: cazul în cars 


up=a=1, w=a=a, Up = aĉ, Up = OÊ, oe. 


scrierea (**) trece în (*), adică „sistemul de numerație generalizat“ trece în sistemul de numerație 
obişnuit în baza a (în sistemul de numerație în baza zece, dacă a = 10). 

„Cifra“ qg a „sistemul de numerație generalizat“, definit de șirul dat, de numere intregi 
crescătoare Uo = L, Uj, Us, +., Uns... poate lua toate valorile dintre zero și citul ay ål împărţirii 
dui Ug} CU Uz (incluzind sau nu valoarea a; după cum Ug} > CpUk SAU Ugyi = Aug): intr» 
adevăr q este citul impărțirii „restului al (n— k)-lea“ Ta- = N — nun — On-illn-i — ese 
see paie CU Up, iar „restul al (n — k)-lea“ evident este mai mic decit ua: 

Şirul de numere întregi 


Ups Ul, Ugs ssop none 
definit de relațiile 
Uo = 1, D=, Up = Una Fum; N= 2, 3, A 


se numește șirul lui Fibonacci. Este ușor de verificat că primii termeni ai şirului 
lui Fibonacci se scriu sub forma următoare: 


1, 1,2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89,... 


„Sistemul de numerație generalizat“ legat de descompunerea numerelor întregi pozitive cu aju- 
torul termenilor ua, Uz»... Un, -+ ai şirului lui Fibonacci (u nu intră în aceste descompuneri, 
deoarece chiar u; = 1) este numit firește sistemul de numerație al lui Fi- 
bonacci. Nu este greu de arătat că în sistemul de numerație al lùi Fibonacci toate „cifrele“ 


405 


u u, ur- 
tH kt + k-i oo 


numărului N sint egale sau cu O sau cu 1| deoarece Fa- < Upps iar 
Uug Ug 

şi între fiecare două unități figurează cel puțin un zero (deoarece, dacă pe locurile al k-lea, 

al (k — 1)-lea şi al (k — 2)-lea ar sta „cifrele“ 0,1, 1, aceasta ar însemna că „restul al (n — k)y-lea“ 

Ta-x este mai mic decit Uy Și n-p = Up-1 + Ugo + ...; însă aceasta nu este posibil deoarece 

Ug-1ı + Uk- = Up). 

Pentru rezolvarea problemei considerate este comod să reprezentăm numerele a și b 
de chibrituri din cele două grămezi în sistemul de numerație al lui Fibonacci; în acest caz 
nu este greu să se observe legea după care se formează situațiile inițiale de pierdere pentru 
primu! jucător (adică valorile inițiale ale numerelor a și b) şi apoi să se stabilească regula jocului 
fără pierdere în cazul în care situaţia iniţială nu era de pierdere pentru primul jucător. 


130. Utilizaţi formula de la problema 138, b). Pentru rezolvarea părţii a doua a problemei 
trebuie să folosim faptul că cos ọ ia valoarea cea mai mare și cea mai mică pentru e multiplu 


de r şi devine egal cu zero, pentru ọ = Ep krv, unde k este orice număr întreg. 
2 


131. Polinomul z?— 1/2, a cărui abatere de la zero este egală cu 1/2. 


132. Consideraţi diferența 


R(2) = Pa(7) — Ta(x), 


on-l 


unde Pa(z) este un polinom oarecare de gradul n cu coeficientul dominant egal cu 1, a 
cărui abatere de la zero pe segmentul de la — 1 la +1 nu este mai mare decit 1/22-1, Această 
diferență este un polinom de grad nu mai mare decit n — 1. Cercetaţi în care puncte polinomul 
R(x) este pozitiv şi în care negativ, și deduceţi că curba y = R(x) trebuie să intersecteze 
axa OX nu mai puțin de n ori, adică ecuaţia R(z)=0 de grad nu mai mare decit n— 1 
are nu mai puțin de n rădăcini. Din faptul că aceasta nu este posibil, rezultă afirmaţia din pro- 
Dlemă. Examinaţi separat cazurile în care abaterea de la zero a polinomului P„(r) este mai 
mică decit 1/2%-1 și în care ea este egală cu 1/271, 


133. Polinoamele căutate sint 277 = „unde n este oarecare, iar Ta(x) este polinomul 


lui Cebișev (v. problema 130); abaterea de la zero a tuturor acestor polinoame pe segmentul 
de la —2 la +2 este egală cu 2. În rezolvare, utilizaţi rezultatul problemei 132. 


134. Pohnomul 


n! (z — 1)(z— 2)(x— 3)...(r— n) 0 0)(r— 2)(r— 3)... (1— n) 
| ni 1!(n— 1)! 


(z — 0)(z— 1)(x— 3)... (x— n) (x— 0)(x— 1)(z— 2)...[2— (n— R, 


+ 


CA teii A Said a Sa e O E E 

T 2! (n— 2)! n! 
a cărui abatere este egală cu n!/22. În demonstraţie utilizați formula 
z— 1)(z— 2)(1— 3)... (z— n 

Pta) = 0 pp) E DE) 


+ e ana page 7 00 — 2) (2 — 3). (e — n) + 


1! (n— 1)! 
E (z— 0)(z— 1)(r— 3)...(r— n) 
— 1-2 P(2) 1— M ee 
+ 1-2 P(2) E EE + 


(x — 0) (z— 1)(z— 2)... [r— (n— D 


nl 


„+ P(n) 


unde P(x) este un polinom oarecare de gradul n, P(0), P(1), P(2),... P(n) sint valorile pe cars 
el le ia pentru z=0,1,2,...,n. 


135. Pentru ca pe segmentul de lungime l să nu existe un punct M astfel incit MA,- MA... 
Lya 
î..* MAg > 2 (+) „este necesar ca toate punctele A4, A,, ..., Ap să fie situate pe acest seg- 
4 
l 3x l 5r l (2n — 1)xz 


l 
ment la distanțele — cos pu să COS — » — cos —,... — COS 
2 2n 2 2n 2 2n 2 2n 


de mijlocul segmen- 


tului. 


În rezolvare utilizaţi reprezentarea geometrică a numerelor complexe: dacă punctele 
A, Aa, ---» An corespund numerelor complexe axa, a»... @p, iar punctul M corespunde numărului 
complex z, produsul MA, - MA,... - MAn este egal cu valoarea absolută a polinomului 
(z — aa)(z— aa)... (2 — an) de gradul n cu coeficientul termenului de cel mai inalt grad 1 și cu 
coeficienți complecși. Mai departe, utilizaţi rezultatul problemei 132. 


136. Utilizaţi definiţia geometrică a sinusului și a tangentei cu dublul ariilor anumitor. 
triunghiuri legate de cercul trigonometric, 


sit x $ su % 
. Înmulţiți această expresie cu sin — . 
Pid 


138. Utilizați formula lui Moivre 
(cos a + i sina)? = cos ng + isin na. 


139. a) Clima? — Cm ti + CimyaI2 — „= 0. Utilizați formula din problema 
138, a) (considerind n = 2m + 1). 


b) r” — Chan-1 — Cpaa-2 + Căzn-3 4 Chr — = 0. 
Utilizați formula pentru ctg na, care se deduce din formula de la problema 138, c). 

c) — d). Respectiv ecuațiile 

Clm — ym 1— Cha(1 — 2)™-2 x + Cim(1 — 1)? — ... = 0, 
(1 — 1)” — Chm(1— 1) r + Cån(1— T)”-2 q? — = 0. 

Utilizaţi formulele de la problemele 138, a) și b) (punind n = 2m). 

140. a) Utilizați rezultatul problemei 139, a). 

b) Rezultă din identitatea de la problema a). 

c) Utilizați rezultatul problemei 139, b). 

141. Utilizaţi rezultatele problemelor 139, c) și d), 

142. a) Puneţi în indentitatea de la problema 137 « = 7/2 și treceţi la limită pentra 


n= o. 
b) 3 V3 /(4n). 
143. a) Utilizați rezultatul problemei 136, a). 


b) 74/90. Determinaţi suma puterilor a patra ale cotangentelor şi cosecantelor unghiu- 
2r mr 


rilor 3 e 
2m+1 2m+1 2m +1 


144. a) Se rezolvă analog cu problema 143, a). b) 2/8. 
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145. Consideraţi următoarele două expresii, a căror regulă de [ormare este dată de lormula 
lui Wallis: i 


Doi e DR pe AR 45 „_(2m 2) __(Qm—2)x 
sin — sin — sin — sin — sin ————— sin ———— 
4m 4m 4m 4m 4m i 4m 
Oa, a Ba e Ia a ON „_(2m—3)z . (2m—1)x 
sin — sin — sin — sin — sin ——— sint =———— 
4m ám 4m 4m 4m 4m 
în Ade o drm o AD a 6z „__ (2m—2)z „_ 2m7 
sin —= sin — sin — sin — sin ——— sin — 
4m Am am ` 4m 4m 4m 
„Sa . 3z . öz . öz _„(2m=—1)z . (Qm—1)x 
sin — sin — sin — sin — Sin ——— sn———— 
4m 4m Am 4m 4m 4m 
Mai departe, utilizaţi rezultatul problemei 136, b). 
146. 3/3. 
147. a) 27. b) 2 sin? £. 
pri — anl 
148. a) Ea: împărţiţi latura AD a trapezului curbiliniu considerat ABCD (04 = 
m + 
OM OM, 
= a, OD = b) în părţi AM, MM, MaMy, -s Ma-aD, așa incit să avem Lp cet: PE 
a OM, 
OM; b 
OM: Ei OMa- 


b) b™ij(m + 1), 


149. Împărțiţi intervalele AD, (unde OA, = a, OD, = bı) și A2D, (unde OA, = ag» 
OD, = b,) în n părţi egale și înlocuiţi trapezele curbilinii cu figuri în trepte. 


150. Utilizaţi rezultatul problemei 149. 

151. Utilizaţi faptul că F(z) este o funcţie continuă crescătoare de argumentul z. 

152. Demonstraţi mai întîi că, pentru orice a; avem F(2%) = aF(2). 

153. a) (a? — 1)/ina. În demonstraţie va trebui să folosim rezultatul problemei 159, c). 

b) (blnb— b + 1)/lna. Acest rezultat poate fi obţinut din formula de la problema pre- 
cedentă sau poate fi dedus independent ca și soluția problemei 148, a) (v. indicaţia la această: 
problemă ; în ultimul caz, va trebui să folosim rezultatele problemelor 168, b), 1) şi 159, c). 

154, E In a (loga b}. Soluţia acestei probleme este analoagă celei de-a doua rezolvări a 

2 


problemei 153, b). 


155. Utilizaţi rezultatul problemei 148, b). 
1 | 1 
156. a) Este suficient să se demonstreze că, pentru n>m, n In (+2) > min (+5) - 
n m 


Mai departe utilizați rezultatul problemei 152. 
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problemei 152. 


157. Cercetaţi sepiat cazurile în care z este pozitiv şi negativ; R utilizaţi rezultatul pro- 
blemei 152. 


158. Utilizați rezultatul problemei 157. s 


159. a) 'Utilizaţi rezbltatul problemei 152. b)i vi dal aal rezultatul problemei a)’; 
: > ma- 


c) Ina. Utilizați rezultatul problemei 152. 


160. Evaluați in două moduri aria trapezului curbiliniu mărginit de axa absciselor, curba 
y = ln v și dreapta x = n, studiind suma ariilor; trapezelor înscrise; în acest triunghi curbiliniu 
si a „celor circumscrise acestuia ; utilizați rezultatul problemei 153, b). 


n. 16l ja) Se mezolvă ră si, přoblema 180. b) Utilizai formula lui Watiis (probleina 145), 


Fat 


; 162. „Utilizați i rezultatul problemei 152. , al 
163. Utilizaţi - rezultatul problemei 154. i di 
164. Utilizaţi rezultatul problemei 148, a). 


165. Evident, (AN) nu este mai mare decit suma dintre numărul r şi numărul numerelor 
care nu sint mai mari decit N şi nu se divid cu nici unul dintre cele r numere prime pa, Pos.. 
.* Pr (Pr<N). Numărul numerelor întregi, care nu sint mai mari decit N și care nu se divid 
cu nici unul dintre numerele prime date,. poate-fi. calculat ca şi în soluţia problemei 11. În 
expresia obținută, suprimaţi toate semnele părții întregi și evaluaţi eroarea obținută în acest 
caz; după aceea, alegeţi în mod convenabil numărul r. 

(2n)! 


(n1)? 


« Anume, demonstrații 


166. Evaluați în două moduri valoarea expresiei C2, = 
că 2% < Ch <2 şi că 
nn nin) a Ch < (2n)n(2n). 
167. Fie ps, Pas...» Pr toate numerele prime nu mai mari decit numărul întreg N ; în acest 
caz, descompunerea numărului intreg N! în factori primi este de forma 
NI = Papa? e Pr”. 


Aici, nu este greu de calculat fiecare dintre exponenţii a, (i = 1, 2,..., T): 


«RRI 


(relativ la notații v. p. 10). De aici se poate obține evaluarea numărului lg A! în care va figura 


2 _ 1583 g 
suma EF 4 E gaes Fo. + Jsp din enunţul problemei; în acest caz, va trebui 


3 
să utilizăm şi teorema lui Cebișev (problema 166). 


A doua evaluare a numărului ls N! poate fi obținută plecind de la rezultatul problemei 
460. Mai departe, rămîne doar să comparăm cele două evaluări obţinute. 
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168. a) Exprimaţi numerele b,, b,,..., ba cu ajutorul lui B+, B,,..., Bn şi puneţi expresiile 
obținute în suma S. 


ng” P- i, ng” (n — 1)92 + 1 2qn — 2 


b) 1 = 
GIT -1 q- 1 a- 1} (9 — 1 


1 1 1 1 1 1 

169. Aplicaţi i —=T— — 4—4... — formula din problema 
p ti sumei tyto to ti Po 

168, a) şi utilizați prima teoremă a lui Mertens (problema 167); în afară de aceasta va trebui să 
utilizați unele evaluări asemănătoare celor din problema 162. 


170. Evident, 


== p-ta) 


=m(1-4)+ (1-5) + în (1 5)+m(1-7)+ (1-2) Fu +a(1-7)}: 


Mai departe, pentru evaluarea membrului al doilea, utilizați definiția geometrică a logaritmului 
natural (v. problemele 149; 152); în sfirșit utilizați teorema a doua a lui Mertens (pro- 
blema 169). 


Ne 
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